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1 Zakladni pojmy

e Vektor x € R” jako usporadanou n-tici redlnych ¢isel zapisujeme jako sloupec

X1
X2 T
X = . :(x19x27"'9x}’l) .
Xn
Vektory standardni baze prostoru R” oznacime pismeny ey, ey, ..., e,, pfiemzZ

er = (801,602, ...,0m) VLER.

e Pro skalarni soudin dvou vektord a = (aj,az,...,a,) a b = (by,by,...,b,) budeme uvazovat
disledné standardni skaldrni soucin v R" a zapisovat pomoci symbolu - nebo maticového nasoben{

a-b:aTb:Zn:a,-b,-.

i=1

Pro n € {2, 3} plati
a - b = |lall||b]| cos(6), (1)

kde 6 je uhel, ktery sviraji vektory a a b.

Pozndmka. Vztah (1) 1ze povazovat jako definici thlu 8 € (0, ) mezi vektory a, b i pro obecné
n €N.

e Pro normu vektoru a = (ay, ay, . . ., a,) budeme vZzdy pouzivat Euklidovu normu v R"

e Vektorovy soudin dvou vektorli a = (ay, az,asz) ab = (by,by,b3) v R3 je antikomutativni operace
definovana vztahem

el e e arbz — azb,
axb= ay a az | = a3b1 - a1b3 =-bXa.
by by b3 aiby — axby

Pro velikost (normu) vektorového soucinu plati Lagrangeova identita

2

lla % bII* = llal* |BI* - |a - b]* = det( bbb )

b-a b-b

kde na pravé strané¢ vystupuje determinant tzv. Gramovy matice (gramidn). Poznamenejme, Ze
vektorovy soucin lze vyjadfit i pomoci thlu 6, ktery vektory a a b sviraji

a x b = |lall||b|| sin(6) n,

kde n je jednotkovy vektor kolmy k roviné dané vektory a a b. Pokud jsou oba vektory rovnobézné
(kolinearni), tj. nedefinuji Zadnou rovinu ale jen pouze piimku, je jejich vektorovy soucin nulovy.



2 Diferencialni pocet funkci vice proménnych
e Funkce f : R" — R™ je vektor skalarnich funkci f; : R” - R

fi(x)

fa(x)
F@ =] 7 = @ ST

Sm(X)

e Derivaci funkce vice proménnych f : R — R” v bodé x( definujeme jako linedrni zobrazen{
[ (x0) zR" do R™ takové, Ze

h 0||h|| (f(xo + h) = f(x0) — f'(x0)h) = 0. 3)

[’ se téZ nazyva totalni derivace nebo totdlni diferencial a v tom piipad€ se zpravidla zna¢i sym-
d
bolem af

e Derivace funkce vice proménnych f : R" — R"™ podle vektoru v v bod€ xg je vektor

9
a_f(x") - hm - (f (o + hw) = fxo))

a pokud existuje totdlni derivace f’(x¢), plyne z (3)

lim (f (xo + hv) = f(x0) = f'(x0) (hv)) = 0,

z ¢ehoZ z linearity derivace f’(x() rovnou dostaneme

i;—f (x0) = f'(xo).
1)

Pokud v je jednotkovy vektor, nazyvame derivaci 2 o (xo) derlva01 funkce f ve sméru v v bodé x.
Uvazujeme-li libovolny vektor w a jednotkovy vektor v = lze pfimo z definice derivace ve
sméru ukazat, ze

of of

™ (x0) = [lwll B (x0) .

HWII’

Pozndmka 1. Definici tplné derivace lze omezit na ur¢itou podmnoZinu proménnych. Necht je
ddna funkce f : RM"* - R™ f = f (x(l), x(z)) kde x(V e R™, x® € R™. Potom tplnou derivaci

funkce f vzhledem k vektoru proménnych x(V v bodé (xf)l),xgz)) rozumime linedrni zobrazeni

A (60, xD) D RM > R takové, Ze

df
(D (2) (1) x@ (D .2 -
Jim o (f(x +hoxg?) = o) x50 = 5 (g )h)_O. )

vy

Tuto definici lze pifmocarym zpsobem rozsifit na libovolnou permutaci slozek vektort x(V, x(?)
v argumentu funkce f. Zde je potfeba poznamenat dva rizné piistupy pifi znaceni totdlni deri-
vace podle jedné sady proménnych. Vzhledem k tomu, Ze vybranou sadu proménnych x(V'miize

tvorit i jedna slozka, splyva zapis di{:) (xf)l),x(()z)) s parcidlni derivaci funkce f podle x‘V. Proto

je moZné znadit totdlni derivaci podle sady prom&nnych x(V = (x(l) x,(:l)) téZ symbolem
of @ .2

6(,{('1) ’’’’’ x’(lll)) (xO » X )



Parcidlni derivace funkce f v bodé x( jsou derivace ve sméru vektord standardni baze a oznacuji
se

o 0
a—)’; (x0) = D f (xo) = 6—2 (x0).

Matici linedrniho zobrazeni f” (x() ve standardnich bazich prostord R” a R™ nazyvdme Jacobiho
matici a zna¢ime J 5 (xo). Tvar jejiho ¢-tého sloupce je ziejmy z rovnosti

Jie Ocfi (x0)

J 0

= Jr(xo)ee = f' (xp) e, = j—f (x0) = [fz.(xO) Ve € i,

: Xt :

Jné’ affn (xO)

takze celkem mame
01fi1(x0) 02fi(x0) ... 0Onfi(xo)
01f2(x0) 02f2(x0) ... Onfa(xo)
Jpxo) = (ifxr0) Bafxq) .. Duflx) )=| o T R

01 fn(x0) coe Onfm(x0)

Derivace sloZené funkce fog : R" —» R™, kdeg : R* - R%a f : R® — R"™, je za predpokladu
existence totélnich derivaci f’(g(x¢)) a g’(x() ddna vyrazem

(f °g) (x0) = f (g (x0)) 0 g’ (x0). &)

EX]

ProtoZe na pravé stran€ (5) jde o slozeni dvou linedrnich zobrazeni, 1ze podle zvyku symbol ” o
vypustit. Z (5) také okamZité plyne vztah pro Jacobiho matici sloZeného zobrazeni

Jfog(x0) = J£(g(x0)) J4(x0).

Z definice nasobeni matic pak odvodime pravidlo pro vypocet parcialni derivace i-té slozky funkce
f o gpodle £-té proménné

N

A(f o g)i _ N0 9fi(g(x0)) 9gi(x0)
8)6[ (X()) B Z ayk (9)([ ’

Jrog(x0)ic = (6)

k=1
kde yx oznacuji slozky argumentu funkce f = f(y).

Pro z4pis vicerozmérné derivace se béZné zavadi operator nabla V, ktery se da reprezentovat jako

(8 0 ol

e ., T . L,
vektor parcidlnich derivaci V = (01,03, ..., ﬁn)T =amag F) . Derivaci skalarni funkce
n

f : R" > R pak mizeme (podle Rieszovy véty) reprezentovat gradientem, nebot plati

0
Y x0) = fxow = VF x0) 0= @1 f0a )

Pozndmka. V nasledujicich kapitolach budou pro nas dulezité funkce zavislé na Case a na tfech
prostorovych soufadnicich. Ve shodé s pozndmkou 1 pak gradientem funkce

f:IxQ—->R
kde J = (0, Thax) je Casovy interval a Q C R3 je oblast, rozumime vyraz

0 0 0
Vit x) = (Tfl (t,x),—f(t,x), f

T
— (7, .
P) o s %)

4



3 Integralni pocet funkci vice proménnych

e Integral skalarni funkce f : R” — R pies mé¥itelnou' mnozinu V ¢ R” zna¢ime

f £ (o) du(x) = f Fdv = f ) d,
\%4 \4 Vv

kde u = u, oznacuje n-rozmérnou Lebesgueovu miru zavedenou na R". MnoZinu vSech (Lebesgu-
eovsky) integrovatelnych funkci na mnozin€ V znacime L (V).

e Rekneme, e zobrazeni ¢ : R" — R” je reguldrni na oteviené mnozing& M c R”, jestlize prvky
matice J, jsou spojit€ na M a pro kazdé x € M plati det J, (x) # 0.

Véta. (o substituci ve vicerozmérném integralu) Nechf ¢ : R" — R" je prosté reguldrni zobrazeni
definované na oteviené mnoZiné A. Potom pro kaZdou méritelnou podmnoZinu V C A plati

[re@les, @)= [ ro
14 (V)
resp. pro libovolnou méfitelnou W C ¢ (A) mdme

f F () dx = f £ (o @)|detd, ©) dé

w e l(W)

T
Véta. (Fubini) Necht n,m € N, V c R*™"™. UvaZujme funkci f € L(V), f = f(x), x = (x<1>,x<2>) kde
xM e R, x@ e R™. Oznacme
A =[x c R (xV,x?) e V],
B = {x(l) € Rn’Axu) # (b}.

Potom plati

ff(x)dx:f ff(x(”,x(z))dx@) dx® =:fdx(l) fdx(z)f(x(l),x(z)).
\4 B

<D B A

Pozndmka. Mnozina A,q je v podstaté ,fez* mnoZiny V bodem xV. MnoZina B obsahuje vSechna
takova x(I, kterymi lze vést neprazdny fez. Fubiniho véta by ziistala v platnosti i pii nahrazeni B celym
R”, protoZe pro x'!) € R"\B je vnitini integral pies prazdnou mnozinu roven nule.

3.1 Zaména derivace a integralu

Véta 2. (o derivaci integralu podle parametru) Nechf I C R je otevieny interval a V je méritelnd
mnozina. Necht f : V X I — R spliiuje ndsledujici predpoklady:

'Pojmy mé¥itelnd funkce a mé¥itelnd mnoZina v tomto kurzu nezavadime. Tyto pojmy vystupuji v teorii Lebesgueova in-
tegralu, kterou lze budovat klasickym zplsobem na zdkladé teorie miry (jako v MAB4) nebo alternativni tzv. Daniellovou kon-
strukei (vyloZenou v MAA4), kter4 teorii miry a priori nepotiebuje a jeji pojmy zpétné definuje s vyuZzitim Daniellova integralu
a charakteristickych funkei. Pro nasSe potfeby bude kazda ptedstavitelnd mnoZina méfitelnd, stejné jako kazda predstavitelnd
funkce definovand na takové mnoZiné. Predpoklad méfitelnosti vSak pro korektnost uvadime ve znéni vét, které budeme pro
dalsi vyklad potfebovat.



1. Integrdl F (o) = f f (x,@)dx konverguje (je konecny) alespori pro jedno a € 1, tj. zkrdcené
@aeD(f(,a)e {,(V)).

2. Pro kazdé a € I je funkce f (-, @) méritelnd na V.

3. Funkce f (x,-) je diferencovatelnd na I pro skoro viechna®> x € V.

4. Existuje tzv. integrabilni majoranta k funkci %, 4. existuje g € L (V) tak, Ze pro skoro vSechna
x € V apro vSechna a € I plati

’M <g(0).

oa

Potom pro vsechna « € I integrdl F (a) konverguje a plati

dF [ 0f(x,a)
da _f Oa d.
v

4 Integrace po varietach

4.1 Krvivkovy integral

Definice. K#ivkou v R" rozumime libovolnou spojitou funkci ¢ : [a,b] — R”". Je-li ¢ prosté na (a, b),
kfivka ¢ se nazyva jednoduchd. Plati-li ¢ (a) = ¢ (b), jde o kiivku uzavienou, v opacném pripade se
jednd o kiivku otevienou. MnoZinu ¢ = (@) = ¢ ([a, b]) nazyvame drdhou nebo geometrickym obrazem
krivky v R". Zobrazeni ¢ se nazyva parametrizaci drdhy ¢.

Definice. Nechi ¢ : [a, b] — R" je drdha a nechf (V¢ € (a, b)) (3¢ (1)). KFivkovym (drdhovym) integrdlem
prvniho druhu funkce f : R” — R po drdze ¢ rozumime integral

b
ff(X)dl= ff(sO(t))IItP(t)lldt- (N
© a

Pozndmka. Vyraz dl = ||¢ (¢)|| df ma smysl délky elementu drahy ¢ ([, ¢ + d¢]). Integral f 1d! vyjadiuje
®

délku drahy ¢. Pro nezdpornou f integral f fdl vyjadfuje dvourozmérnou plochu mnoZziny
¢

S ={(.y eR™|xepnrye O f(x)),
tj. plochu pod ,,grafem* funkce f vynesenym podél drahy ¢.

Definice. Krivkovym (drdhovym) integrdlem druhého druhu vektorového pole (funkce) f : R" — R”
rozumime integral

b b
ff(x)-dl=ff(¢(t))~¢(t)dt=fZﬁ(«J(t))sbi(t)dt, (®)
5 Y Y el

kde orientace drahy je dédna jeji parametrizaci.

’Dany vyrok A (x) plati skoro viude na V, jestliZe existuje mnoZina N C V tak, Ze jeji mira p(N) = 0 a vyrok A (x) plati
Vx € V\N.



Pozndmka. Integrandem jednorozmérného integrilu na pravé strané (8) je projekce vektorového pole do
sméru teCného vektoru ke draze 7 (f) = ¢ (). Napf. je-li pole f v kazdém bod¢ kolmé na drahu, integral
bude roven nule.

Pozndmka. Slozky vektoru ¢; (t) dt odpovidaji slozkdm posunuti bodu x = ¢ (¢) po drdze ve smérech
soufadnych os, tj. vektort standardni baze ey, ..., e,. Proto se integral 8 nékdy zapisuje téz jako

ff(x)'dl:ff(x)'dx:fok(x)dxk- )
® © e k=1

Pozndmka. Bud ¢ drdha s parametrizaci ¢ : [a,b] — R". Drdhou opacné orientovanou ke drize ¢
rozumime drdhu —¢ danou parametrizaci

() =pla+b-1).

Pro kiivkovy integral druhého druhu plati

_[fdl:—wffdl.

4.2 Plosny integral

Ackoliv je moZné s jistou mirou abstrakce zavést obecné integraci po libovolnych m-rozmérnych
varietich v n-rozmérném prostoru (m < n), soustiedime se pfi definici ploSnych integrald pouze na
plochy v R3.

Definice. Plosnou parametrizaci nazyvame kazdé zobrazeni S : M — R kde M c R? je oblast.
MnoZinu

S=()=SWM)
nazyvame plochou nebo geometrickym obrazem zobrazeni S. JestliZe zobrazeni S je prosté a regularni,
hovorime o jednoduché regularni plose.

Definice. Plosnym integrdlem prvniho druhu skalarni funkce f : R? — R pies jednoduchou hladkou
reguldrni plochu S rozumime integral

ff(x)d5=ff(5(u,v))
S M

Pozndmka. Vyraz dS = ||% (u,v) x £ (u,v)||d (u,v) md smysl obsahu infinitesimalniho rovnobézniku

daného vektory %du a %dv. Obsah plochy S je tedy ddn ploSnym integralem z jednotky

Mz(S)=de.

S

oS oS
‘% 0 x 5 w0

d(u,v). (10)

Pozndmka. Pro vypocet dS lze vyuZit platnost Lagrangeovy identity (2).

Definice. Plosnym integrdlem druhého druhu vektorového pole f : R? — R3 pfes jednoduchou hladkou
reguldrni plochu S rozumime integral

ff(x)-dS:ff(x)-ndS:ff(S(u,v))-(g(u,v)x%(u,v) d(u,v). (11D
S S M



Pozndmka. Plati
dS = ndS = § (u,v) X § (u,v)d (u,v),
ou ov
kde n je jednotkovy normdlovy vektor k plose S v bodé S (u,v). V zavislosti na parametrizaci mize
sméfovat na jednu nebo druhou stranu plochy, na ¢emz zavisi znaménko integralu. V nésledujicich kapi-
toldch budeme uvazovat zpravidla uzaviené plochy tvoiici hranice souvislych mnozin V ¢ R3,tj. S = oV

. Vektor n bude sméfovat vZdy ven z objemu V . Za téchto predpokladl je znaménko plosného integralu
jednoznacéné urceno.

Pozndmka. Integrandem plosného integralu druhého druhu je tedy projekce vektorového pole f do sméru
normély k ploSe S.

Pozndmka. Formdlni zapis integrdlu 2. druhu je také

ff(x) -dS = ffl (x) dxadxs + fo (x) dx1dxs + f3 (x) dxidxs.
N N

Je totiZ moZné zapsat

3 3
fx)-ds = [Zﬁei]-ds = > filei-ds)
i=1 i=1

kde skalarni souCiny e; - dS predstavuji velikosti projekci vektoru dS do sméri souradnych os e;. To je
totéZ jako velikost projekce plochy dS do roviny kolmé na e;. Rozsah soufadnic této projekce (coz je
rovnobéZznik) ve smérech danych vektory e; a e; (k # [, k, [ # i) je roven dx; a dx; a jeji plocha je rovna
dxidx;.

4.3 Greenova formule
Niésledujici véty jsou zobecnénim metody per partes pro urcity integral.

Véta 3. (Greenova formule) Nechf n € (2,3}, V c R" je oblast, f,g € C' (V) a f,g € C(0V). Potom

plati
[E2geax=- [ 1% Zax+ [ rgemas
J v v

oxy, Oxy

kde ny je k-td sloZka vektoru vnéjsi normdly k hranici oblasti V.

Disledek 4. (Greenova véta). Nechf S C R? je oblast a 8S je uzaviend, po dstech hladkd drdha.
Necht f : R?> — R? je vektorové pole spojité diferencovatelné na S a spojité na dS. Potom plati

_ (%8 _oh
ff(x) -dl = f(ax1 8x2)dx’
aS S

pricem? kiivka S je uvazovdna jako kladné orientovand (proti sméru hodinovych rucicek).

Diikaz. Kfivka ¢ = 4S parametrizovanad pomoci ¢ : [a,b] — R? obihajici proti sméru hodinovych
rucicek ma na tecny vektor v bode€ ¢ () = x(¢) = (x1 (), x2 ()T roven T (¢) = @) =X (1), %2 )" a
vektor vnéjsi normaly n (f) = (X (1), —x1 (¢)). Z definice tedy postupné plati

b b b
ff(x)-dlzff(go(t))-gb(t)dtzff(go(t))-(n,rz)dtzff(cp(t))-(—nz,nl)dt
oS a a a

b
0 0
= f(fz (D) n — fi(e () ny)dt = f oh _oh dx,
8x1 axZ
a S
kde v posledni rovnosti byla pouZita na oba cleny Greenova formule. 0



Disledek. (Greenova véta - formulace pro diferencidlni formy) Nech? kiivka ¢ je p.¢. C' jedno-
duchd uzaviend drdha v R* a diferencidlm’ forma w = w(x)dx; + wy(x)dx; je spojité diferencovatelnd
na vnittku krivky ¢ (4. tridy me ) a spojitd na uzdvéru vnitrku krivky ¢ (tj. tridy C-—). Je-li kladnd
orientace krivky ¢ dand proti sméru hodinovych rucicek, pak plati

Owy;  Owi
fa)ldx1+a)2dx2—f fa—xl—a—xz

int @

ll’lt

Diisledek 5. (Gaussova-Ostrogradského véta) Nechf f € C! (R3) je vektorové pole, V c R3 je oblast.

Potom plati
fV-f(x)dx:ff(x)-dS,
ov

14

kde dS sméruje ven z objemu V.

Diikaz. Podle Greenovy formule s volbou g (x) = 1 mame

3 rg
fV-f(x)dszfa—)];’z(x)dx ffk(x)nde ff(x) nds = ff(x) as.
k=1

% =ly k=1 gy

Pozndmka. Vyrazu 'V - f = div f fikdme divergence (zfidlovost) vektorového pole f.
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