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1 Úvod

V této úvodńı kapitole se seznámı́me se základńımi matematickými pojmy, značeńım, operacemi
s množinami a základy matematické logiky. Dále jsou zde stručně probrány č́ıselné množiny,
intervaly, pojem omezenosti množiny, horńı hranice (závora) množiny a konečně význam abso-
lutńı hodnoty č́ısla.

1.1 Množiny

Definice 1.1 (Naivńı definice množiny — Cantor 1873)
Soubor dobře definovaných a dobře rozlǐsitelných objekt̊u se nazývá množina. Množiny zapi-
sujeme ve tvaru

M = {prvek x : vlastnosti prvku x}.

Definice 1.2 (Operace s množinami)
Necht’ A a B jsou nějaké množiny a x je prvek. Potom definujeme následuj́ıćı symboly:

x ∈ A prvek x nálež́ı množině A.
x /∈ A prvek x nenálež́ı množině A.
A ⊂ B množina A je část́ı množiny B.
A ∪B sjednoceńı množin A a B.
A ∩B pr̊unik množin A a B.
∅ prázdná množina.
A = {x : V } zápis množiny, která má prvky x, o kterých plat́ı vlast-

nost V , např. V : x > 0.

Poznámka. Vlastnosti prázdné množiny ∅:

• A ∪ ∅ = A

• A ∩ ∅ = ∅

Př́ıklad. Necht’ A = {♀}, B = {♂, ♀}, pak plat́ı:

• A ⊂ B

• A ∩B = {♀} = A

• A ∪B = {♂, ♀} = B

Definice 1.3 (Kartézský součin množin A a B)
A×B = {(x, y) : x ∈ A a y ∈ B}

1.2 Výroky

Definice 1.4 (Výrok)
Výrok je tvrzeńı, o kterém můžeme rozhodnout zda plat́ı nebo neplat́ı.

Definice 1.5 (Přehled operaćı s výroky)
Necht’ V1 a V2 jsou výroky. Potom definujeme následuj́ıćı značeńı:
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V1 výrok V1 (plat́ı).
¬V1 negace výroku V1 (výrok V1 neplat́ı).
V1 ∧ V2 konjunkce - plat́ı V1 a zároveň V2.
V1 ∨ V2 disjunkce - plat́ı V1 nebo V2.
V1 ⇒ V2 implikace - když plat́ı V1 , pak plat́ı V2.
V1 ⇔ V2 ekvivalence - V1 plat́ı právě tehdy, když plat́ı V2.
∃ existenčńı kvantifikátor - existuje aspoň jeden prvek . . .
∃1 nebo ∃! existenčńı kvantifikátorl - existuje právě jeden prvek . . .
∃∞ existenčńı kvantifikátor - existuje nekonečně prvk̊u . . .
∀ kvantifikátor: pro všechny prvky . . .

Poznámka. Výlučná disjunkce (exkluzivńı disjunkce, non-ekvivalence): (V1 ∨ V2) ∧ ¬(V1 ∧ V2).

Definice 1.6 (Tabulka pravdivostńıch hodnot pro operace s výroky)
V následuj́ıćı tabulce P znamená plat́ı a N neplat́ı:

V1 V2 V1 ∧ V2 V1 ∨ V2 V1 ⇒ V2 V1 ⇔ V2

P P P P P P
P N N P N N
N P N P P N
N N N N P P

Lemma 1.7
Pravidla při negováńı výrok̊u (z definice 1.6):

1. ¬(V1 ∨ V2) = ¬V1 ∧ ¬V2
2. ¬(V1 ∧ V2) = ¬V1 ∨ ¬V2
3. ¬(V1 ⇒ V2) = V1 ∧ ¬V2
4. ¬(∃x ∈M) = ∀x ∈M

5. ¬(∀x ∈M) = ∃x ∈M

1.3 Č́ıselné množiny

Definice 1.8 (Značeńı č́ıselných množin)
Přirozená č́ısla N, N = {1, 2, 3, 4 . . .}.
Celá č́ısla Z, Z = {. . .− 3,−2,−1, 0, 1, 2, 3 . . .}.
Racionálńı č́ısla Q, Q = {p

q
: p ∈ Z ; q ∈ N}.

Reálná č́ısla R.
Iracionálńı č́ısla R \Q.
Komplexńı č́ısla C, C = {a+ ib : a, b ∈ R, i2 = −1}.

Lemma 1.9 (Vlastnosti reálných č́ısel)
Necht’ a, b, c jsou reálná č́ısla. Potom plat́ı:

1. (a < b) ∨ (a > b) ∨ (a = b)

2. (a < b) ∧ (b < c)⇒ (a < c) transitivita

3. (a+ b < a+ c)⇒ (b < c)
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4. (a < b) ∧ (c > 0)⇒ ac < cb
(a < b) ∧ (c < 0)⇒ ac > cb

Věta 1.10 (O hustotě R)
Mezi libovolnými r̊uznými reálnými č́ısly je nekonečně mnoho racionálńıch a nekonečně mnoho
iracionálńıch č́ısel.

Důsledek 1.11
Neexistuje nejmenš́ı kladné reálné č́ıslo.

D̊ukaz. Sporem. Principem d̊ukazu sporem je ukázat, že negace tvrzeńı vede ke sporu. Mate-
matická věta je obvykle zapsána pomoćı implikace výrok̊u

Předpoklad ⇒ Tvrzeńı, (1)

přičemž podle pravidel negováńı výroku (Lemma 1.7) je jej́ı negace

¬(Předpoklad ⇒ Tvrzeńı) = Předpoklad ∧ ¬Tvrzeńı, (2)

Uvažujme následuj́ıćı slovńı vyjádřeńı výroku (ozn. V ): Neńı pravda, že by existovalo kladné
reálné č́ıslo, které by bylo menš́ı než všechna ostatńı reálná č́ısla (r̊uzná od tohoto č́ısla). Kvan-
tifikovaně lze výrok V vyjádřit takto:

V = ¬(∃c ∈ R, c > 0)(∀r ∈ R, r > 0, r 6= c)(c < r)

Tento výrok lze převést pomoćı pravidel pro negováńı výraz̊u s ∃ a ∀ na výrok

V = (∀c ∈ R, c > 0)(∃r ∈ R, r > 0, r 6= c)(c ≥ r),

které vyjadřuje ekvivalentńı tvrzeńı Pro všechna kladná reálná č́ısla c existuje aspoň jedno
reálné č́ıslo r takové, že je ostře menš́ı než c.

Pro d̊ukaz sporem tedy předpokládejme, že plat́ı negace výroku V , to jest

¬V = (∃c ∈ R, c > 0)(∀r ∈ R, r > 0, r 6= c)(c < r)

Označme si toto nejmenš́ı č́ıslo, které nyńı předpokládáme, že existuje, symbolem cmin. Potom
ale podle věty 1.10 mezi č́ısly 0 a cmin existuje alespoň jedno č́ıslo x tak, že 0 < x < cmin. Tedy
d́ıky větě 1.10 snadno nalezneme kladné reálné č́ıslo, které je menš́ı než údajně nejmenš́ı č́ıslo
cmin, což je spor.

1.4 Důkaz matematickou indukćı

Poznámka. Princip d̊ukazu tvrzeńı V [n] matematickou indukćı. Tvrzeńı V [n] nazýváme in-
dukčńı předpoklad.

1. Prvńı krok. Ověř́ıme, že tvrzeńı plat́ı pro nejnižš́ı index, např. že V [1] plat́ı.

2. Indukčńı krok n→ n+ 1. Za předpkladu, že plat́ı V [n], dokážeme platnost V [n+ 1].

1.5 Intervaly

Definice 1.12 (Interval)
Otevřený interval (a, b) = { x ∈ R : a < x < b }
Uzavřený interval [a, b] = { x ∈ R : a ≤ x ≤ b }
Polootevřený (polouzavřený) interval [a, b) = { x ∈ R : a ≤ x < b }

Definice 1.13 (Nekonečno)
Pro symbol +∞ plat́ı, že (∀x ∈ R)(x < +∞).
Pro symbol −∞ plat́ı, že (∀x ∈ R)(x > −∞).
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1.6 Omezenost množin

Definice 1.14 (Omezenost množiny)

Ř́ıkáme, že množina M je omezená shora
def⇔ (∃h ∈ R)(∀x ∈M)(x ≤ h).

Ř́ıkáme, že množina M je omezená zdola
def⇔ (∃d ∈ R)(∀x ∈M)(x ≥ d).

Ř́ıkáme, že množina M je omezená
def⇔ je omezená shora i zdola.

Ř́ıkáme, že množina M je neomezená
def⇔ neńı omezená shora ani zdola.

Definice 1.15 (Závora množiny)
Č́ıslo h, resp. d z definice 1.14 nazvýváme horńı, resp. dolńı závora (hranice) množiny M .

1.7 Absolutńı hodnota

Definice 1.16 (Absolutńı hodnota)
Absolutńı hodnota č́ısla x ∈ R je

|x| =


x pro x ≥ 0

−x pro x < 0
.

Poznámka. Plat́ı |x| = max{x,−x} a hlavně
√
x2 = |x|.

Věta 1.17 (Trojúhelńıková nerovnost 4 6=)

|a+ b| ≤ |a|+ |b|.

D̊ukaz. Plat́ı:

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 ≤ |a|2 + 2|a||b|+ |b|2 = (|a|+ |b|)2,

kde po odmocněńı levé a pravé strany nerovnosti dostáváme

|a+ b| ≤
∣∣|a|+ |b|∣∣ = |a|+ |b|.

Důsledek 1.18 ∣∣|a| − |b|∣∣ ≤ |a− b|.
D̊ukaz.

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2 ≥ |a|2 − 2|a||b|+ |b|2 = (|a| − |b|)2,
kde po odmocněńı levé a pravé strany nerovnosti dostaneme tvrzeńı věty.

2 Funkce

2.1 Definice

Definice 2.1 (Funkce, definičńı obor, obor hodnot)
Funkce f s definičńım oborem Df je předpis, který každému č́ıslu x ∈ Df přǐrad́ı právě
jedno reálné č́ıslo, které znač́ıme f(x). Množinu všech takto přǐrazených č́ısel nazýváme obor
hodnot a znač́ıme Hf .
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Definice 2.2 (Graf funkce)
Grafem funkce f je množina bod̊u v rovině (x,y) takových, že x ∈ Df a y = f(x).

Věta 2.3
Množina F je funkćı ve smyslu definice 2.1, právě tehdy, když pro všechny uspořádané dvojice
č́ısel (x, y) plat́ı: (

(x, y) ∈ F ∧ (x, z) ∈ F
)
⇒ y = z.

2.2 Základńı funkce

Definice 2.4 (Polynom)
Polynom p je funkce definovaná jako

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + an−2x
n−2 + . . .+ a2x

2 + a1x
1 + a0x

0 =
n∑
k=0

akx
k,

kde ak jsou komplexńı č́ısla pro všechny indexy k = 0, 1, . . . , n. Pokud an je nejvyšš́ı nenulový
koeficient polynomu (tj. ak = 0 pro všechna k > n), ř́ıkáme, že takový polynom má stupeň
n. Definičńı obor každého polynomu je Dp = C, obor hodnot záviśı na každé konkrétńı volbě
koeficient̊u ak.

Poznámka. My budeme uvažovat výhradně polynomy reálné, tj. ak ∈ R pro ∀k = 0, 1, . . . , n, a
s Dp = R.

Poznámka.

• Nulový polynom: p(x) = 0.

• Polynom 0. stupně: p(x) = K, kde K 6= 0.

• Polynom 1. stupně se nazývá lineárńı polynom.

• Polynom 2. stupně se nazývá kvadratický polynom.

• Polynom 3. stupně se nazývá kubický polynom.

• Polynom 4. stupně se nazývá bikvadratický polynom.

Definice 2.5 (Kořen polynomu)
Bod x0 ∈ R takový, že p(x0) = 0, nazýváme kořenem (též nulovým bodem) polynomu p.

Věta 2.6 (Základńı věta algebry)
Každý polynom stupně alespoň prvńıho má v C alespoň jeden kořen.

Věta 2.7
Každý polynom stupně n má nejvýše n kořen̊u.

Poznámka. Daľśımi základńımi funkcemi jsou:

• Odmocnina
√
x, D√ = R+

0 , H√ = R+
0

• Racionálńı funkce 1
x
, D 1

x
= Rr {0}, H 1

x
= Rr {0}

• Absolutńı hodnota |x|, D|x| = R, H|x| = R+
0

• Funkce signum signx =


1 pro x > 0
0 pro x = 0
−1 pro x < 0

8



2.3 Algebraické kombinace funkćı

Definice 2.8 (Algebraické kombinace funkćı)
Necht’ f je funkce s definičńım oborem Df a g je funkce s definičńım oborem Dg, necht’

Df = Dg. Pak lze definovat následuj́ıćı nové funkce:

• (f + g)(x) = f(x) + g(x)

• (f − g)(x) = f(x)− g(x)

• (f · g)(x) = f(x) · g(x)

• g(x) 6= 0 ∀x ∈ Dg : (f
g
)(x) = f(x)

g(x)

Definice 2.9 (Skládáńı funkćı)
Necht’ (∀x ∈ Dg)(g(x) ∈ Df ), pak (f ◦ g)(x) = f(g(x)).

Poznámka. Skládáńı funkćı neńı komutativńı, tj. obecně f ◦ g 6= g ◦ f .

2.4 Prostá a inverzńı funkce

Definice 2.10 (Prostá funkce)
Funkce f je prostá, právě když neexistuj́ı dva r̊uzné body z Df na kterých by f nabývala
stejné hodnoty. Tj. (∀x1, x2 ∈ Df )(f(x1) = f(x2)⇒ x1 = x2).

Věta 2.11 (O existenci a jednoznačnosti inverzńı funkce)
Je-li funkce f prostá, pak existuje právě jedna funkce g s definičńım oborem Dg = Hf

taková, že f
(
g(x)

)
= x pro ∀x ∈ Dg.

D̊ukaz. Pro dané y ∈ Hf existuje d́ıky prostotě f právě jedno x ∈ Df tak, že y = f(x). Toto
x označ́ıme g(y) := x a dostaneme jednoznačný předpis g : y 7→ x, který vyhovuje definici
funkce.

Definice 2.12 (Inverzńı funkce)
Funkci g z předchoźı věty znač́ıme g = f−1 a nazýváme funkćı inverzńı k funkci f .

Věta 2.13
Funkce f−1 je inverzńı k f právě tehdy, když f−1 ◦ f = id a f ◦ f−1 = id.

Věta 2.14 (Inverze složené funkce)
(f ◦ g)−1 = g−1 ◦ f−1.

D̊ukaz. f(g(x)) = y, odkud g(x) = f−1(y) odkud x = g−1(f−1(y)).

2.5 Parita

Definice 2.15 (Parita funkce)
Necht’ funkce f má definičńı obor symetrický dle 0. Pak ř́ıkáme, že funkce f je

• sudá ⇔ (∀x ∈ Df )(f(−x) = f(x)).

• lichá ⇔ (∀x ∈ Df )(f(−x) = −f(x)).
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2.6 Obraz, vzor

Definice 2.16 (Obraz množiny)
Obraz množiny M při zobrazeńı f je množina

f(M) = {y : (∃x ∈M)(f(x) = y)}.

Definice 2.17 (Vzor množiny)
Vzor množiny M při zobrazeńı f je množina

f−1(M) = {x : (∃y ∈M)(f(x) = y)}.

3 Limita funkce

3.1 Definice

Definice 3.1 (Limita funkce f v bodě a)
Necht’ pro nějaké a ∈ R a p > 0 je sjednoceńı (a− p, a) ∪ (a, a+ p) část́ı definičńıho oboru Df .
Potom řekneme, že limita funkce f v bodě a je `:

lim
x→a

f(x) = ` ⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (a−p, a)∪(a, a+p) )(0 < |x−a| < δ ⇒ |f(x)−`| < ε).

Definice 3.2 (Limita funkce f v bodě a zprava)
Necht’ pro nějaké a ∈ R a p > 0 je sjednoceńı (a, a + p) část́ı definičńıho oboru Df . Potom
řekneme, že limita funkce f v bodě a zprava je `:

lim
x→a+

f(x) = ` ⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (a, a+ p) )(a < x < a+ δ ⇒ |f(x)− `| < ε).

Definice 3.3 (Limita funkce f v bodě a zleva)
Necht’ pro nějaké a ∈ R a p > 0 je sjednoceńı (a − p, a) část́ı definičńıho oboru Df . Potom
řekneme, že limita funkce f v bodě a zleva je `:

lim
x→a−

f(x) = ` ⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (a− p, a) )(a− δ < x < a⇒ |f(x)− `| < ε).

Věta 3.4 (Vztah existence limity a existence limit zleva a zprava)

lim
x→a

f(x) = ` ⇔ lim
x→a+

f(x) = ` ∧ lim
x→a−

f(x) = `

3.2 Vlastnosti limity

Lemma 3.5
lim
x→a

f(x) = 0 ⇔ lim
x→a
|f(x)| = 0.

D̊ukaz. Plyne z př́ımo z definice limity.

Věta 3.6 (Ekvivalence zápis̊u limity)
Následuj́ıćı výroky jsou ekvivalentńı:

1. lim
x→a

f(x) = `,

2. lim
x→a

f(x)− ` = 0,
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3. lim
x→a
|f(x)− `| = 0,

4. lim
h→0

f(a+ h) = `.

Věta 3.7 (Vlastnosti limity funkce)
Necht’ lim

x→a
f(x) = ` a lim

x→a
g(x) = m, kde `,m ∈ R. Potom:

(i) lim
x→a

(f + g)(x) = `+m,

(ii) lim
x→a

(f − g)(x) = `−m,

(iii) lim
x→a

(fg)(x) = `m,

(iiii) pokud nav́ıc m 6= 0, pak lim
x→a

f
g
(x) = `

m
,

D̊ukaz. Plyne př́ımo z definice limity.

Důsledek 3.8
Necht’ p je polynom. Potom ∀a ∈ R

lim
x→a

p(x) = p(a).

3.3 Jednoznačnost limity

Věta 3.9 (O jednoznačnosti limity funkce)(
lim
x→a

f(x) = ` ∧ lim
x→a

f(x) = m
)
⇒ ` = m.

D̊ukaz. Sporem.
Předpokládejme, že lim

x→a
f(x) = ` ∧ lim

x→a
f(x) = m ∧ ` 6= m.

Zvolme ε = 1
2
|`−m| > 0 a z definic limit existuj́ı pro toto ε č́ısla δ` > 0 a δm > 0 tak, že

0 < |x− a| < δ` ⇒ |f(x)− `| < ε

0 < |x− a| < δm ⇒ |f(x)−m| < ε

Definujme δ = min{δ`, δm}, pak totiž pro 0 < |x− a| < δ plat́ı, že

ε =
1

2
|`−m| = 1

2
|f(x)−m− (f(x)− `)| ≤

↑
46=

1

2
|f(x)− `|︸ ︷︷ ︸

<ε

+
1

2
|f(x)−m|︸ ︷︷ ︸

<ε

< ε.

Dohromady dostáváme nerovnici ε < ε, což je spor.

3.4 Nekonečné limity

Definice 3.10 (Nekonečná limita funkce f v bodě a)
Necht’ pro nějaké a ∈ R a p > 0 je sjednoceńı (a − p, a) ∪ (a, a + p) část́ı definičńıho oboru
Df .Potom

lim
x→a

f(x) = +∞ ⇔ (∀α > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (a−p, a)∪(a, a+p) )(0 < |x−a| < δ ⇒ f(x) > α),

lim
x→a

f(x) = −∞ ⇔ (∀α > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (a−p, a)∪(a, a+p) )(0 < |x−a| < δ ⇒ f(x) < −α).

Poznámka. Analogicky definice jednostranných limit
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• lim
x→a+

f(x) = +∞

• lim
x→a+

f(x) = −∞

• lim
x→a−

f(x) = +∞

• lim
x→a−

f(x) = −∞.

Věta 3.11 (Vlastnosti nekonečných limit)

• lim
x→a

f(x) = +∞ ∧ lim
x→a

g(x) = ` 6= −∞ ⇒ lim
x→a

(f + g)(x) = +∞

• lim
x→a

f(x) = −∞ ∧ lim
x→a

g(x) = ` 6= +∞ ⇒ lim
x→a

(f + g)(x) = −∞

• lim
x→a

f(x) = +∞ ∧ lim
x→a

g(x) = ` 6= 0 ⇒ lim
x→a

(f · g)(x) = (sign `) · ∞

• lim
x→a

f(x) = −∞ ∧ lim
x→a

g(x) = ` 6= 0 ⇒ lim
x→a

(f · g)(x) = (sign `) · (−∞)

• lim
x→a

f(x) = ±∞⇒ lim
x→a

(
1
f

)
(x) = 0

Poznámka. Výrazy IND:
”
∞−∞“,

”
0 · ∞“,

”
∞
∞“,

”
1
0
“ a

”
0
0
“ jsou neurčité, je potřeba provést

algebraické manipulace před samotnou limitou.

Definice 3.12 (Limita funkce v nekonečnu)
lim

x→+∞
f(x) = l ⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x > δ ⇒ |f(x)− l| < ε),

lim
x→−∞

f(x) = l ⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x < −δ ⇒ |f(x)− l| < ε),

Poznámka. Analogicky definice

• lim
x→+∞

f(x) = +∞

• lim
x→+∞

f(x) = −∞

• lim
x→−∞

f(x) = +∞

• lim
x→−∞

f(x) = −∞.

3.5 Věta o limitě sevřené funkce

Věta 3.13 (Sendvičová věta o limitě sevřené funkce)
Bud’ p > 0 a necht’ pro funkce d, f a h plat́ı, že (a − p, a) ∪ (a, a + p) ⊂ Df ∩Dd ∩Dh a pro
všechna x ∈ (a− p, a) ∪ (a, a+ p) je d(x) ≤ f(x) ≤ h(x). Potom když lim

x→a
d(x) = lim

x→a
h(x) = `,

pak existuje limita funkce f v bodě a a je rovna `

lim
x→a

f(x) = `.

D̊ukaz. Pro libovolné ε > 0 existuje z definic limit δd a δh tak, že pro všechna x taková, že

• 0 < |x− a| < δd ⇒ `− ε < d(x) < `+ ε

• 0 < |x− a| < δh ⇒ `− ε < h(x) < `+ ε

Zvoĺıme-li δ = min{p, δd, δh}, plat́ı pro všechna x taková, že 0 < |x− a| < δ, nerovnosti

`− ε < d(x) < f(x) < h(x) < `+ ε,

č́ımž je věta dokázána.

Poznámka. Věta 3.13 plat́ı i pro jednostranné limity a limity v nekonečnu.
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3.6 Goniometrické limity

Poznámka. Základńı vztahy mezi goniometrickými funkcemi:

• cos2 x+ sin2 x = 1

• sin(a+ b) = sin a cos b+ cos a sin b

• cos(a+ b) = cos a cos b− sin a sin b

Lemma 3.14 (Sńıžeńı mocniny u goniometrických funkćı)

cos2(x) =
1 + cos(2x)

2

sin2(x) =
1− cos(2x)

2

D̊ukaz. Větu dokážeme pomoćı součtových vzorc̊u pro funkci cos(2x) = cos2(x)− sin2(x).

Věta 3.15

lim
x→0

sinx

x
= 1.

x

A

B

C

D

E

1 tg x
sin x

Obrázek 1: Ilustrace k d̊ukazu Věty 3.15.

D̊ukaz. Necht’ x > 0 je úhel v radiánech. Z obrázku 1 je patrná následuj́ıćı nerovnost mezi
plochami AEB, ACB a ACD:

1

2
sinx <

1

2
x <

1

2
tg x,

odkud

cosx <
sinx

x
< 1.

Z věty o limitě sevřené funkce snadno dostáváme tvrzeńı, které plat́ı i o pro x < 0 neb funkce
sinx
x

je sudá.

3.7 Asymptota funkce

Definice 3.16 (Asymptota)
Př́ımku y = kx+ q nazveme asymptotou funkce f v +∞, resp. −∞, plat́ı-li, že

lim
x→+∞

f(x)− kx− q = 0,

resp.
lim

x→−∞
f(x)− kx− q = 0.
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Definice 3.17 (Vertikálńı asymptota)
Př́ımku x = a nazveme vertikálńı asymptotou funkce f , má-li funkce f v bodě a nekonečnou
limitu zleva nebo zprava.

Věta 3.18 (Nalezeńı asymptoty)
y = kx+ q je asymptotou funkce f v ±∞ právě tehdy, když

k = lim
x→±∞

f(x)

x
, (3a)

q = lim
x→±∞

f(x)− kx. (3b)

D̊ukaz. Důkaz ekvivalence provedeme ve dvou kroćıch.
1.

”
⇒“: Z definice asymptoty plat́ı lim

x→±∞
f(x)− kx− q = 0, odkud př́ımo plyne (3b). Tvrzeńı

(3a) dostaneme tak, že zkoumáme limitu

0 = lim
x→±∞

f(x)− kx− q
x

= lim
x→±∞

f(x)

x
− k − q

x
=

(
lim

x→±∞

f(x)

x

)
− k − 0.

2.
”
⇐“: Z (3b) rovnou plyne definice asymptoty lim

x→±∞
f(x)− kx− q = 0.

4 Spojitost funkce

4.1 Definice

Definice 4.1 (Spojitost funkce v bodě a)
Necht’ pro nějaké p > 0 je sjednoceńı (a− p, a+ p) část́ı Df . Řekneme, že funkce f je spojitá v
bodě a, právě když

lim
x→a

f(x) = f(a).

Definice 4.2 (Spojitost funkce v bodě a zleva a zprava)
Necht’ pro nějaké p > 0 je sjednoceńı (a− p, a], resp. [a, a+ p) část́ı Df . Řekneme, že funkce f
je spojitá v bodě a zleva, resp. zprava, právě když

lim
x→a−

f(x) = f(a), resp. lim
x→a+

f(x) = f(a).

Definice 4.3 (Spojitost na uzavřeném intervalu)
Řekneme, že funkce f je spojitá na intervalu [a, b], právě když je spojitá v každém bodě
x ∈ (a, b), spojitá zprava v bodě a a zleva v bodě b.

Definice 4.4 (Odstranitelná nespojitost)
Funkce f má v bodě a odstranitelnou nespojitost ⇔ lim

x→a
f(x) existuje, ale lim

x→a
f(x) 6= f(a)

Definice 4.5 (Skoková nespojitost)
Funkce f má v bodě a skokovou nespojitost ⇔ existuj́ı obě konečné jednostranné limity,
ale nerovnaj́ı se.

Definice 4.6 (Podstatná nespojitost)
Funkce f má v bodě a podstatnou nespojitost ⇔ alespoň jedna jednostranná limita je
nekonečná nebo neexistuje.

Věta 4.7
Funkce f je spojitá v bodě a ⇔ Funkce f je spojitá v bodě a zleva i zprava.
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Věta 4.8
Necht’ jsou funkce f a g spojitá v bodě a a bud’ α ∈ R. Potom funkce f + g, f − g, f · g, α f i
f
g

pro g(a) 6= 0 jsou spojité v a.

Věta 4.9
Necht’ je funkce g spojitá v bodě a a funkce f spojitá v bodě g(a). Potom funkce f ◦g je spojitá
v a.

4.2 Vlastnosti spojitých funkćı

Věta 4.10 (Bolzano – o existenci nulového bodu spojité funkce)
Necht’ funkce f je spojitá na intervalu [a, b] a f(a)f(b) < 0. Potom existuje c ∈ (a, b) tak, že
f(c) = 0.

D̊ukaz. Obrázkový – graf spojité funkce nutně muśı protnout osu x, pokud f(a) a f(b) maj́ı
opačná znameńı.

Věta 4.11 (Darboux – o existenci řešeńı f(c) = d pro spojitou funkci f)
Necht’ funkce f je spojitá na intervalu [a, b]. Potom pro každé č́ıslo d lež́ıćı mezi f(a) a f(b))
existuje c ∈ (a, b), že f(c) = d.

D̊ukaz. Je-li f spojitá funkce, je i f − d je spojitá a pro d lež́ıćı mezi f(a) a f(b) plat́ı, že
(f(a)− d)(f(b)− d) ≤ 0. Proto podle Věty 4.10 aplikované na funkci f − d existuje c ∈ (a, b)
tak, že f(c)− d = 0.

Definice 4.12 (Maximum a minumum funkce)
Řekneme, že funkce f má v bodě a ∈ Df maximum, resp. minimum právě tehdy, když
f(a) ≥ f(x), resp. f(a) ≤ f(x) pro všechny x ∈ Df .

Definice 4.13 (Omezená funkce)
Řekneme, že funkce f je omezená na množině M ⊂ Df ⇔ (∃K > 0)(∀x ∈M)(|f(x)| ≤ K).

Věta 4.14 (Weierstrass – extrémy spojité funkce na uzavřeném intervalu)
Necht’ funkce f je spojitá na intervalu [a, b]. Potom funkce f je omezená a nabývá na [a, b]
svého minima i maxima, tj. ∃c ∈ [a, b] a ∃d ∈ [a, b] tak, že funkce f nabývá v bodě c svého
maxima a v bodě d svého minima.

5 Derivace funkce

5.1 Definice

Definice 5.1 (Derivace funkce f v bodě a)
Pokud existuje limita

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
,

nazýváme tuto limitu derivaćı funkce f v bodě a a znač́ıme f ′(a), df
dx

(a) nebo f (1)(a).

Definice 5.2 (Jednostranné derivace)
Pokud existuje limita

lim
x→a−

f(x)− f(a)

x− a = lim
h→0−

f(a+ h)− f(a)

h
,
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resp.

lim
x→a+

f(x)− f(a)

x− a = lim
h→0+

f(a+ h)− f(a)

h
,

nazýváme tuto limitu derivaćı funkce f v bodě a zleva, resp. zprava a znač́ıme f ′−(a), resp.
f ′+(a).

Věta 5.3 (O limitě derivace)
Necht’ pro funkci f a bod a ∈ Df plat́ı, že

1. ∃δ > 0 tak, že f je diferencovatelná na (a− δ, a), resp. (a, a+ δ),

2. funkce f je spojitá v bodě a zleva, resp. zprava,

3. ∃ lim
x→a−

f ′(x), resp. ∃ lim
x→a+

f ′(x).

Potom existuje f ′−(a), resp. f ′+(a) tak, že plat́ı

f ′−(a) = lim
x→a−

f ′(x), resp. f ′+(a) = lim
x→a+

f ′(x).

Poznámka. Derivace vyšš́ıch řád̊u f (n)(x) = dn

dxn
f(x) n. derivace. Definujeme pomoćı indukce

f (n)(x) = d
dx
f (n−1)(x), n ∈ N.

5.2 Pravidla pro derivováńı

Věta 5.4 (Pravidla pro derivováńı)
Necht’ α ∈ R, f a g maj́ı v bodě x konečnou derivaci. Potom

1. (f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x),

2. (αf)′(x) = αf ′(x)

3. (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x),

4.
(
f
g

)′
(x) = f ′(x)g(x)−f(x)g′(x)

g(x)2
, pokud g(x) 6= 0

D̊ukaz. Tvrzeńı 1. a 2. plynou př́ımo z definice derivace.

3.

lim
h→0

f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x)

h
=

= lim
h→0

f(x+ h)g(x+ h)

0︷ ︸︸ ︷
−f(x+ h)g(x) + f(x+ h)g(x)−f(x)g(x)

h
=

= lim
h→0

f(x+ h)
g(x+ h)− g(x)

h
+ g(x)

f(x+ h)− f(x)

h
=

= f(x)g′(x) + f ′(x)g(x)

16



4.

lim
h→0

(
f
g

)
(x+ h)−

(
f
g

)
(x)

h
=

= lim
h→0

1

h

(
f(x+ h)

g(x+ h)
− f(x)

g(x)

)
=

= lim
h→0

f(x+ h)g(x)− f(x)g(x+ h)

h g(x)g(x+ h)
=

= lim
h→0

f(x+ h)g(x)

0︷ ︸︸ ︷
−f(x)g(x) + f(x)g(x)−f(x)g(x+ h)

h g(x)g(x+ h)
=

= lim
h→0

(f(x+ h)− f(x))g(x) − f(x)(g(x+ h)− g(x))

h g(x)g(x+ h)
=

=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g(x)2

Věta 5.5 (Derivace funkce xn)

f(x) = xn, n ∈ R ⇒ f ′(x) = nxn−1.

D̊ukaz. Důkaz matematickou indukćı pro n ∈ N.

Věta 5.6 (Vztah derivace a spojitosti)
Necht’ funkce f má v bodě a konečnou derivaci. Pak je v bodě a spojitá.

D̊ukaz.

lim
h→0

f(a+ h)− f(a) = lim
h→0

h

h
(f(a+ h)− f(a)) = lim

h→0
h
f(a+ h)− f(a)

h︸ ︷︷ ︸
↓

f ′(a)∈R

= 0,

odkud lim
h→0

f(a+ h) = f(a).

Věta 5.7 (Leibnizovo pravidlo)
Necht’ funkce f a g maj́ı konečnou derivaci n. řádu. Pak

(f · g)(n) =
n∑
k=0

(
n
k

)
f (k)g(n−k).

Poznámka. Nultá derivace funkce f (0) označuje p̊uvodńı funkci f , tj. f (0) = f .

Poznámka. Kombinačńı č́ıslo

(
n
k

)
= n!

(n−k)!k! pro n ∈ N, k ∈ 0, ..., n.

Poznámka. Pro n = 1 dává Leibnizovo pravidlo (f · g)′ = f ′g + fg′.
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5.3 Derivace složené funkce

Věta 5.8 (Řetězové pravidlo)
Necht’ funkce g má konečnou derivaci v a a funkce f má konečnou derivaci v bodě g(a). Potom

(f ◦ g)′(a) = f ′(g(a)) · g′(a).

D̊ukaz.

lim
x→a

(f ◦ g)(x)− (f ◦ g)(a)

x− a = lim
x→a

f(g(x))− f(g(a))

g(x)− g(a)

g(x)− g(a)

x− a = f ′(g(a)) · g′(a).

Důsledek 5.9 (Řetězové pravidlo pro v́ıce funkćı)

(f1 ◦ f2 ◦ f3 ◦ · · · ◦ fn)′ = f ′1 f
′
2 f
′
3 . . . f ′n,

kde jsou kv̊uli přehlednosti vynechány body, ve kterých jsou derivace funkćı vyč́ısleny.

5.4 Derivace inverzńı funkce

Věta 5.10 (Derivace inverzńı funkce)
Necht’ funkce f je prostá a f−1 je jej́ı inverzńı funkce. Necht’ funkce f má konečnou derivaci v
bodě x = f−1(y). Potom (

f−1
)′

(y) =
1

f ′(x)
.

D̊ukaz. Důkaz vycháźı z Věty 2.11 o inverzńı funkci: f ◦ f−1 = id a Věty 5.8 o derivaci složené
funkce takto:

d

dy

(
f(f−1(y))

)
=

d

dy

(
y
)
,

df

dx

(
f−1(y)︸ ︷︷ ︸

x

)
· df−1

dy

(
y
)

= 1,

odkud vyděleńım

5.5 Tečna a normála

Věta 5.11 (Rovnice tečny)
Necht’ existuje konečná derivace funkce f v bodě a. Potom rovnice tečny tf (a) ke grafu funkce
f v bodě a má rovnici

tf (a) : y − f(a) = f ′(a)(x− a).

D̊ukaz. Necht’ pro malé h je sh sečna procházej́ıćı body [a, f(a)] a [a + h, f(a + h]. Tato sečna
má rovnici sh : y = k(h)x+ q(h), kde

k(h) =
f(a+ h)− f(a)

h
, q(h) = f(a)− k(h)a.

Po limitńım přechodu h→ 0 se sečna sh stane tečnou tf (a) s rovnićı tf (a) : y = kx+ q, kde

k = lim
h→0

k(h) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
= f ′(a), q = f(a)− f ′(a)a.

Odtud plyne tvrzeńı věty.
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Věta 5.12 (Rovnice normály)
Necht’ existuje konečná nenulová derivace funkce f v bodě a. Potom rovnice normály nf (a) ke
grafu funkce f v bodě a má rovnici

nf (a) : y − f(a) = − 1

f ′(a)
(x− a).

D̊ukaz. Normála nf (a) ke grafu f v bodě a je př́ımka kolmá na tečnu tf (a) procházej́ıćı bodem
[a, f(a)]. Podle Věty 5.11 má tečna tf (a) rovnici v normálńım tvaru

tf (a) : f ′(a)x− y + f(a)− af ′(a) = 0,

kde koeficienty u x a y tvoř́ı normálový vektor (f ′(a),−1). K němu kolmý vektor (1, f ′(a)) je
pak normálovým vektorem normály nf (a) s rovnićı v normálńım tvaru

nf (a) : x+ f ′(a)y + C = 0.

Konstanta C se urč́ı z podmı́ky protnut́ı nf (a) a grafu f v bodě a jako C = a + f ′(a)f(a).
Odtud již snadno plyne tvrzeńı věty.

5.6 Derivace cyklometrických funkćı

5.6.1 Funkce arcsin

Funkce sin je prostá na intervalu [−π
2
, π
2
] a má inverzńı funkci, kterou znač́ıme arcsin.

Darcsin = Hsin = [−1, 1]
Harcsin = Dsin = [−π

2
, π
2
]

x [rad] arcsin y 0 π
6

π
4

π
3

π
2

sinx y
√
0
2

√
1
2

√
2
2

√
3
2

√
4
2

Věta 5.13 (Derivace funkce arcsin)

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
na (−1, 1)

D̊ukaz. Podle Věty 5.10: (arcsin x)′ = 1
(sin y)′

, kde x = sin y. Polož́ıme-li y = arcsin x, máme
vztah

(arcsinx)′ =
1

cos(arcsinx)
.

Už stač́ı jen upravit pravou stranu. Použijeme vztah mezi sin a cos: cos z =
√

1− sin2 z, který
plat́ı pro ∀z ∈ [−π

2
, π
2
], kde dosad́ıme z = arcsinx:

cos(arcsinx) =
√

1− sin2(arcsinx) =
√

1− x2.

5.6.2 Funkce arccos

Funkce cos je prostá na intervalu [0, π] a má inverzńı funkci, kterou znač́ıme arccos.

Darccos = Hcos = [−1, 1]
Harccos = Dcos = [0, π]

x [rad] arccos y 0 π
6

π
4

π
3

π
2

cosx y
√
4
2

√
3
2

√
2
2

√
1
2

√
0
2

Lemma 5.14

arcsinx+ arccosx =
π

2
.

19



D̊ukaz. Rovnost
arcsinx =

π

2
− arccosx

je ekvivalentńı rovnosti

x = sin(arcsinx) = sin
(π

2
− arccosx

)
.

Použijeme-li součtový vzorec pro funkci sin na pravé straně této rovnosti, dostaneme

sin
(π

2
− arccosx

)
= sin

π

2︸ ︷︷ ︸
1

cos(arccosx)− cos
π

2︸ ︷︷ ︸
0

sin(arccosx) = x.

Věta 5.15 (Derivace funkce arccos)

(arccosx)′ = − 1√
1− x2

na (−1, 1)

D̊ukaz. Plyne z Lemma 5.14.

5.6.3 Funkce arctg

Funkce tg je prostá na intervalu (π
2
, π
2
) a má inverzńı funkci, kterou znač́ıme arctg .

Darctg = Htg = R
Harctg = Dtg = (−π

2
, π
2
)

lim
x→+∞

arctg x = π
2

lim
x→−∞

arctg x = −π
2

x [rad] arctg y 0 π
6

π
4

π
3

π
2

tg x y 0 1√
3

1
√

3 nedef.

Věta 5.16 (Derivace funkce arctg)

(arctg x)′ =
1

1 + x2
na R

D̊ukaz. Podle Věty 2.11: (arctg x)′ = 1
(tg y)′

, kde x = tg y. Polož́ıme-li y = arctg x, máme vztah

(arctg x)′ = cos2(arctg x).

Už stač́ı jen upravit pravou stranu. Použijeme následuj́ıćı převod mezi cos a tg :

1

cos2 z
=

cos2 z + sin2 z

cos2 z
= 1 + tg 2z,

odkud

cos2 z =
1

1 + tg 2z
,

kde dosad́ıme z = arctg x.
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5.6.4 Funkce arccotg

Funkce cotg je prostá na intervalu (0, π) a má inverzńı funkci, kterou znač́ıme arccotg .

Darccotg = Hcotg = R
Harccotg = Dcotg = (0, π)
lim

x→+∞
arccotg x = 0

lim
x→−∞

arccotg x = π

x [rad] arccotg y 0 π
6

π
4

π
3

π
2

cotg x y nedef.
√

3 1 1√
3

0

Lemma 5.17

arctg x+ arccotg x =
π

2
.

D̊ukaz. Rovnost
arctg x =

π

2
− arccotg x

je ekvivalentńı rovnosti

x = tg (arctg x) = tg
(π

2
− arccotg x

)
=

sin
(
π
2
− arccotg x

)
cos
(
π
2
− arccotg x

) .
Použijeme-li součtový vzorec pro funkci sin a cos na pravé straně této rovnosti, dostaneme

sin
(
π
2
− arccotg x

)
cos
(
π
2
− arccotg x

) =

1︷ ︸︸ ︷
sin

π

2
cos(arccotg x)−

0︷ ︸︸ ︷
cos

π

2
sin(arccotg x)

cos
π

2︸ ︷︷ ︸
0

cos(arccotg x) + sin
π

2︸ ︷︷ ︸
1

sin(arccotg x)
= cotg (arccotg x) = x.

Věta 5.18 (Derivace funkce arccotg)

(arccotg x)′ = − 1

1 + x2
na R

D̊ukaz. Plyne z Lemma 5.17.

6 Užit́ı derivace k vyšetřováńı funkce

6.1 Věty o př́ır̊ustku funkce

Lemma 6.1
Pokud f ′(a) > 0 (nebo též f ′(a) = +∞), pak existuje ε > 0 tak, že pro všechna h ∈ (0, ε) plat́ı

f(a− h) < f(a) < f(a+ h).

Pokud f ′(a) < 0 (nebo též f ′(a) = −∞), pak existuje ε > 0 tak, že pro všechna h ∈ (0, ε) plat́ı

f(a− h) > f(a) > f(a+ h).
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D̊ukaz. Dokážeme prvńı tvrzeńı.
Z definice derivace v bodě a v́ıme f ′(a) = lim

k→0

1
k
(f(a+ k)− f(a)) > 0.

V definici této limity pro námi zvolené ε = f ′(a) > 0 existuje δ > 0 tak, že ∀k ∈ (−δ, δ), k 6= 0,∣∣∣∣f(a+ k)− f(a)

k
− f ′(a)

∣∣∣∣ < ε = f ′(a),

tj.

−f ′(a) <
f(a+ k)− f(a)

k
− f ′(a) < f ′(a),

tj.

0 <
f(a+ k)− f(a)

k
< 2f ′(a).

Pro k > 0 dostáváme f(a+ k)− f(a) > 0 a voĺıme h = k; celkem: f(a) < f(a+ h).
Pro k < 0 dostáváme f(a+ k)− f(a) < 0 a voĺıme h = −k; celkem: f(a− h) < f(a).

Věta 6.2 (Rolle)
Necht’ funkce f je spojitá na [a, b], má konečnou derivaci na (a, b) a necht’ nav́ıc f(a) = f(b).
Potom ∃c ∈ (a, b) tak, že f ′(c) = 0.

D̊ukaz. Podle Weierstrassovy Věty 4.14 pro f spojitou na [a, b] existuje fmin a fmax a může
nastat právě jeden z následuj́ıćıch dvou př́ıpad̊u:
1. f je konstantńı ⇒ f ′ = 0 pro ∀x.
2. f neńı konstantńı a fmin nebo fmax se nabývá uvnitř (a, b) v nějakém bodě c, kde nutně
f ′(c) = 0, jinak bychom byli ve sporu s Lemma 6.1.

Věta 6.3 (Lagrange)
Necht’ funkce f je spojitá na [a, b] a diferencovatelná na (a, b). Potom ∃c ∈ (a, b) tak, že

f ′(c) =
f(a)− f(b)

a− b .

D̊ukaz. Definujme pomocnou funkci g(x) = f(x) − Kx, kde K je nějaké č́ıslo zvolené tak,
abychom mohli na funkci g použ́ıt Rolleho Větu 6.2, tj. chceme splnit předpoklad g(a) = g(b):

g(a) = f(a)−Ka ?
= g(b) = f(b)−Kb,

odkud

K =
f(a)− f(b)

a− b .

Pak podle Rolleho Věty 6.2 existuje c ∈ (a, b) tak, že g′(c) = 0 a tud́ıž

g′(c) = f ′(c)− f(a)− f(b)

a− b = 0.

Důsledek 6.4
Necht’ funkce f je spojitá na [a, b] a necht’ f ′(x) = 0 ∀x ∈ (a, b). Potom f je konstantńı funkce.

D̊ukaz. Sporem. Předpokládáme, že f je spojitá na [a, b], ∃f ′ na (a, b) a ∃c, d ∈ [a, b] tak, že
f(c) 6= f(d) (tj. f neńı konstantńı). Pak podle Lagrangeovy Věty 6.3 existuje e ∈ (c, d) tak, že

f ′(e) = f(d)−f(c)
d−c , což je rovno dle předpokladu 0, tj. f(d) = f(c) a to je spor.
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Věta 6.5
Necht’ funkce f a g jsou spojité na intervalu [a, b] a necht’ f ′(x) = g′(x) na intervalu (a, b).
Potom ∃C ∈ R tak, že f(x) = g(x) + C ∀x ∈ [a, b].

D̊ukaz. Definujme pomocnou funkci h = f − g, která je spojitá na [a, b] a pro ∀x ∈ (a, b)
h′(x) = 0. Podle Důsledku 6.4 je tato funkce konstantńı a proto

h(x) = f(x)− g(x) = K.

6.2 Monotonie

Definice 6.6 (Monotonie funkce)
Řekneme, že funkce f na intervalu J

ostře roste ⇔ (∀x1, x2 ∈ J)(x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2)
roste (neklesá) ⇔ (∀x1, x2 ∈ J)(x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2)
ostře klesá ⇔ (∀x1, x2 ∈ J)(x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2)
klesá (neroste) ⇔ (∀x1, x2 ∈ J)(x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2)

Věta 6.7 (Vztah derivace a monotonie)
Necht’ funkce f je diferencovatelná na intervalu J . Potom plat́ı

f ′(x) > 0 ∀x ∈ J ⇒ f je ostře rostoućı na J .
f ′(x) ≥ 0 ∀x ∈ J ⇒ f je rostoućı (neklesaj́ıćı) na J .
f ′(x) < 0 ∀x ∈ J ⇒ f je ostře klesaj́ıćı na J .
f ′(x) ≤ 0 ∀x ∈ J ⇒ f je klesaj́ıćı (nerostoućı) na J .

6.3 Lokálńı a globálńı extrémy

Definice 6.8 (Lokálńı extrém funkce)
Řekneme, že f má v bodě a ∈ Df

ostré lokálńı minimum ⇔ (∃ε > 0)(∀x ∈ Df )(0 < |x− a| < ε⇒ f(x) > f(a))
lokálńı minimum ⇔ (∃ε > 0)(∀x ∈ Df )(0 < |x− a| < ε⇒ f(x) ≥ f(a))
ostré lokálńı maximum ⇔ (∃ε > 0)(∀x ∈ Df )(0 < |x− a| < ε⇒ f(x) < f(a))
lokálńı maximum ⇔ (∃ε > 0)(∀x ∈ Df )(0 < |x− a| < ε⇒ f(x) ≤ f(a))

Věta 6.9 (Nutná podmı́nka existence extrému)
Má-li funkce f v bodě a ∈ Df lokálńı extrém, pak f ′(a) = 0 nebo f ′(a) neexistuje.

D̊ukaz. Sporem. Předpokládáme-li, že ∃f ′(a) a zároveň f ′(a) 6= 0, pak:
f ′(a) > 0 ⇒ f je dle Věty 6.7 v bodě a ostře rostoućı,
f ′(a) < 0 ⇒ f je dle Věty 6.7 v bodě a ostře klesaj́ıćı,

což je spor s předpokladem existence lokálńıho extrému v bodě a.

Poznámka. Globálńı extrémy spojité a diferencovatelné funkce f na intervalu [a, b] vyšetř́ıme
tak, že nalezneme všechny lokálńı extrémy na (a, b) a porovnáme s hraničńımi hodnotami f(a)
a f(b).

Definice 6.10 (Stacionárńı bod)
Stacionárńı bod funkce f je takový bod, ve kterém je derivace funkce rovna 0 nebo neexistuje.
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6.4 Test extrému dle 1. derivace

Věta 6.11 (Test extrému funkce dle 1. derivace)
Necht’ funkce f je spojitá v bodě a ∈ Df a necht’ bod a je stacionárńım bodem funkce f . Pokud
existuje δ > 0 tak, že

• f ′ > 0 na (a− δ, a) a f ′ < 0 na (a, a+ δ), potom f má v bodě a lokálńı maximum.

• f ′ < 0 na (a− δ, a) a f ′ > 0 na (a, a+ δ), potom f má v bodě a lokálńı minimum.

• f ′ má stejné znameńı v (a− δ, a) ∪ (a, a+ δ), potom f nemá v bodě a lokálńı extrém.

6.5 Test extrému dle 2. derivace

Věta 6.12 (Test extrému funkce dle 2. derivace)
Necht’ funkce f je spojitá v bodě a ∈ Df a necht’ f ′(a) = 0.

1. Pokud f ′′(a) < 0, potom f má v bodě a ostré lokálńı maximum,

2. Pokud f ′′(a) > 0, potom f má v bodě a ostré lokálńı minimum.

D̊ukaz. Dokážeme prvńı tvrzeńı. Pokud f ′′(a) < 0, pak f ′ je ostře klesaj́ıćı v bodě a. Pak ∃δ > 0
tak, že pro každé x1, x2: a− δ < x1 < a < x2 < a+ δ plat́ı

f ′(x1) > f ′(a)︸ ︷︷ ︸
0

> f ′(x2)

a tud́ıž podle Věty 6.11 je v bodě a ostré lokálńı maximum.

Př́ıklad. Trhovec potřebuje z kruhového paṕıru o poloměru R udělat kornout o maximálńım
objemu. Jakou kruhovou výseč je potřeba vystřihnout?
Řešeńı: α . . . úhel v radiánech, r . . . poloměr podstavy kuželu
Obvod podstavy kužele je 2πr = 2πR−Rα, odkud r = R

(
1− α

2π

)
.

Výška kužele:

v =
√
R2 − r2 = R

√
1−

(
1− α

2π

)2
= R

√
α

π
− α2

4π2
.

Hledáme maximum objemu kužele V (α) = π
3
R3
(
1− α

2π

)2√α
π
− α2

4π2 pro α ∈ (0, 2π):

V ′(α) =
R3

3

(
α

π
− α2

4π2

)− 1
2 (

1− α

2π

)(
1− 3

α

π
+ 3

α2

4π2

)
!

= 0.

Řešeńım této rovnice jsou pro α ∈ (−2π, 2π) kořeny α1,2 = 2π
(

1±
√

2
3

)
. Nyńı stač́ı aplikovat

bud’ Větu 6.11 nebo Větu 6.12 a ukázat, že pro tato α1,2 nabývá funkce V (α) maximum.

6.6 Konvexńı a konkávńı funkce

Definice 6.13 (Konvexńı a konkávńı funkce)
Necht’ je funkce f diferencovatelná na (a, b). Ř́ıkáme, že funkce f je

ryze konvexńı ⇔ f ′ je ostře rostoućı na (a, b)
konvexńı ⇔ f ′ je rostoućı na (a, b)
ryze konkávńı ⇔ f ′ je ostře klesaj́ıćı na (a, b)
konkávńı ⇔ f ′ je klesaj́ıćı na (a, b)
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Poznámka. Konvexńı a konkávńı funkce jsme zde definovali pomoćı pojmu derivace, tedy pouze
pro diferencovatelné funkce. Pojem konvexnosti a konkávnosti funkce lze zavést i pro obecné
funkce, viz např. Odstavec 4.7 v [1].

Definice 6.14 (Inflexńı bod)
Necht’ funkce f je diferencovatelná v bodě a. Řekneme, že bod a je inflexńım bodem funkce
f právě tehdy, když se v bodě a měńı charakter funkce f z konvexńı na konkávńı nebo opačně.

Věta 6.15 (Nutná podmı́nka existence inflexńıho bodu)
Bud’ c inflexńı bod. Potom f ′′(c) = 0 nebo f ′′(c) neexistuje.

6.7 l’Hôpitalovo pravidlo

Věta 6.16 (l’Hôpitalovo pravidlo)
Bud’ a ∈ R∪{+∞}∪{−∞}. Necht’ f má konečnou derivaci a g′(x) 6= 0 na (a− δ, a)∪ (a, a+ δ)
pro nějaké δ > 0. Dále necht’ plat́ı jedna ze dvou podmı́nek:

1. lim
x→a

f(x) = 0 ∧ lim
x→a

g(x) = 0

2. lim
x→a
|g(x)| = +∞

Potom jestliže existuje limita na levé straně následuj́ıćı rovnice, plat́ı mezi limitami rovnost

lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→a

f(x)

g(x)
.

6.8 Vyšetřováńı pr̊uběhu funkce

Poznámka. Při vyšetřováńı pr̊uběhu funkce f (tj. chceme alespoň zjistit přibližný graf funkce)
postupně zkoumáme:

1. definičńı obor Df ,

2. limity v krajńıch bodech Df ,

3. asymtptoty v ±∞, př́ıpadně vertikálńı asymptoty

4. prvńı derivaci funkce f ′ jej́ı definičńı obor (Df ′ ⊆ Df ),

5. intervaly monotonie,

6. druhou derivaci funkce f ′′ a jej́ı definičńı obor Df ′′ ,

7. lokálńı extrémy funkce f ,

8. globálńı extrémy funkce f na Df ,

9. konvexnost/konkávnost funkce,

10. inflexńı body,

11. významné body pro kresleńı (extrémy, pr̊useč́ıky s osami a pod.).
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7 Integrálńı počet

7.1 Primitivńı funkce a neurčitý integrál

Definice 7.1 (Primitivńı funkce)
Funkci F nazveme primitivńı k funkci f na intervalu [a, b], pokud F je spojitá na intervalu [a, b]
a plat́ı F ′(x) = f(x) pro všechna x ∈ (a, b).

Věta 7.2 (O jednoznačnosti primitivńı funkce)
Bud’ funkce F primitivńı k funkci f na intervalu (a, b). Potom funkce G je primitivńı k funkci
f právě když (∃C ∈ R)(∀x ∈ (a, b) )(F (x) = G(x) + C).

D̊ukaz. Zjevně F ′ = G′, proto z definice 7.1 plyne, že funkce G je primitivńı k f .

Definice 7.3 (Neurčitý integrál)
Necht’ pro funkci f existuje primitivńı funkce F na (a, b). Množinu všech primitivńıch funkćı k
funkci f nazveme neurčitým integrálem funkce f v intervalu (a, b) a znač́ıme symbolem∫

f(x) dx, nebo krátce

∫
f.

Poznámka. ∫
f =

∫
f(x)dx = {F : F je primitivńı k f} = F (x) + C,

kde f . . . integrand, x . . . integračńı proměnná, F . . . reprezentant (=nějaká primitivńı funkce),
C . . . integračńı konstanta.

Věta 7.4 (Linearita integrace)
Bud’ F , resp. G primitivńı funkce k f , resp. g na (a, b) a α ∈ R. Pak F + αG je primitivńı
funkce k f + αg na (a, b).

D̊ukaz. Plyne z linearity derivace a definice 7.1.

Věta 7.5 (Per partes)
Necht’ f , g maj́ı na (a, b) konečné derivace a funkce h = fg′ má v (a, b) primitivńı funkci H.
Potom funkce f ′g má v (a, b) primitivńı funkci fg −H.
Neboli ∫

fg′ = fg −
∫
f ′g.

D̊ukaz. Stač́ı ověřit, zda funkce fg − H je primitivńı k f ′g, tj. dle definice 7.1 a pravidla pro
derivaci součinu (Věta 5.4)

(fg −H)′ = f ′g + fg′︸︷︷︸
h

− H ′︸︷︷︸
h

= f ′g + h− h = f ′g.

Věta 7.6 (Substituce)
Necht’ f má v (a, b) primitivńı funkci F , ϕ je prostá a má v (α, β) konečnou derivaci ϕ′ a
ϕ(α, β) ⊂ (a, b). Potom funkce F ◦ ϕ je primitivńı funkce (f ◦ ϕ)ϕ′ v intervalu (α, β). Neboli∫

f(z) dz =

∫
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx = F (ϕ(x)) + C.
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D̊ukaz. Stač́ı ověřit, zda funkce F ◦ ϕ je primitivńı k (f ◦ ϕ)ϕ′, tj. dle definice 7.1 a Věty 5.8
(řetězové pravidlo) (

(F ◦ ϕ)(x)
)′

= F ′(ϕ(x))ϕ′(x).

Lemma 7.7

Pro n 6= −1 plat́ı

∫
xn =

1

n+ 1
xn+1 + C.

7.2 Určitý integrál

Definice 7.8 (Rozděleńı intervalu σ)
Rozděleńım σ intervalu [a, b] rozumı́me množinu bod̊u σ = {xk : k = 0, 1, 2, . . . , n} takovou, že
a = x0 < x1 < x2 < . . . xn−1 < xn = b. Intervaly [xk−1, xk] nazýváme částečnými intervaly
rozděleńı σ pro k = 1, 2, . . . , n.

Definice 7.9 (Horńı integrálńı součet Sf (σ))
Horńı integrálńı součet Sf (σ) funkce f při rozděleńı σ je

Sf (σ) =
n∑
k=1

Mk(xk − xk−1),

kde Mk = max {f(x) : x ∈ [xk−1, xk]} pro k = 1, 2, . . . , n.

Definice 7.10 (Dolńı integrálńı součet sf (σ))
Dolńı integrálńı součet sf (σ) funkce f při rozděleńı σ je

sf (σ) =
n∑
k=1

mk(xk − xk−1),

kde mk = min {f(x) : x ∈ [xk−1, xk]} pro k = 1, 2, . . . , n.

a b

f(x)

sf (σ)

a b

f(x)

Sf (σ)

Obrázek 2: Ilustrace k Riemannově definici určitého integrálu

Definice 7.11 (Určitý integrál)
Bud’ sf (σ), resp. Sf (σ) dolńı, resp. horńı integrálńı součet funkce f při rozděleńı σ intervalu
[a, b]. Potom jednoznačně určené č́ıslo I, které pro všechna možná rozděleńı σ splňuje

sf (σ) ≤ I ≤ Sf (σ)
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se nazývá určitý integrál funkce f od a do b (přes interval (a, b)) a znač́ı se

I =

b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f.

Funkce, která má určitý integrál se nazývá Riemannovsky integrovatelná (integrabilńı).

Věta 7.12 (Základńı vlastnosti určitého integrálu)

1.

b∫
a

f +

c∫
b

f =

c∫
a

f, pokud jednotlivé integrály existuj́ı.

2.

a∫
a

f = 0

3.

b∫
a

f = −
a∫
b

f

D̊ukaz.

1. Plyne př́ımo z definice 7.11 nebo též z grafického znázorněńı integrálu jako plochy pod
grafem funkce f pokud a < b < c.

2. Z prvńıho tvrzeńı je patrné, že pro volbu a = b = c máme rovnost 2
a∫
a

f =
a∫
a

f , kterou

splňuje pouze
a∫
a

f = 0.

3. Z prvńıho a druhého tvrzeńı dostaneme pro volbu c = a rovnost
b∫
a

f +
a∫
b

f = 0, odkud již

plyne třet́ı tvrzeńı.

Definice 7.13 (Integrál jako funkce horńı, resp. dolńı meze)
Necht’ funkce f je Riemannovsky integrovatelná na intervalu [a, b]. Potom

x 7→
x∫
a

f(t)dt

nazýváme integrálem jako funkćı horńı meze a

x 7→
b∫

x

f(t)dt

nazýváme integrálem jako funkćı dolńı meze.
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Lemma 7.14

Funkce F (x) =

x∫
a

f(t)dt je primitivńı funkce k funkci f , tj.

d

dx

 x∫
a

f(t)dt

 = f(x).

Věta 7.15 (Newtonova formule)
Necht’ funkce f je spojitá na [a, b] a F jej́ı primitivńı funkce. Potom

b∫
a

f(x) dx = [F (x)]ba = F (b)− F (a).

D̊ukaz. Dle lemmatu 7.14 zkoumejme primitivńı funkci F k f ve tvaru

F (x) =

x∫
a

f(t)dt+K,

kde K ∈ R. Z hodnoty v bodě x = a urč́ıme K takto:

F (a) =

a∫
a

f(t)dt+K = 0 +K,

odkud K = F (a). Z hodnoty v bodě x = b pak dostaneme tvrzeńı věty:

F (b) =

b∫
a

f(t)dt+ F (a).

Věta 7.16 (Per partes)
Necht’ funkce f , g maj́ı na [a, b] spojité derivace. Potom

b∫
a

f(x)g′(x) = [f(x)g(x)]ba −
b∫

a

f ′(x)g(x) dx.

D̊ukaz. Plyne z vět 7.5 a 7.15.

Věta 7.17 (Substituce)
Bud’ ϕ′ spojitá a nenulová na intervalu [α, β] (tj. ϕ je prostá na α, β]). Necht’ funkce f je spojitá
na Hϕ. Potom

β∫
α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

ϕ(β)∫
ϕ(α)

f(u) du.

D̊ukaz. Plyne z vět 7.6 a 7.15.
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7.3 Vlastnosti určitého integrálu

Věta 7.18 (Vlastnosti určitého integrálu)
Necht’ a ≤ b.

1. Necht’ f ≥ 0 na (a, b). Pak

b∫
a

f ≥ 0.

2. Necht’ f > 0 na (a, b). Pak

b∫
a

f > 0.

3. Necht’ f < g na (a, b). Pak

b∫
a

f <

b∫
a

g.

4.
∣∣∣ b∫
a

f
∣∣∣ ≤ b∫

a

|f |, přičemž rovnost nastává, pokud je funkce f nezáporná na (a, b).

5. m(b−a) <

b∫
a

f < M(b−a), kdem = min {f(x) : x ∈ [a, b]} aM = max {f(x) : x ∈ [a, b]}.

Věta 7.19 (Věta o středńı hodnotě integrálu)
Necht’ f a g jsou spojité funkce na intervalu [a, b] a nav́ıc funkce g nezáporná na [a, b]. Potom
∃c ∈ [a, b] tak, že

b∫
a

f(x)g(x) dx = f(c)

b∫
a

g(x) dx.

D̊ukaz. Označme m = min {f(x) : x ∈ [a, b]} a M = max {f(x) : x ∈ [a, b]}, pak plat́ı

mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤Mg(x).

Integraćı přes interval [a, b] dostaneme nerovnost

m

b∫
a

g(x)dx ≤
b∫

a

f(x)g(x)dx ≤M

b∫
a

g(x)dx.

Celou nerovnost můžeme vydělit kladným integrálem (č́ıslem)
b∫
a

g, nebot’ dle předpoklad̊u je

g > 0

m ≤

b∫
a

f(x)g(x)dx

b∫
a

g(x)dx︸ ︷︷ ︸
Y

≤M.

Tento výsledek je možné interpretovat také tak, že pro Y lež́ıćı mezi m (minimem f) a M
(maximem f) existuje ze spojitosti funkce f takové c ∈ [a, b], že f(c) = Y .
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Důsledek 7.20
Necht’ f je spojitá na [a, b]. Pak existuje c ∈ [a, b] tak, že

b∫
a

f(x)dx = f(c)(b− a).

D̊ukaz. Ve větě 7.19 zvolme g(x) = 1.

8 Transcendentńı funkce

8.1 Algebraické a transcendentńı funkce

Definice 8.1 (Algebraické č́ıslo)
Algebraické č́ıslo je č́ıslo, které je kořenem polynomu s racionálńımi koeficienty.

Definice 8.2 (Transcendentńı č́ıslo)
Transcendentńı č́ıslo je č́ıslo, které neńı algebraické.

Definice 8.3 (Algebraická funkce)
Algebraická funkce splňuje polynomiálńı rovnici s polynomiálńımi koeficienty.

Definice 8.4 (Transcendentńı funkce)
Transcendentńı funkce je funkce, která neńı algebraická.

8.2 Logaritmická funkce

Definice 8.5 (Logaritmická funkce)
Logaritmická funkce je nekonstantńı diferencovatelná funkce f definovaná na R+, která pro
všechny x > 0 a y > 0 splňuje

f(xy) = f(x) + f(y).

Věta 8.6 (Vlastnosti logaritmické funkce)
Bud’ f logaritmická funkce. Potom

1. f(1) = 0

2. f
(
1
x

)
= −f(x)

3. f
(
x
y

)
= f(x)− f(y)

4. f ′(x) = 1
x
f ′(1), kde f ′(1) odpov́ıdá bázi logaritmu.

D̊ukaz.

1. f(1) = f(1 · 1) = f(1) + f(1) = 2f(1) odkud f(1) = 0.

2. 0 = f(1) = f(x · 1
x
) = f(x) + f( 1

x
) odkud f(x) = −f( 1

x
).

3. viz 2.

4. f ′(x) = lim
h→0

1
h

(f(x+ h)− f(x)) = lim
h→0

x
x
1
h
f
(
x+h
x

) u=h
x= 1
x

lim
u→0

1
u
(f(1 + u)− f(1)︸︷︷︸

0

) = 1
x
f ′(1)
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8.3 Přirozený logaritmus

Definice 8.7 (Přirozený logaritmus)
Funkce

lnx =

x∫
1

dt

t
, (4)

pro x > 0 se nazývá přirozený logaritmus.

Věta 8.8
Funkce ln je logaritmická funkce.

D̊ukaz. Předpokládejme bez újmy na obecnosti, že 0 < x < y.
Podle definice 8.5 muśıme ukázat, že ln(x · y) = ln x+ ln y:

ln(xy) =

xy∫
1

dt

t
=

x∫
1

dt

t
+

xy∫
x

dt

t

u= t
x=

x∫
1

dt

t
+

y∫
1

du

u
= lnx+ ln y.

Věta 8.9 (Vlastnosti ln x)
Funkce ln x definovaná vztahem (4) má následuj́ıćı vlastnosti:

1. (lnx)′ = 1
x

2. ln je ostře rostoućı na Dln.

3. lnxα = α lnx pro α ∈ R.

D̊ukaz.

1. Derivaćı integrálu jakožto funkce horńı meze v definici 8.7 dostáváme tvrzeńı věty, což
zároveň odpov́ıdá

”
přirozené“ volbě f ′(1) = 1 ve větě 8.6(4.).

2. Pro všechna x ∈ Dln = R+ je 1
x
> 0 a tud́ıž podle věty 6.7 ostře roste.

3. Pro α = 0 tvrzeńı zjevně plat́ı. Pro α 6= 0 máme

lnxα =

xα∫
1

dt

t
t=uα
= α

x∫
1

uα−1

uα
du = α lnx.

Definice 8.10 (Eulerovo č́ıslo)
Eulerovo č́ıslo e je jediné č́ıslo, které splňuje ln e = 1.

8.4 Exponenciálńı funkce

Definice 8.11 (Exponenciálńı funkce)
Inverzńı funkci k funkci ln nazýváme exponenciálńı funkćı při základu e a znač́ıme ex nebo
exp(x).

Věta 8.12 (Vlastnosti exponenciálńı funkce)

32



1. (ex)′ = ex pro x ∈ R.

2. ex+y = exey pro x, y ∈ R.

3. e−x = 1
ex

pro x ∈ R.

D̊ukaz.

1. Podle věty 5.10 o derivaci inverzńı funkce plat́ı

(ex)′ =
1(
1
ex

) = ex.

2. ln ex+y = (x+ y) ln e = x+ y = x ln e + y ln e = ln exey.

3. viz 2.

8.5 Obecná mocnina

Definice 8.13 (Obecná mocnina)
Pro β > 0 a α ∈ R definujeme obecnou mocninu jako

βα = eα lnβ,

kde β je báze (základ) a α exponent (mocnina).

Věta 8.14 (Vlastnosti obecné mocniny)
Necht’ x > 0 a a, b ∈ R. Pak

1. xa+b = xaxb.

2. x−a = 1
xa

.

3. (xa)′ = axa−1.

4. (ax)′ = (ln a) · ax.

D̊ukaz. Všechny body věty plynou z definice 8.13 a vlastnost́ı logaritmu.

8.6 Obecná báze logaritmu

Definice 8.15 (Obecná báze logaritmu)
Pro p > 0, p 6= 1 definujeme logaritmus při základu p jako

logp x =
lnx

ln p
,

kde p je báze (základ). Pro p = 10 definujeme dekadický logaritmus a znač́ıme zkráceně sym-
bolem log.

Věta 8.16 (Vlastnosti logaritmu)

1. logp x je inverzńı funkce k px.

2. (logp x)′ = 1
ln p

1
x
.
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3. logp x je logaritmická funkce.

D̊ukaz.

1. Podle definice 8.15 je funkce logp stejně jako ln prostá na R+. Stač́ı ověřit obě vlastnosti
inverzńı funkce f ◦ f−1 = id a f−1 ◦ f = id (viz věta 2.13):

logp p
x =

ln px

ln p
=
x ln p

ln p
= x,

plogp x = elogp(x)·ln p = e
ln x
ln p

ln p = elnx = x

2. Tvrzeńı plyne př́ımou derivaćı definice 8.15 podle x.

3. Ověřeńı vlastnosti logaritmické funkce (viz definice 8.5):

logp(x · y) =
ln(x · y)

ln p
=

lnx+ ln y

ln p
=

lnx

ln p
+

ln y

ln p
= logp x+ logp y

8.7 Hyperbolické funkce

Definice 8.17 (Hyperbolické funkce)

sinhx =
ex − e−x

2
,

coshx =
ex + e−x

2
,

tghx =
sinhx

coshx
=
ex − e−x
ex + e−x

,

cotghx =
coshx

sinhx
=
ex + e−x

ex − e−x

Věta 8.18 (Vlastnosti hyperbolických funkćı sinh a cosh)

1. coshx > 1
2
ex > sinhx

2. cosh2 x− sinh2 x = 1.

3. sinh(x+ y) = sinh x cosh y + sinh y coshx

4. cosh(x+ y) = cosh x cosh y + sinhx sinh y

D̊ukaz. Tvrzeńı se dokáž́ı dosazeńım vzorc̊u z definice 8.17.

Věta 8.19 (Derivace hyperbolických funkćı)

(sinhx)′ = coshx, (5)

(coshx)′ = sinhx, (6)

(tghx)′ =
1

cosh2 x
, (7)

(cotghx)′ = − 1

sinh2 x
(8)
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Obrázek 3: Grafy hyperbolických funkćı.

8.8 Inverzńı hyperbolické funkce

Definice 8.20 (Inverzńı hyperbolické funkce)

argsinhx = sinh−1 x argument hyperbolického sinu,

argcoshx = cosh−1 x argument hyperbolického cosinu,

argtghx = tgh −1x, argument hyperbolické tangenty,

argcotghx = cotgh −1x, argument hyperbolické kotangenty.

Věta 8.21 (Explicitńı vyjádřeńı inverzńıch hyperbolických funkćı)

argsinhx = ln(x+
√
x2 + 1), pro x ∈ R (9)

argcoshx = ln(x+
√
x2 − 1), pro x ≥ 1 (10)

argtghx =
1

2
ln

1 + x

1− x, pro x ∈ (−1, 1) (11)

argcotghx =
1

2
ln
x+ 1

x− 1
pro x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞). (12)

D̊ukaz. Pro jednotlivé funkce je potřeba odvodit inverzńı funkci pomoćı techniky explicitńıho
vyjádřeńı x = f−1(y) ze vztahu y = f(x).
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1. y = sinh x = 1
2
(ex − e−x), kde vynásobeńım rovnice ex dostáváme kvadratickou rovnici

pro neznámou
”
ex“:

(ex)2 − 2yex − 1 = 0,

kterou řeš́ı
ex = y ±

√
y2 + 1.

Z těchto řešeńı vyhovuje pouze ex = y +
√
y2 + 1, protože Hex = R+. Odtud již plyne

tvrzeńı věty.

2. Funkce cosh neńı na R prostá a proto nejprve zúž́ıme definičńı obor např. na R+
0 tak,

abychom dostali prostou funkci. y = coshx = 1
2
(ex + e−x, kde vynásobeńım rovnice ex

dostáváme kvadratickou rovnici pro neznámou
”
ex“:

(ex)2 + 2yex − 1 = 0,

kterou řeš́ı
ex = y ±

√
y2 − 1.

Z těchto řešeńı vyhovuje pouze ex = y+
√
y2 − 1, protože pro daný definičńı obor funkce

cosh (x ≥ 0) je funkce ex ≥ 1. Odtud již plyne tvrzeńı věty.

3. y = tghx = ex−e−x
ex+e−x

, kde vynásobeńım rovnice ex(ex+e−x) dostáváme kvadratickou rovnici
pro neznámou

”
ex“:

(y − 1)(ex)2 + y + 1 = 0,

kterou řeš́ı

ex = ±
√

1 + y

1− y .

Z těchto řešeńı vyhovuje pouze to kladné, neb Hex = R+. Odtud již plyne tvrzeńı věty.

4. Inverzńı funkce k cotgh – viz 3.

Věta 8.22 (Derivace inverzńıch hyperbolických funkćı)

(argsinhx)′ =
1√

x2 + 1
, (13)

(argcoshx)′ =
1√

x2 − 1
, (14)

(argtghx)′ = (argcotghx)′ =
1

1− x2 (pozor na r̊uzné definičńı obory!). (15)

D̊ukaz. Větu snadno dokážeme derivaćı explicitńıho vyjádřeńı inverzńıch funkćı ve větě 8.21.

8.9 Pokročilé techniky integrace goniometrických funkćı

Poznámka. Dle lemma 3.14 lze sńıžit druhou mocninu funkćı sin a cos:

cos2(x) =
1 + cos(2x)

2
,

sin2(x) =
1− cos(2x)

2
,

čehož je možné využ́ıt při integraci výraz̊u tvaru
∫

sinm x cosn xdx, kde m,n ∈ N0:
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1. Jsou-li m i n sudé:
Použijeme lemma 3.14 na

∫
(sin2 x)

m
2 (cos2 x)

n
2 dx

2. Jsou-li (m sudé a n liché) nebo (m liché a n sudé):
Substituujeme funkci se sudou mocninou (z funkce s lichou mocninou dostaneme dife-
renciál), např. pro m-sudé, n-liché:∫

sinm x(cos2 x)
n−1
2 cosxdx =

∣∣∣u = sinx
∣∣∣ =

∫
um(1− u2)n−1

2 du

3. Jsou-li m i n liché:
Převedeme integrand pomoćı součtových vzorc̊u 2 sin x cosx = sin(2x) a lemma 3.14 na
výraz předchoźıch typ̊u, např. pro m < n:∫

sinm x cosn xdx =

∫
(sinx cosx)m(cos2 x)

n−m
2 dx =

∫ (
sin(2x)

2

)m(
1 + cos(2x)

2

)n−m
2

dx,

kde poznamenejme, že m− n je sudé č́ıslo.

Lemma 8.23 (Vzorce pro součin goniometrických funkćı)

cos(mx) cos(nx) =
1

2

(
cos[(n+m)x] + cos[(n−m)x]

)
sin(mx) sin(nx) =

1

2

(
cos[(n−m)x]− cos[(n+m)x]

)
sin(mx) cos(nx) =

1

2

(
sin[(m− n)x] + sin[(n+m)x]

)
D̊ukaz. Větu dokážeme pomoćı součtových vzorc̊u pro funkce cos a sin.

Poznámka. Pomoćı lemma 8.23 se integrály typu
∫

cos(αx) sin(βx) dx,
∫

cos(αx) cos(βx) dx a∫
sin(αx) sin(βx) dx, pro α, β ∈ R převedou na známé integrály.

8.10 Shrnut́ı integračńıch vzorc̊u

Poznámka.

Typ integrálu Výsledný typ funkce Substituce∫
dx√

a2 − (x+ b)2
arcsin nebo − arccos x+ b = a sinu nebo x+ b = a cosu∫

dx

a2 + (x+ b)2
arctg nebo −arccotg x+ b = atg u nebo x+ b = acotg u∫

dx√
(x+ b)2 + a2

argsinh x+ b = a sinhu∫
dx√

(x+ b)2 − a2
argcosh x+ b = a coshu∫

dx

(x+ b)2 − a2 argtgh nebo argcotgh x+ b = atghu nebo x+ b = acotghu

9 Aplikace integrálu

9.1 Výpočet plochy

Věta 9.1 (Výpočet plochy mezi funkcemi)
Necht’ jsou f a g funkce spojité na intervalu [a, b]. Potom plocha A vymezená těmito funkcemi
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je

A =

b∫
a

|f(x)− g(x)| dx.

Důsledek 9.2 (Plocha pod grafem funkce)
Necht’ je funkce f spojitá a nezáporná na intervalu [a, b]. Pak plocha Af vymezená grafem
funkce f a osou x je

Af =

b∫
a

f(x) dx.

9.2 Výpočet polohy těžǐstě

Věta 9.3 (Poloha těžǐstě plochy pod grafem funkce)
Necht’ funkce f je spojitá na [a, b]. Potom pro těžǐstě T = [x̄, ȳ] plochy pod grafem funkce f
plat́ı

x̄ =

b∫
a

xf(x)dx

b∫
a

f(x)dx

, ȳ =
1

2

b∫
a

f 2(x)dx

b∫
a

f(x)dx

.

D̊ukaz. Pro d̊ukaz věty použijeme analogii postupu hledáńı těžǐstě n hmotných bod̊u z fyziky.
Poloha těžǐstě zT pro n hmotných bod̊u o hmotnostech mk a polohách zk (na ose z) je

zT =

n∑
k=1

mkzk

n∑
k=1

mk

.

Na chv́ıli předpokládejme, že uvažovaná plocha pod grafem funkce f má všude stejnou
hustotu %. Uvažujme rozděleńı σ = {a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b} intervalu [a, b].

Označme Ak jednotlivé d́ılč́ı plochy pod grafem funkce f mezi xk−1 a xk. Dále označme po-
lohu těžǐstě na ose x symbolem tk. Snadno nahlédneme, že polohu těžǐstě Ak na ose y lze vyjádřit
yk = 1

2
f(tk). Hmotnost d́ılč́ı plochy Ak lze vyjádřit jako mk = %f(tk)(xk − xk−1). Každou d́ılč́ı

plochu Ak lze reprezentovat hmotným bodem o souřadnićıch [tk,
1
2
f(tk)] a hmotnosti mk.

Podle vzorce pro polohu těžǐstě n hmotných bod̊u dostáváme pro jednotlivé souřadnice
polohy těžǐstě xT (σ) a yT (σ) (při rozděleńı σ) vyjádřeńı

xT (σ) =

n∑
k=1

%tkf(tk)(xk − xk−1)
n∑
k=1

%f(tk)(xk − xk−1)
, (16)

yT (σ) =

n∑
k=1

%1
2
f 2(tk)(xk − xk−1)

n∑
k=1

%f(tk)(xk − xk−1)
, (17)

kde tk ∈ [xk−1, xk]. Hustota % je konstantńı, proto ji můžeme vykrátit z obou výraz̊u. Pro do-
končeńı d̊ukazu stač́ı v jednotlivých sumách odhadnout funkci t · f(t), resp. f(t), resp. 1

2
f 2(t)

svými maximy a minimy na d́ılč́ıch intervalech [xk−1, xk], č́ımž obdrž́ıme horńı a dolńı částečné
součty. Protože jsme v celém odvozeńı uvažovali libovolné rozděleńı σ, dostáváme podle Rie-
mannovy definice určitého integrálu 7.11 tvrzeńı věty.

38



9.3 Délka grafu funkce

Věta 9.4 (Délka grafu funkce)
Necht’ funkce f má spojitou prvńı derivaci na intervalu [a, b]. Potom délka grafu funkce Lf je

Lf =

b∫
a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

D̊ukaz. Necht’ σ je rozděleńı intervalu [a, b]. S využit́ım Pythagorovy věty můžeme délku grafu
funkce aproximovat úsečkou délky dk na každém d́ılč́ım intevalu [xk−1, xk] takto:

dk =
√

(f(xk)− f(xk−1))2 + (xk − xk−1)2 = (xk − xk−1)
√

1 +

(
f(xk)− f(xk−1)

xk − xk−1

)2

.

Na intervalu [xk−1, xk] použijeme Lagrangeovu větu 6.3 o př́ır̊ustku funkce: ∃ck ∈ (xk−1, xk)
tak, že

dk = (xk − xk−1)
√

1 + (f ′(ck))
2.

Označ́ıme-li

mk = min

{√
1 + (f ′(z))2 : z ∈ [xk−1, xk]

}
,

Mk = max

{√
1 + (f ′(z))2 : z ∈ [xk−1, xk]

}
,

dostáváme nerovnost
(xk − xk−1)mk ≤ dk ≤ (xk − xk−1)Mk

pro všechna k. Sečteme-li tuto nerovnost přes všechna k = 1, 2, . . . , n, máme

s√
1+(f ′)2

(σ) ≤ Lf (σ) ≤ S√
1+(f ′)2

(σ).

Odtud již plyne tvrzeńı věty.

9.4 Objem a povrch rotačńıho tělesa

Věta 9.5 (Objem rotačńıho tělesa)
Necht’ funkce f je nezáporná a má spojitou prvńı derivaci na intervalu [a, b]. Potom objem
rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı grafu f okolo osy x je

Vf = π

b∫
a

f 2(x) dx.

Věta 9.6 (Povrch rotačńıho tělesa)
Necht’ funkce f je nezáporná a má spojitou prvńı derivaci na intervalu [a, b]. Potom povrch
rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı grafu f okolo osy x je

Sf = 2π

b∫
a

f(x)
√

1 + (f ′(x))2 dx.
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