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2.1 Derivace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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7.2 Výpočet těžǐstě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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Předmluva

Tato sb́ırka je složena z př́ıklad̊u (viz [1], [2], [3]), ze kterých se sestavuj́ı zkouškové ṕısemné práce
k předmětu Matematika I (1. ročńık bakalářského studia na FJFI ČVUT v Praze). Př́ıklady
jsou uspořádány do 7 kapitol, přičemž do zkouškové ṕısemky je vybrán právě jeden př́ıklad z
každé kapitoly.

Každý př́ıklad v této sb́ırce by měl j́ıt spoč́ıtat pomoćı znalost́ı źıskaných z přednášky a ze
cvičeńı. Proto nebudete-li si vědět rady i jen s jediným př́ıkladem, neváhejte požádat svého
cvič́ıćıho o konzultaci!

Tato sb́ırka neńı zdaleka hotová, daľśı př́ıklady mohou přibýt.

Bezchybnému poč́ıtáńı zdar!

1. července 2011 Ing. Radek Fuč́ık, Ph.D.
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1 Limity a spojitost

Rozcvička

V této krátké části jsou př́ıklady, které pro svou nižš́ı náročnost nebudou ve zkouškové ṕısemce,
a tud́ıž nejsou č́ıslovány.

• lim
x→+∞

√
x2 + 1

x+ 1
[1]

• lim
x→π

sinx

x− π
[-1]

• lim
x→0

xcotg 3x [ 1
3

]

• lim
x→1

lnx

x2 − 1
[ 1
2

]

• lim
x→0

x3 + 2x2 − x− 2

x2 − 1
[2]

• lim
x→+∞

3x2 − 2x+ 5

4x2 + 3x− 7
[ 3
4

]

• lim
x→3

x2 − 9

x2 + 2x− 15
[ 3
4

]

• lim
x→0

tanx

x
[1]

• lim
x→0

xcotg x [1]

• lim
x→0

sin 5x

x
[5]

• lim
x→5

x2 − 4x− 5

x2 − 7x+ 10
[2]

• lim
x→+∞

5x3 − x2 + 3

x3 + 6x2 − 4
[5]

• lim
x→1

x2 + x− 2

4x− 4
[ 3
4

]

• lim
x→0

cos2 x− 1

x2
[-1]

• lim
x→+∞

x3 − 1

5x3
[ 1
5

]

• lim
x→2

3x3 − 10x− 4

4− x2
[− 13

2
]

• lim
x→−1

2x2 − 6x− 8

2x3 + 2
[− 5

3
]

• lim
x→a

sinx− sin a

x− a
[cos a]
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Zkouškové př́ıklady

1.1 l’Hôpitalovo pravidlo zakázáno

1. lim
x→3

x2 + x− 12

9− 3x
[− 7

3
]

2. lim
x→0

cosx− 1

x2
[− 1

2
]

3. lim
x→2

x3 − 8

x4 − 16
[ 3
8

]

4. lim
x→2

x2 − 2x

8− x3
[− 1

6
]

5. lim
x→0

sin2 x+ sin8 x− sin3 x

sin5 x+ 1− cos2 x+ sin7 x
[1]

6. lim
x→0

√
sin2 x+

√
1− cos2 x

|x|
[2]

7. lim
x→−2

x3 + 3x2 + 3x+ 2

x3 + 3x2 + 4x+ 4
[ 3
4

]

8. lim
x→0

x3 + 2x2 + 5x

(x2 + 6) sinx
[ 5
6

]

9. lim
x→0

√
1 + tg x−

√
1 + sin x

x3
[ 1
4

]

10. lim
x→0

√
1 + sin x−

√
1− sinx

x
[1]

11. lim
x→5

x2 + 2x− 35

x3 − 3x2 − 9x− 5
[ 1
3

]

12. lim
x→0

sin2 x

x
√

1− cos2 x
[neex]

13. lim
x→−2

x3 + 2x2 + x+ 2

x2 + 3x+ 2
[-5]

14. lim
x→+∞

x3

2x2 − 1
− x2

2x+ 1
[ 1
4

]

15. lim
x→3

√
x+ 13− 2

√
x+ 1

x2 − 9
[− 1

16
]

16. lim
x→0

x tg
(π

2
− x
)

[1]

17. lim
x→0

x2

√
1 + x sinx−

√
cosx

[ 4
3

]

18. lim
x→2

x3 − 4x

x4 + x− 18
[ 8
33

]
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19. lim
x→2

1− cos(x− 2)

x3 − 2x2 − 4x+ 8
[ 1
8

]

20. lim
x→+∞

sinhx

coshx+ sinhx
[ 1
2

]

21. lim
x→−∞

sinhx

coshx+ sinhx
[−∞]

22. lim
x→0

1−
√

cosx

x2
[ 1
4

]

23. lim
x→0

cos2 x+ sin8 x− cos3 x

sin5 x+ 1− cos2 x+ sin7 x
[ 1
2

]

24. lim
x→4

√
1 + 2x− 3√
x− 2

[ 4
3

]

25. lim
x→−∞

√
x2 + 1

x+ 1
[-1]

26. lim
x→0

x2

√
1 + x sinx−

√
cosx

[ 4
3

]

27. lim
x→0

tg x− sinx

sin3 x
[ 1
2

]

28. lim
x→4

(1

x
− 1

4

)( 1

x− 4

)
[− 1

16
]

29. lim
x→0

x2 − 3x

tg x
[-3]

30. lim
x→1

(1− x)tg (x
π

2
) [ 2

π
]

31. lim
x→π

3

sin (x− π
3
)

1− 2 cosx
[
√

3
3

]

32. lim
x→π

2−

π
2
− x

sinx cosx
[1]

33. lim
x→π

tg x− sinx

cos3 x
[0]

34. lim
x→1

x3 + 2x2 − x− 2

x2 − 1
[3]

35. lim
x→0

1− cos 2x+ tg 2x

x sinx
[3]

36. lim
x→1

x2 − x√
x− 1

[2]

37. lim
x→+∞

5− 2x+ 3x2

3x− 7 + 4x2
[ 3
4

]

38. lim
x→−2

√
6 + x− 2

x+ 2
[ 1
4

]
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39. lim
x→0

(1 + x)5 − (1 + 5x)

x2 + x5
[10]

40. lim
x→0

sinx− x
sinx+ x

[0]

41. lim
x→2

x− 2√
x+ 2− 2

[4]

42. lim
x→π

4

cosx− sinx

1− tg x
[
√

2
2

]

43. lim
x→+∞

x3 + 5x4 − x2 + 3

4− x3 + 6x2 − x4
[-5]

44. lim
x→0

√
2 + x−

√
2

sinx
[
√

2
4

]

45. lim
x→0

cosx− 1

1− cos2 x
[− 1

2
]

46. lim
x→8

√
9 + 2x− 5

3
√
x− 2

[ 12
5

]

47. lim
x→0

(sin 3x

x
+

sinx

3x

)
[ 10
3

]

48. lim
x→−1

x2 − 2x− 3

x2 + x3 − 2x− 2
[4]

49. lim
x→5

25 + x2 − 10x

x3 − 9x− 3x2 − 5
[0]

50. lim
x→−1

x+ 1√
10 + x− 3

[6]

51. lim
x→0

1− cosx

tg x
[0]

52. lim
x→−2

x3 + 2x2 + x+ 2

x2 + 3x+ 2
[-5]

53. lim
x→2

x3 − 4x

x4 + x− 18
[ 8
33

]

54. lim
x→0

√
x+ 1− 1

sinx
[ 1
2

]

55. lim
x→1

√
x+ 3− 2

x− 1
[ 1
4

]

56. lim
x→0

sin 4x√
x+ 1− 1

[8]

57. lim
x→0

1− cos2 x

x(1 + cos x)
[0]
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58. lim
x→3

9− x2

√
3x− 3

[-12]

59. lim
x→π

4

sinx− cosx

cos 2x
[−
√

2
2

]

60. lim
x→π

√
1− tg x−

√
1 + tg x

sin 2x
[− 1

2
]

61. lim
x→a

sinx− sin a

x2 − a2
[ cos a

2a
]

62. lim
x→0

( 1

sinx
− 1

tg x

)
[0]

63. lim
x→π

2

( sinx

cos2 x
− tg 2x

)
[ 1
2

]

64. lim
x→1

3
√
x− 1√
x− 1

[ 2
3

]

65. lim
x→0

3
√

1 + x− 3
√

1− x
x

[ 2
3

]

66. lim
x→0

√
x2 + 1− 1√
x2 + 16− 4

[4]

67. lim
x→1

x2 −
√
x√

x− 1
[3]

68. lim
x→0

sinx− tg x

sin3 x
[− 1

2
]

69. lim
x→−1

3
√

1 + 2x+ 1
3
√

2 + x+ 3
√
x

[1]

70. lim
x→−8

√
1− x− 3

2 + 3
√
x

[-2]

71. lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x

3
√

1 + x− 3
√

1− x
[ 3
2

]

72. lim
x→−∞

3
√
x3 − 2x2

x+ 1
[1]

73. lim
x→0

(1 + x)(1 + 2x)(1 + 3x)− 1

x
[6]

74. lim
x→0

√
1− cos(x2)

1− cosx
[
√

2]

75. lim
x→+∞

√
x+

√
x+
√
x−
√
x [ 1

2
]
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1.2 l’Hôpitalovo pravidlo povoleno

76. lim
x→0

ln cosx

ln cos(πx)
[ 1
π2 ]

77. lim
x→0

coshx− 1

cosx− 1
[−1]

78. lim
x→0

sinh(x)

sinx
[1]

79. lim
x→−∞

ex − e−x

x+ 1
x

[+∞]

80. lim
x→1

(1− x)tg
(
x
π

2

)
[ 2
π

]

81. lim
x→+∞

ln(4e−x)

x
[-1]

82. lim
x→+∞

√
1 + x+ x2 −

√
1− x+ x2 [1]

83. lim
x→−∞

√
x2 + x+ 1−

√
x2 − x+ 1 [-1]

84. lim
x→+∞

√
x2 + x− x [ 1

2
]

85. lim
x→−∞

√
x2 + x− x [+∞]

86. lim
x→2

( 1

x− 2
− 1

|x− 2|
)

[neex]

87. lim
x→0−

cosx
√

1− cos 2x

x
[−
√

2]

88. lim
x→0

√
1− cos 3x√
1− cos2 x

[ 3√
2

]

89. lim
x→π

4

tg (2x) ln (tg x) [−1]

90. lim
x→0

ln cosx

ln cos (2x)
[ 1
4

]

91. lim
x→0

ex − e2x

x
[-1]

92. lim
x→+∞

√
x2 + 3x− 1− x [ 3

2
]

93. lim
x→+∞

√
x+ 1−

√
x [0]

94. lim
x→1

√
4x2 − 5x− x3 + 2

x2 − 1
[neex]

95. lim
x→1

( 1

1− x
− 3

1− x3

)
[-1]
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96. lim
x→+∞

(1− x)(1− 2x)(1− 3x)(1− 4x)(1− 5x)

(x− 1)5
[−5!]

97. lim
x→+∞

(
2x2 − 1

2x2 + 1

)x+2
x+1

[1]

98. lim
x→+∞

(
3x2 − 1

2x2 + 1

) 1+2x
x+1

[ 9
4

]

99. lim
x→+∞

x (ln(x+ 1)− lnx) [1]

100. lim
x→+∞

arctg
x√

1 + x2
[π
4

]

101. lim
x→−∞

arctg
x√

1 + x2
[−π

4
]

102. lim
x→1−

arctg
1

1− x
[π
2

]

103. lim
x→+∞

arcsin
x

x+ 1
[π
2

]

1.3 Spojitost

104. Vyšetřete charakter bod̊u nespojitosti funkce f(x) = arctg
x2 − 1

x
[v 0 skoková nespojitost]

105. Vyšetřete charakter bod̊u nespojitosti funkce f(x) =
√
|x|arctg

1

x
[v 0 odstranitelná nespojitost]

106. Vyšetřete charakter bod̊u nespojitosti funkce f(x) = x sin
1

x
[v 0 odstranitelná nespojitost]

107. Vyšetřete charakter bod̊u nespojitosti funkce f(x) =
1

arccotg 1
x

[v 0 podstatná nespojitost]
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2 Derivace, inverzńı funkce, tečny, normály, asymptoty

Rozcvička

V této úvodńı části jsou př́ıklady na derivace, které pro svou nižš́ı náročnost nebudou ve
zkouškové ṕısemce, a tud́ıž nejsou č́ıslovány.

• f(x) =
√
x(2x2 + 3x+ 5); f ′(x) =? [ 10x

2+9x+5
2
√
x

]

• f(x) =
2
√
x

1−
√
x

; f ′(x) =? [ 1√
x(1−

√
x)2

]

• f(x) =
cosx− 1

sinx
; f ′(x) =? [− 1

1+cos x
]

• f(x) =
3
√
x2 − 1; f ′(x) =? [

2x
3
√
x2−1

3(x2−1)
]

• f(x) = sin (x2 − 1); f ′(x) =? [2x cos (x2 − 1)]

• f(x) = 3
√
x(2x2 + 1); f ′(x) =? [

3√x(14x2+1)
3x

]

• f(x) =
1 + x√
x

; f ′(x) =? [ x−1
2x
√
x

]

• f(x) =
1 + cos x

1− cosx
; f ′(x) =? [− 2 sin x

(1−cos x)2
]

• f(x) =
√

sinx; f ′(x) =? [ cos x
2
√

sin x
]

• f(x) =
1√

1 + x2
; f ′(x) =? [− x√

(1+x2)3
]

• f(x) = sin
√
x; f ′(x) =? [ cos

√
x

2
√
x

]

• f(x) =
√
x− 3 3

√
x; f ′(x) =? [

√
x−2 3√x
2x

]

• f(x) =
(1−

√
x)2

2x
; f ′(x) =? [

√
x−1
2x2

]

• f(x) =
x3

3
(lnx− 1

3
); f ′(x) =? [x2 lnx]

• f(x) =
x2 + 1

(1− x)2
; f ′(x) =? [

2(x+1)

(1−x)3 ]

• f(x) = x
√

1 + x2; f ′(x) =? [ 2x2+1√
1+x2

]

• f(x) = −2 cosx

3
− cosx sin2 x

3
; f ′(x) =? [sin3 x]

• f(x) = sin4 x− cos4 x; f ′(x) =? [2 sin (2x)]

• f(x) = tg 4x− 2tg 2x− 4 ln cos x; f ′(x) =? [4tg 5x]

• f(x) =
2

sinx
− cosx

3
+ tg x; f ′(x) =? [− 2 cos x

sin2 x
+ sin x

3
+ 1

cos2 x
]

10



• f(x) =
3

2x− 4
+ 6x2

√
x; f ′(x) =? [− 6

(2x−4)2
+ 15x

√
x]

• f(x) = (a2 − x2)
x− 1

x
; f ′(x) =? [(2− 2x) + (a2 − x2)x−2]

• f(x) =

√
x2 −

√
x; f ′(x) =? [ 1

2
√
x2−
√
x

(
2x− 1

2
√
x

)
]

• f(x) = ln (x3); f ′(x) =? [ 3
x

]

• f(x) = ln3 x; f ′(x) =? [ 3
x

ln2 x]

• f(x) = ln tg x; f ′(x) =? [ 2
sin 2x

]

• f(x) = ln sinx; f ′(x) =? [cotg x]

• f(x) =
sinx

1 + cos x
; f ′(x) =? [ 1

1+cos x
]

• f(x) = arctg (x2 + 1); f ′(x) =? [ 2x
x4+2x2+2

]

• f(x) = arctg x2 + 1; f ′(x) =? [ 2x
x4+1

]

• f(x) = ln sin (x3 − 2x+ 1); f ′(x) =? [(3x2 − 2)cotg (x3 − 2x+ 1)]

• f(x) = ln (ex + e−x); f ′(x) =? [ e
x−e−x
ex+e−x

]

• f(x) = a
√
x; f ′(x) =? [ ln a

2
√
x
a
√
x]

• f(x) =
1− cosx

1 + cos x
; f ′(x) =? [ 2 sin x

(1+cos x)2
]

• f(x) = x lnx; f ′(x) =? [lnx+ 1]

• f(x) =
x√

x2 + a2
; f ′(x) =? [ a2

(x2+a2)3/2
]

• Nalezněte n. derivaci funkce ex [ex]

Zkouškové př́ıklady

2.1 Derivace

1. Necht’ je dána funkce f(x) = x 3
√
|x+ 1|.

(a) Nalezněte definičńı obor funkce f , rozhodněte o spojitosti a nalezněte derivaci funkce
f v každém bodě Df kromě bodu x = −1.

(b) Rozhodněte o existenci derivace funkce f v bodě x = −1.

[spojitá na Df = R, f ′(−1) neex]

2. Necht’ je dána funkce f(x) = ln(ln x).

(a) Nalezněte definičńı obor Df , prvńı derivaci f ′ a jej́ı definičńı obor Df ′ .

(b) Je tato funkce prostá na svém definičńım oboru ? Pokud ano, nalezněte inverzńı
funkci f−1 a jej́ı prvńı derivaci (f−1)′.
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[Df = (1,+∞), f ′(x) = 1
x ln x

, Df ′ = (0, 1) ∪ (1,+∞), f−1(x) = exp(exp(x)), (f−1)′(x) = exp(exp(x))(exp(x))]

3. Necht’ je dána funkce f(x) =


cos(
√
x) pro x > 0

1 pro x = 0
cos(
√
−x) pro x < 0.

(a) Je funkce f spojitá v bodě x = 0 ? Své rozhodnut́ı zd̊uvodněte.

(b) Z definice jednostranné derivace nalezněte f ′−(0) a f ′+(0) a rozhodněte o existenci
derivace f ′(0).

[Spojitá na R, f ′+(0) = −1/2, f ′−(0) = 1/2, f ′(0) neex]

4. Funkci f(x) =
1− cosx

sinx
dodefinujte v bodě x = 0 tak, aby byla spojitá a pro takto

dodefinovanou funkci nalezněte z definice derivaci f ′(0).

[0, 1
2

]

5. Nalezněte derivaci funkce f(x) = arccos

√
1

1 + x2
. [± 1

1+x2
]

6. Nalezněte derivaci funkce f(x) = arcsin (2x
√

1− x2). [± 2√
1−x2

]

7. Nalezněte derivaci funkce f(x) =
x

x+
√
a2 + x2

. [ a2√
a2+x2(x+

√
a2+x2)2

]

8. Nalezněte derivaci funkce f(x) =
(1 + x

1− x

) 1−x
1+x
. [ 2

(1+x)2

(
1− ln 1+x

1−x
)(

1+x
1−x

) 1−x
1+x

]

9. Nalezněte derivaci funkce f(x) = x1/x. [x1/x−2(1− lnx)]

10. Nalezněte derivaci funkce f(x) = xsinx. [xsin x(cos lnx+ x−1 sinx)]

11. Nalezněte derivaci funkce f(x) = arctg
( x

x2 + 1

)
. [ 1−x2

1+3x2+x4
]

12. Nalezněte derivaci funkce f(x) =
1

2
ln tg

x

2
− cosx

2 sin2 x
. [ 1

sin3 x
]

13. Nalezněte derivaci funkce f(x) = arcsin
( x

x2 + 1

)
. [ 1−x

2

1+x2
(1 + x2 + x4)−1/2]

14. Nalezněte derivaci funkce f(x) = arcsin tg x. [ 1
| cos x|

√
cos 2x

]

15. Nalezněte derivaci funkce f(x) =
2x+ 7

(x3 + 2x+ 5)2
[−10x3−42x2−4x−18

(x3+2x+5)3
]

16. Nalezněte Df a derivaci funkce f(x) =

√
x+

√
x+
√
x. [Df = [0,+∞),

1+
1+ 1

2
√
x

2
√
x+
√
x

2

√
x+
√
x+
√
x

]

17. Nalezněte Df a derivaci funkce f(x) =

√
sin
√
x. [Df = (0, π2), cos

√
x

4
√
x
√

sin
√
x

]

18. Nalezněte derivaci funkce f(x) =
3

√
1 + x3

1− x3
pro |x| 6= 1. [1/3

(
3 x2

1−x3 + 3
(1+x3)x2

(1−x3)2

)(
1+x3

1−x3

)−2/3
]

19. Nalezněte Df a derivaci funkce f(x) = ln ln lnx. [Df = (e,+∞), 1
ln ln x

1
ln x

1
x

]
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20. Nalezněte derivaci funkce f(x) = ln

(
1

x
+ ln

1

x

)
. [− 1

x2
x+1

1
x
+ln 1

x

]

21. Nalezněte derivaci funkce f(x) = ln

√
1− sinx

1 + sin x
. [− 1

cos x
]

22. Nalezněte derivaci funkce f(x) = x(sin lnx− cos lnx). [2 sin lnx]

23. Nalezněte derivaci funkce f(x) = arctg
(
x−
√

1 + x2
)
. [− x−

√
1+x2

2
√

1+x2(1+x2−x
√

1+x2)
]

24. Nalezněte derivaci funkce f(x) = x+
√

1− x2 arccosx. [−x arccos x√
1−x2

]

25. Nalezněte derivaci funkce f(x) = arcsin
1− x2

1 + x2
pro x 6= 0. [−signx 2

1+x2
]

26. Nalezněte Df a derivaci funkce f(x) = arctg
x

1 +
√

1− x2
pro |x| < 1.

[Df = {|x| ≤ 1}, f ′(x) = 1

2
√

1−x2
]

27. Nalezněte derivaci funkce f(x) = arccotg
1− 2x

2
√
x− x2

pro x ∈ (0, 1). [ 1√
x−x2

]

28. Nalezněte derivaci funkce f(x) = ln
(

ex +
√

1 + e2x
)
. [ ex√

1+e2x
]

29. Nalezněte derivaci funkce f(x) =
coshx

sinh2 x
− ln cotgh

x

2
. [− 2

sinh3 x
]

30. Nalezněte derivaci funkce f(x) = ln
(
cos4 x

(
1 + 2tg 2x+ tg 4x

))
. [0]

2.2 Derivace vyšš́ıch řád̊u

31. Nalezněte derivaci řádu n ∈ N0 funkce f(x) = ax, kde a > 0. [f (n)(x) = lnn(a) ax]

32. Nalezněte derivaci řádu n ∈ N0 funkce f(x) = cos x.

[f (2k)(x) = (−1)k cosx, f (2k+1)(x) = (−1)k+1 sin(x)]

33. Nalezněte derivaci řádu n ∈ N0 funkce f(x) = sin x.

[f (2k)(x) = (−1)k sinx, f (2k+1)(x) = (−1)k cos(x)]

34. Nalezněte derivaci řádu n ∈ N0 funkce f(x) = xn. [f (n) = n!]

35. Nalezněte derivaci 2. řádu funkce f(x) = tg x. [f ′′ = 2 sin x
cos3 x

]

36. Nalezněte derivaci 2. řádu funkce f(x) = x lnx. [f ′′ = 1
x

]

37. Nalezněte derivaci 2. řádu funkce f(x) = (1 + x2)arctg x. [f ′′ = 2arctg x+ 2x
1+x2

]

38. Nalezněte derivaci 4. řádu funkce f(x) =
√
x. [f (4) = − 1·3·5

2·2·2·2x
− 7

2 ]

13



3 Pr̊uběh funkce, tečny, normály, asymptoty, monotonie,

inverze, extrémy

Rozcvička

V této části jsou př́ıklady na procvičeńı vyšetřováńı pr̊uběhu funkce (Df , limity, horizontálńı
či vertikálńı tečny, asymptoty, lokálńı extrémy, náčrtek grafu funkce), které nejsou zahrnuty ve
zkouškové ṕısemce, a tud́ıž nejsou č́ıslovány.

• f(x) = 2 + x− x2

• f(x) = 3x− x3

• f(x) = 2x3 − 15x2 + 36x

• f(x) =
x2

x2 − 4

• f(x) = (x− 1)2(2x+ 4)

• f(x) = 2x2 − lnx

• f(x) =
√
x2 + 2

• f(x) =
x2 + 1

x+ 1

• f(x) = x+ cos 2x

• f(x) =
√

16− x2

• f(x) = x+
1

x

• f(x) = x+ arctanx

• f(x) = (x+ 1)3 3
√
x2

• f(x) = x2 +
1

x

• f(x) =
x

x2 + 1
[↘ -1 ↗ 1 ↘]

• f(x) =
x

3− x2

• f(x) = (x− 3)
√
x

• f(x) = x2 − lnx2

• f(x) = cos
π

x

• f(x) = x+ sinx

14



Zkouškové př́ıklady

3.1 Aplikace derivace

1. Ukažte, že funkce f(x) = 2arctg
x

1 +
√

1− x2
− arcsinx nezáviśı na x. [f ′ = 0]

2. Ukažte, že funkce f(x) = arctg
1 + x

1− x
− arctg x nezáviśı na x. [f ′ = 0]

3. Ukažte, že funkce f(x) = arcsinx + 3 arccosx + arcsin
(

2x
√

1− x2
)

nezáviśı na x při

x2 < 1
2
. [f ′ = 0]

4. Ukažte, že funkce f(x) = arctg x− arcsin
x√

1 + x2
nezáviśı na x. [f ′ = 0]

5. Ukažte, že funkce f(x) = arccotg x− arcsin
1√

1 + x2
nezáviśı na x při x ≥ 0. [f ′ = 0]

6. 3.2 Tečny a normály

7. Určete č́ısla a a b tak, aby př́ımka y = 3x+ b byla tečnou funkce f(x) = ln(x3 +a) v bodě
x = 1.

[a=0, b=-3]

8. Necht’ je dána funkce f(x) = sin(x) cos
(x

2

)
na intervalu [−π, π]. Nalezněte rovnici tečny

v bodě x = π
2
.

[y = −
√
2

4
x+

√
2
2

(1 + π
4

)]

9. Necht’ je dána funkce f(x) = x(e−x + 5). Nalezněte rovnici tečny v bodě x = 0.

[y = 6x]

10. Necht’ je dána funkce f(x) = ln

[(
3x− 1

x+ 1

)x]
. Nalezněte rovnici tečny v bodě x = 1.

[y = x− 1]

11. Nalezněte rovnici tečny a normály ke grafu funkce f(x) = x2 − 5 ∗ x+ 4 v bodě −1.

[tečna: y = −7x+ 3, normála: y = 1
7
x+ 71

7
]

12. Nalezněte rovnici tečny a normály ke grafu funkce f(x) = x2 − 5 ∗ x+ 4 v bodě 3.

[tečna: y = x− 5, normála: y = −x+ 1]

13. Nalezněte rovnici tečny a normály ke grafu funkce f(x) = x3 + 2x2 − 4x− 3 v bodě −2.

[tečna: y = 5, normála: x = −2]

14. Nalezněte rovnici tečny a normály ke grafu funkce f(x) = x3 + 2x2 − 4x− 3 v bodě 1.

[tečna: y = 3x− 7, normála: x = − 1
3
x− 11

3
]

15. Nalezněte rovnici tečny a normály ke grafu funkce f(x) =
√
x v bodě x = 0.

[tečna: x = 0, normála: y = 0]
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16. Nalezněte rovnici tečny a normály ke grafu funkce f(x) = ln x v bodě 1.

[tečna: y = x− 1, normála: y = 1− x]

17. Ve kterých bodech je tečna ke grafu funkce f(x) = 2 + x − x2 rovnoběžná s osou x a s
př́ımkou y = x?

[s osou x: 1
2

, s př́ımkou y = x: 0]

18. Pod jakým úhlem prot́ıná graf funkce y = lnx osu x?

[úhel tgα = 1, tj. π
4

]

19. Pod jakým úhlem (vzhledem k ose x) prot́ıná graf funkce f(x) = e
x
2 př́ımku x = 2?

[arctg e
2

]

20. Nalezněte rovnici normály ke křivce y = −
√
x+ 2 v jej́ım pr̊useč́ıku s př́ımkou y = x.

[y = 2x− 1]

21. Určete rovnice tečen ke křivce y = x3 + x2 − 2x v pr̊useč́ıćıch křivky s osou x.

[6x− y + 12 = 0; 2x+ y = 0; 3x− y − 3 = 0]

22. Ve kterém bodě má graf funkce y = sin2 x tečnu sv́ıraj́ıćı s osou x úhel π
4
?

[(π/4 + kπ, 1/2); k ∈ Z]

23. Ve kterém bodě má graf funkce y = xe−x tečnu rovnoběžnou s osou x?

[(1, e−1)]

3.3 Asymptoty

24. Nalezněte všechny asymptoty funkce f(x) =
x

x− 1
(včetně vertikálńıch asymptot).

[y=1 v ±∞, x=1]

25. Necht’ je dána funkce f(x) = x(e−x+5). Určete definičńı obor Df a rozhodněte o existenci
asymptot v +∞ a v −∞ a v kladném př́ıpadě napǐste jejich rovnice.

[Df = R. Pouze v +∞: y = 5x]

26. Necht’ je dána funkce f(x) =
√
x2 − x− 6. Určete definičńı obor Df a nalezněte rovnice

asymptot v +∞ a v −∞.

[Df = (−∞,−2) ∪ (3,+∞), y = 1x− 1
2

, y = −1x+ 1
2

]

27. Necht’ je dána funkce f(x) = ln

[(
3x− 1

x+ 1

)x]
. Určete definičńı obor Df a rozhodněte o

existenci asymptot a v kladném př́ıpadě napǐste jejich rovnice.

[Df = (−∞,−1) ∪ ( 1
3
,+∞). V ±∞: y = x ln 3− 4/3]

28. Ve kterém bodě má parabola y = 2x2 + 3x− 1 tečnu

• se směrovým úhlem π
4
?

• rovnoběžnou s př́ımkou 5x− y + 3 = 0

• kolmou na př́ımku x− 3y + 2 = 0
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[(−1/2,−2), (1/2, 1), (−3/2,−1)]

29. Určete rovnice tečen ke křivce y = x3 + x2 − 6x v pr̊useč́ıćıch s osou x.

[15x− y + 45 = 0, 6x+ y = 0, 10x− y − 20 = 0]

30. Je dána parabola y = x2 − 4x+ 3

• určete dotykový bod a rovnici tečny paraboly, která má směrový úhel π
4

• pomoćı derivace určete vrchol paraboly

[(5/2,−3/4), x− y − 13/4 = 0, (2,−1)]

31. Je dána parabola y = 1/2x2 + 3x+ 1

• určete rovnici tečny paraboly v bodě −2

• ve kterém bodě má parabola tečnu se směrovým úhlem π
3
?

• ve kterém bodě má parabola tečnu rovnoběžnou s př́ımkou 5x− y − 2 = 0?

[x− y − 1 = 0, (
√

3− 3,−2), (2, 9)]

3.4 Monotonie, inverze, lokálńı extrémy

32. Nalezněte Df , intervaly monotonie a lokálńı extrémy funkce f(x) = arcsin (
√

1− x2)

[Df = [−1, 1], -1 ↗ 0 ↘ 1]

33. Nalezněte Df a intervaly monotonie funkce f(x) =
x

lnx
[Df = (0, 1) ∪ (1,+∞), 0 ↘ 1 ↘ e ↗]

34. Nalezněte Df a intervaly monotonie funkce f(x) =
x2 − 2x− 2

x− 1
[Df = R \ {1}, ostře roste na Df ]

35. Nalezněte Df , intervaly monotonie a lokálńı extrémy funkce f(x) =
√
x+
√

4− x
[Df = [0, 4], 0 ↗ 2 ↘ 4]

36. Nalezněte Df a intervaly monotonie funkce f(x) =
8

x
√

4− x2

[Df = (−2, 0) ∪ (0, 2), -2 ↗ −
√

2 ↘ 0 ↘
√

2 ↗ 2]

37. Nalezněte Df a intervaly monotonie funkce f(x) =
lnx√
x

[Df = (0,+∞), 0 ↗ e2 ↘ +∞]

38. Nalezněte intervaly monotonie funkce f(x) = esinx

[roste na (−π
2

+ k2π, π
2

+ k2π), klesá na (π
2

+ k2π, 3
2
π + k2π)]

39. Nalezněte intervaly monotonie funkce f(x) =
1− x2

1 + x2

[−∞ ↗ 0 ↘ +∞]

40. Nalezněte intervaly monotonie a lokálńı extrémy funkce f(x) =
x2 − 2x+ 1

x2 + 1
[−∞ ↗ -1 ↘ 1 ↗ +∞]
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41. Nalezněte intervaly monotonie a lokálńı extrémy funkce f(x) = (x− 2)2|x− 5|
[−∞ ↘ 2 ↗ 4 ↘ 5 ↗ +∞]

42. Nalezněte Df , intervaly monotonie a lokálńı extrémy funkce f(x) = ln
ex

1− x2

[Df = (−1, 1), -1 ↘ 1−
√

2 ↗ 1]

43. Nalezněte Df , intervaly monotonie funkce f(x) = xe−
1
x

[Df = R \ {0}, −∞ ↗ -1 ↘ 0 ↗ +∞]

44. Nalezněte Df , intervaly monotonie a lokálńı extrémy funkce f(x) =
x

x2 + 2x+ 9
[Df = R, −∞ ↘ -3 ↗ 3 ↘ +∞]

45. Nalezněte intervaly monotonie a lokálńı extrémy funkce f(x) = cosh3 x+ 1

[−∞ ↘ 0 ↗ +∞]

46. Nalezněte Df , intervaly monotonie a lokálńı extrémy funkce f(x) = x+
2x

x2 − 1

[Df = R \ {−1, 1}, −∞ ↗ −
√

2 +
√

5 ↘ -1 ↘ 1 ↘
√

2 +
√

5 ↗ +∞]

47. Rozhodněte, kde je funkce f(x) = x2−1
x

prostá (tj. intervaly monotonie) a na těchto
intervalech nalezněte jej́ı inverzńı funkci.

[ f−1 =
y±
√
y2+4
2

]

48. Nalezněte intervaly monotonie a lokálńı extrémy funkce f(x) = x3 + 3x2 − 9x+ 5

[−∞ ↗ -3 ↘ 1 ↗ +∞]

49. Nalezněte intervaly monotonie a lokálńı extrémy funkce f(x) = x3 − 9x2 + 15x− 3

[−∞ ↗ 1 ↘ 5 ↗ +∞]

50. Nalezněte intervaly monotonie a lokálńı extrémy funkce f(x) = x3 − 3x2 + 6x− 9

[−∞ ↗ +∞]

51. Nalezněte intervaly monotonie a lokálńı extrémy funkce f(x) =
1

4
x4 + x3 − 4x+ 7

[−∞ ↘ -2 ↘ 1 ↗ +∞]

52. Nalezněte intervaly monotonie a lokálńı extrémy funkce f(x) = (x− 4)4(x+ 3)3

[−∞ ↗ -3 ↗ 0 ↘ 4 ↗ +∞]

53. Nalezněte intervaly monotonie a lokálńı extrémy funkce f(x) = xe−x

[−∞ ↗ 1 ↘ +∞]

54. Nalezněte Df , intervaly monotonie a lokálńı extrémy funkce f(x) =
√
x lnx

[Df = (0,+∞), 0 ↘ e−2 ↗ +∞]

55. Nalezněte Df , intervaly monotonie a lokálńı extrémy funkce f(x) = x2 lnx

[Df = (0,+∞), 0 ↘ e−
1
2 ↗ +∞]

56. Nalezněte Df , intervaly monotonie a lokálńı extrémy funkce f(x) = x ln2 x

[Df = (0,+∞), 0↗ e−2 ↘ 1↗ +∞]
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57. Nalezněte Df , intervaly monotonie a lokálńı extrémy funkce f(x) = ln x− arctg x

[Df = (0,+∞), 0 ↗ +∞]

58. Nalezněte intervaly monotonie a lokálńı extrémy funkce f(x) = x3 − 6x2 − 63x+ 5

[max -3, min 7]

59. Nalezněte Df , intervaly monotonie a lokálńı extrémy funkce f(x) =
ln2 x

x
[Df = (0,+∞), 0 ↘ 1 ↗ e2 ↘ +∞]
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4 Extremálńı úlohy, konvexnost, konkávnost, inflexe

Rozcvička

V této části jsou př́ıklady na procvičeńı hledáńı lokálńıch extrémů, které pro svou nižš́ı náročnost
nejsou zahrnuty ve zkouškové ṕısemce, a tud́ıž nejsou č́ıslovány.

• Úsečku rozdělte na dvě části tak, aby součet obsah̊u čtverc̊u sestrojených nad oběma
částmi byl minimálńı.

[v polovině]

• Ze všech obdélńık̊u s daným obsahem určete ten, který má nejmenš́ı obvod.

[a = b =
√
S, kde S je obsah]

• Jak volit rozměry pozemku pravoúhlého tvaru, máme-li jej oplotit pletivem délky 60m a
chceme aby obsah byl co největš́ı?

[15× 15 = 225]

Zkouškové př́ıklady

4.1 Konvexnost, konkávnost a inflexe

1. Vyšetřete konvexnost, konkávnost a inflexńı body funkce f(x) =
|x2 − 3x− 4|

x
[konvexńı na (−∞,−1) a (0, 4), konkávńı na (−1, 0) a (4,+∞), inflex x = −1, x = 4]

2. Vyšetřete konvexnost, konkávnost a inflexńı body funkce f(x) = 1 + 3
√
x

[TODO]

3. Vyšetřete konvexnost, konkávnost a inflexńı body funkce f(x) = 3x2 − x3

[TODO]

4. Vyšetřete konvexnost, konkávnost a inflexńı body funkce f(x) =
2x

1 + x2

[TODO]

5. Vyšetřete konvexnost, konkávnost a inflexńı body funkce f(x) =
√

1 + x2

[konvexńı na R]

6. Vyšetřete konvexnost, konkávnost a inflexńı body funkce f(x) =
|x− 1|
x2

[TODO]

7. Vyšetřete konvexnost, konkávnost a inflexńı body funkce f(x) = ln(1 + x2)

[konvexńı na (−1, 1), konkávńı na (−∞,−1) a (1,+∞), inflex x = −1, x = 1]

8. Vyšetřete konvexnost, konkávnost a inflexńı body funkce f(x) = x3 lnx+ 1

[TODO]
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4.2 Extremálńı úlohy

9. Z desky tvaru trojúhelńıku, jehož základna je a a výška v a úhly při základně jsou ostré,
má být vyř́ıznuta obdélńıková deska; přičemž jedna strana obdélńıku je část́ı základny.
Pomoćı techniky hledáńı extrémů určete rozměry obdélńıku tak, aby jeho obsah byl ma-
ximálńı.

[x = a
2

, y = v
2

]

10. Určete rozměry parńıho kotle tvaru válce tak, aby při daném objemu V bylo ochlazováńı
páry nejmenš́ı - tj. aby povrch válce (včetně podstav) byl minimálńı.

[ r = 3
√

V
2π
, v = V

πr2
]

11. Ze všech pravoúhlých trojúhelńık̊u s daným součtem délek přepony a odvěsny k určete
ten jehož obsah je největš́ı.

[y = k/3, x =
√

3/3k, α = π/6]

12. Chceme oplotit výběh pro slépky, který má mı́t tvar pravoúhelńıku. Přitom máme k
dispozici 200m pletiva a v́ıme, že část plotu budou tvořit 2 celé stěny dr̊ubežárny, jej́ıž
obdélńıkový p̊udorys má rozměry a = 16m a b = 10m. Jaké rozměry muśı mı́t výběh, aby
měl co největš́ı obsah?

[čtverec 56, 5m]

13. Pomoćı techniky hledáni extrémů určete rozměry obsahově maximálńıho obdélńıka ve-
psaného elipse x2/a2 + y2/b2 = 1

[a
√

2, b
√

2]

14. Pomoćı techniky hledáńı extrémů určete rozměry objemově maximálńıho válce vepsaného
do koule o poloměru R.

[v = 2R/
√

3, r = R
√

2/3]

15. Jaké rozměry muśı mı́t bazén se čtvercovým dnem a objemem V = 32m3, má-li se na
jeho vyzděńı spotřebovat co nejméně matriálu?

[4, 4, 2]

16. Pomoćı techniky hledáńı extrémů vepǐste do p̊ulkruhu o poloměru r obdélńık maximálńı
plochy.

[r
√

2, r√
2

]

17. Dolńı část okna má tvar obdélńıka, horńı tvar p̊ulkruhu. Délka rámu celého okna je P .
Při jakých rozměrech bude okno propouštět nejv́ıce světla?

[ 2P
π+4

, P
4+π

]

18. Necht’ je dána funkce f(x) = sin(x)
√

1− cos2(x) na intervalu [−π, π].

(a) Rozhodněte, zda existuje prvńı derivace funkce f v bodě x = 0.

(b) Nalezněte všechny lokálńı extrémy a intervaly monotonie funkce f(x) na intervalu
(−π, π). Jsou tyto lokálńı extrémy též globálńımi extrémy na uvažovaném intervalu
[−π, π] ?

[TODO]
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19. Necht’ je dána funkce f(x) = x+ 2
√

1− cos2(x).

(a) Rozhodněte, zda existuje prvńı derivace funkce f v bodě x = 0.

(b) Nalezněte všechny lokálńı extrémy a intervaly monotonie funkce f(x) na intervalu
(−π, π). Jsou tyto lokálńı extrémy též globálńımi extrémy na uvažovaném intervalu
[−π, π] ?

[(a) neex.; (b) −π ↗ −π
3
↘ 0↗ 2π

3
↘ π, glob. max v 2π

3
]

20. Nalezněte definičńı obor, lokálńı extrémy a intervaly monotonie funkce f(x) =

(
x2

x+ 1

) 1
4

[Df = (−1,+∞),−1↘ 0↗ +∞]

21. Necht’ součet dvou č́ısel je 12, určete tato č́ısla tak, aby

(a) součet třet́ıch mocnin byl minimálńı

(b) součin jednoho s třet́ı mocninou druhého byl maximálńı

(c) obě byla kladná a součin jednoho s druhou mocninou druhého byl maximálńı.

[TODO]

22. Ukažte, že pro všechna x > 0 je funkce lnx vždy menš́ı než
√
x. (Návod: zkoumejte

extrémy rozd́ılu těchto funkćı.)

[maximum lnx−
√
x je 2 ln 2− 2 < 0]

23. Ukažte, že pro všechna x ∈ R je funkce 1 + x vždy menš́ı než ex. (Návod: zkoumejte
extrémy rozd́ılu těchto funkćı.)

[minimum ex − x− 1 je 0 v x = 0]

24. Ukažte, že pro všechna x > 0 je funkce ln(1 + x) vždy menš́ı než x. (Návod: zkoumejte
extrémy rozd́ılu těchto funkćı.)

[ln(1 + x)− x je pro x > 0 ostře klesaj́ıćı a záporná]

25. Ukažte, že pro všechna x > 0 je funkce arctg x vždy menš́ı než x. (Návod: zkoumejte
extrémy rozd́ılu těchto funkćı.)

[arctg x− x je pro x > 0 ostře klesaj́ıćı a záporná]

26. Určete kladný parametr A > 0 tak, aby objem tělesa, které vznikne rotaćı funkce

f(x) = Ax+
1

A(x+ 1)
okolo osy x na intervalu [0, 1] byl minimálńı !

[A = 4
√

3/2]

27. Je-li rozd́ıl dvou č́ısel rovný 10, je jejich součin větš́ı než −30?

[ano]

28. Nit délky l se má rozstřihnout na dvě části, z jedné části se udělá kružnice a ze druhé
čtverec. Určete délky jednotlivých část́ı tak, aby součet ploch čtverce a kruhu byl mi-
nimálńı.

[l1 = lπ
4+π

, l2 = 4l
4+π

]
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29. Nit délky l se má rozstřihnout na dvě části. Z jedné části se udělá kružnice a ze druhé rov-
nostranný trojúhelńık. Určete délky jednotlivých část́ı tak, aby součet ploch trojúhelńıku
a kruhu byl minimálńı.

[TODO]

30. Do koule o poloměru R vepǐste válec s maximálńım objemem.

[r = R
√

2
3

, v = 2R√
3

]

31. Do koule o poloměru R vepǐste válec s maximálńım povrchem.

[r = R

√
1
2

+
√
5

10
, v = R

√
2− 2

√
5

2
]

32. Jaký je maximálńı objem kužele s danou stranou s?

[ 2π
9
√

3
s3]

33. Při jakých rozměrech má válec daného objemu V nejmenš́ı povrch?

[v = 2 3
√
V
π

, r = v
2

]

34. Z paṕıru tvaru obdélńıka se stranami a a b vyrob́ıme krabičku tak, že vystřihneme ze všech
čtyř roh̊u stejné čtverce. Krabička bude mı́t výšku rovnou straně tohoto čtverce. Pomoćı
techniky hledáńı extrémů nalezněte délku strany čtverce, při ńıž bude objem krabičky
největš́ı.

[ 1
6

(
a+ b−

√
a2 − ab+ b2

)
]
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5 Neurčité integrály a primitivńı funkce

Rozcvička

V této úvodńı části jsou př́ıklady na integrály, které pro svou nižš́ı náročnost nebudou ve
zkouškové ṕısemce, a tud́ıž nejsou č́ıslovány.

•
∫

sin(3x) dx

•
∫ √

3 sinx+ cos(2x) dx

•
∫

(4−
√
x)2 dx [16x+ 1

2
x2 − 16

3
x3/2 + C]

•
∫
xe−x

2

dx [− 1
2
e−x

2
+ C]

Zkouškové př́ıklady

1.

∫
x−

3
4 (x

1
4 + 1) dx [2

√
x+ 4 4

√
x+ C]

2.

∫
x cos(πx2) dx [

sin(π x2)
2π

+ C]

3.

∫
3x2(x3 + 1)π dx [

(x+1)(x2−x+1)(x3+1)π

π+1
+ C =

(x3+1)π+1

π+1
+ C]

4.

∫
cos4 x sinx dx [− 1

5
(cosx)5 + C]

5.

∫
sin4 x cosx dx [ 1

5
(sinx)5 + C]

6.

∫
cos
√
x√

x
dx [2 sin

(√
x
)

+ C]

7.

∫
x2

1 + x2
dx [x− arctg x+ C]

8.

∫ √
x− 2

3
√
x2 + 1

4
√
x

dx [ 4
5
x

5
4 − 24

17
x

17
12 + 4

3
x

3
4 + C]

9.

∫
(2x + 3x) dx [

2x ln(3)+3x ln(2)
ln(2) ln(3)

+ C]

10.

∫
max{3, 2x4} dx (Pozor na spojitost primitivńı funkce!) [TODO]

11.

∫
min{x3, x} dx (Pozor na spojitost primitivńı funkce!) [TODO]

12.

∫ √
1− sin2 x dx (Pozor na spojitost primitivńı funkce!) [TODO]
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13.

∫
max{1, x} dx (Pozor na spojitost primitivńı funkce!) [x+ C, x

2

2
+D, C = − 1

2
+D]

14.

∫
tgh 2x dx [x− tghx+ C]

15.

∫
cotgh 2x dx [x− cotghx+ C]

16.

∫
cotg 2x dx [−cotg x− x+ C]

17.

∫
x(1− x2)6 dx [− 1

14
(1− x2)7 + C]

18.

∫
sin5 x cosx dx [ 1

6
(sin (x))6 + C]

19.

∫
dx

ex + e−x
[arctg ex + C]

20.

∫
dx

x(lnx+ 3)
[ln (ln (x) + 3) + C]

21.

∫
arctg x

x2 + 1
dx [ 1

2
(arctg (x))2 + C]

22.

∫
cos4 x dx [ 1

4
(cos (x))3 sin (x) + 3

8
cos (x) sin (x) + 3

8
x+ C]

23.

∫
cos3 x dx [ 1

3
(cos (x))2 sin (x) + 2

3
sin (x) + C]

24.

∫
sin6 x dx [− 1

6
(sin (x))5 cos (x)− 5

24
(sin (x))3 cos (x)− 5

16
cos (x) sin (x) + 5

16
x+ C]

25.

∫ √
x lnx dx [ 2

3
x3/2 ln (x)− 4

9
x3/2 + C]

26.

∫
arctg x dx [x arctg x− 1

2
ln
(
1 + x2

)
+ C]

27.

∫
x arctg x dx [ 1

2
x2arctg x− 1

2
x+ 1

2
arctg x+ C]

28.

∫
dx√

1− 3x2
[
√
3

3
arcsin

(√
3x
)

+ C]

29.

∫
dx√

7 + x− x2
[arcsin

(
2
√

29
29

(
x− 1

2

))
+ C]

30.

∫
5x+ 1√
3− x2

dx [−5
√

3− x2 + arcsin
(√

3
3
x
)

+ C]

31.

∫ √
5 + x− x2 dx [− 1

4
(1− 2x)

√
5 + x− x2 + 21

8
arcsin

(
2
√
21

21

(
x− 1

2

))
+ C]

32.

∫
x2 + 5x

x2 − 1
dx [x+ 3 ln (x− 1) + 2 ln (x+ 1) + C]
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33.

∫
tg x dx [− ln (cos (x)) + C]

34.

∫
ln2 x

x2
dx [− (ln(x))2

x
− 2

ln(x)
x
− 2x−1 + C]

35.

∫
x√

1− x2
dx [−

√
1− x2 + C]

36.

∫
cos5 x

√
sinx dx [ 2

231
(sin (x))3/2

(
32 + 21 (cos (x))4 + 24 (cos (x))2

)
+ C]

37.

∫
cos 3x

2 + sin 3x
dx [ 1

3
ln (2 + sin (3x)) + C]

38. Nalezněte f(x), znáte-li: f ′′(x) = cos x, f ′(0) = 1, f(0) = 2. [f(x) = x− cosx+ 3]

39.

∫
(1− x)3

x 3
√
x

dx [3x−1/3(−1− 3
2
x+ 3

5
x2 + 1

8
x3) + C]

40.

∫
e3x + 1

ex + 1
dx [ e

2x

2
− ex + x+ C]

41.

∫
(x+ |x|)2 dx [ 2

3
(x3 + |x3|) + C]

42.

∫
x

(x2 − 1)3/2
dx [− 1√

x2−1
+ C]

43.

∫
x

4 + x4
dx [ 1

4
arctg x2

2
+ C]

44.

∫
sinx√
cos3 x

dx [ 2√
cos x

+ C]

45.

∫
xe−x

2

dx [− 1
2
e−x

2
+ C]

46.

∫
ln2 x

x
dx [ ln

3 x
3

+ C]

47.

∫
lnx

x
√

1 + ln x
dx [ 2

3

√
1 + lnx(lnx− 2) + C]

48.

∫
1

sin2 x(1 + tg x)
dx [ln |1 + cotg x| − cotg x+ C]

49.

∫
sinx cos3 x

1 + cos2 x
dx [− 1

2
cos2 x+ 1

2
ln(1 + cos2 x) + C]

50.

∫ √
x ln2 x dx [ 2

27
x3/2(9 ln2 x− 12 lnx+ 8) + C]

51.

∫
x sinhx dx [x coshx− sinhx+ C]

52.

∫
x2 arccosx dx [ 1

3
x3 arccosx+ 1

9
(1− x2)3/2 − 1

3
(1− x2)1/2 + C]
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53.

∫
arctg

√
x dx [xarctg

√
x+ arctg

√
x−
√
x+ C]

54.

∫
ln sinx

sin2 x
dx [−cotg x ln sinx− cotg x− x+ C]

55.

∫
xe−x dx [−xe−x − e−x + C]

56.

∫
x2e−x dx [−e−x(x2 + 2x+ 2) + C]

57.

∫
x2

√
1− x

dx [−2x2(1− x)1/2 − 8
3
x(1− x)3/2 − 16

15
(1− x)5/2 + C]

58.

∫
x ln
√
x dx [ 1

4
x2 lnx− 1

8
x2 + C]

59.

∫
ln(x+ 1)√
x+ 1

dx [2
√
x+ 1 ln(x+ 1)− 4

√
x+ 1 + C]

60.

∫
ln2 x dx [x ln2 x− 2x lnx+ 2x+ C]

61.

∫
x33x dx [3x( x

3

ln 3
− 3x2

ln2 3
+ 6x

ln3 3
− 6

ln4 3
) + C]

62.

∫
x3 sinx2 dx [− 1

2
x2 cosx2 + 1

2
sinx2 + C]

63.

∫
ln(1 + x2) dx [x ln(1 + x2)− 2x+ 2arctg x+ C]

64.

∫
cotg (π − x) dx [− ln|sin(x)|+ C]

65.

∫
cotg x ln sinx dx [ 1

2
(ln sinx)2 + C]

66.

∫
1

cos2 x(9 + tg 2x)
dx [ 1

3
arctg ( 1

3
tg x) + C]

67.

∫
1

cos2 x
√

9− tg 2x
dx [arcsin

(
1
3

tg x
)

+ C]

68.

∫
x2

√
4− x2

dx [2 arcsin(x
2

)− 1
2
x
√

4− x2 + C]

69.

∫
x

(1− x2)3/2
dx [ 1√

1−x2
+ C]

70.

∫
x
√

4− x2 dx [− 1
3

(4− x2)3/2 + C]

71.

∫
dx

x
√
a2 − x2

[ 1
a

ln
∣∣∣a−√a2−x2x

∣∣∣+ C]
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72.

∫
dx

x2
√
a2 + x2

[− 1
a2x

√
a2 + x2 + C]

73.

∫
dx

ex
√
e2x − 9

[ 1
9
e−x
√
e2x − 9 + C]

74.

∫
x
√

6x− x2 − 8 dx [− 1
3

(6x− x2 − 8)3/2 + 3
2

arcsin(x− 3) + 3
2

√
6x− x2 − 8 + C]

75.

∫
x

(x2 + 2x+ 5)2
dx [ x2+x

8(x2+2x+5)
− 1

16
arctg

(
x+1
2

)
+ C]

76.

∫
x+ 3√

x2 + 4x+ 13
dx [

√
x2 + 4x+ 13 + ln(x+ 2 +

√
x2 + 4x+ 13) + C]

77.

∫ √
6x− x2 − 8 dx [ 1

2
(x− 3)

√
6x− x2 − 8 + 1

2
arcsin(x− 3) + C]

78.

∫
x2 arcsinx dx [ 1

3
x3 arcsinx+ 1

3
(1− x2)1/2 − 1

9
(1− x2)3/2 + C]

79.

∫
3√

2− 3x− 4x2
dx [ 3

2
arcsin

(
8x+3√

41

)
+ C]

80.

∫
x2

√
3− 2x− x2

dx [− 1
2
x
√

3− 2x− x2 + 3
2

√
3− 2x− x2 + 3 arcsin

(
x+1
x

)
+ C]

81.

∫
arctg(lnx)

x
dx [lnx arctg lnx− 1

2
ln(ln2 x+ 1) + C]

82.

∫ √
1 + x2

(1− x4) arcsinx
dx [2

√
arcsinx+ C]

83.

∫
arctg

√
x2 − 1 dx [x arctg

√
x2 − 1− argcoshx+ C]

84.

∫
cosx sin5(x) dx [ 1

6
sin6(x) + C]

85.

∫
tg x+ cotg x

sin(2x)
dx [−cotg (2x) + C]

86. Nalezněte všechny funkce, které maj́ı tu vlastnost, že f ′′(x) = ex + 1.

[f(x) = ex + Cx+D + 1
2
x2]

87.

∫
x2x

2+1 dx [2x
2
/ ln 2 + C]

88. Nalezněte primitivńı funkci k funkci f(x) =
x

4 + x4
. [ 1

4
arctg ( 1

2
x2) + C]

89. Nalezněte všechny funkce f , které maj́ı tu vlastnost, že f ′′(x) = ex +
1

x2
.

[ f(x) = ex + Cx+D − lnx]

90. Nalezněte f(x), znáte-li f ′(x) = 2x− 1; f(3) = 4 . [x2 − x− 2]
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91. Nalezněte f(x), znáte-li f ′′(x) = cos x; f ′(0) = 1; f(0) = 2 . [x− cosx+ 3]

92. Nalezněte f(x), znáte-li f ′′(x) = 6x− 2; f ′(0) = 1; f(0) = 2 . [x3 − x2 + x+ 2]

93. Nalezněte f(x), znáte-li f ′′(x) = 2x− 3; f(2) = −1; f(0) = 3 . [x
3

3
− 3x2

2
− x

3
+ 3]

94.

∫
t

(4t2 + 9)2
dt [− 1

8(4t2+9)
+ C]

95.

∫
x−

1
2 sin(x

1
2 ) dx [−2 cos(x1/2) + C]

96.

∫
sin2 3x dx [ 1

2
x− 1

12
sin 6x+ C]

97.

∫ √
x

1 + x
√
x

dx [ 2
3

ln |1 + x
√
x|+ C]

98.

∫
e

1
x

x2
dx [−e

1
x + C]

99.

∫
log2 x

3

x
dx [ 3

ln 4
(lnx)2 + C]

100.

∫
cos2 x2 + ln2 x2 + sin2 x2

x
dx [ln |x|+ 4

3
ln3 |x|+ C]
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6 Určité Integrály

Zkouškové př́ıklady

1.

1∫
−1

2x(x2 + 1) dx [0]

2.

√
3∫

0

2x2 + 1√
3− x2

dx [2π]

3.

1∫
−1

√
3− x2 dx [

√
2 + 3 arcsin

√
3

3
]

4.

2∫
1

6x2 − 2

x3 − x+ 1
dx [2 ln 7]

5.

1∫
0

arccosx dx [1]

6.

2π∫
0

x2 cosx dx [4π]

7.

√
3∫

0

xarctg x dx [ 2
3
π −

√
3

2
]

8.

√
3/2∫

0

x5

√
1− x2

dx [ 53
480

]

9.

1∫
−1

r

(1 + r2)4
dr [0]

10.

a∫
0

y
√
a2 − y2 dy [ 1

3
|a|3]

11.

0∫
−a

y2(1− y3

a3
)−2 dy [a

3

6
]

12.

1∫
0

x+ 3√
x+ 1

dx [ 16
3

√
2− 14

3
]
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13.

0∫
−1

x3(x2 + 1)6 dx [− 769
112

]

14.

π
2∫

0

sin3 x cosx dx [ 1
4

]

15.

2π∫
0

cos2 x dx [π]

16.

1∫
0

ln(x+ 1)

x+ 1
dx [ 1

2
(ln 2)2]

17.

ln 2∫
0

ex

ex + 1
dx [ln 3

2
]

18.

2∫
1

2−x dx [ 1
4 ln 2

]

19.

100∫
10

dx

x log10 x
[ln 2 ln 10]

20.

1∫
0

x101+x2 dx [ 45
ln 10

]

21.

ln π
4∫

0

ex
1

cos ex
dx [ln

(
(1 +

√
2)( 1

cos 1
+ π

4
)
)

]

22.

5∫
0

dx

25 + x2
[ π
20

]

23.

3/2∫
0

dx

9 + 4x2
[ π
24

]

24.

−2∫
−3

dx√
4− (x+ 3)2

[π
6

]

25.

ln 2∫
0

ex

1 + e2x
dx [arctg 2− π

4
]
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26.

π∫
0

cos4 x dx [ 3
8
π]

27.

2π∫
0

sin3 x cosx dx [0]

28.

3
2
π∫

0

cos2 x dx [ 3
4
π]

29.

8∫
3

lnx

x
dx [− 1

2
ln2 (3) + 9

2
ln2 (2)]

30.

ln 2∫
0

ex dx [1]

31.

1∫
0

ex(ex + 1)
1
5 dx [ 5

6
[(e+ 1)

6
5 − 2

6
5 ]]

32.

3/4π∫
π/4

cotg x dx [0]

33.

π/8∫
0

1

cos(2x)
dx [− 1

4
ln (2) + 1

2
ln
(

2 +
√

2
)

]

34.

1∫
−2

x√
x2 + 1

dx [−
√

5 +
√

2]

35.

√
2∫

1

x(x2 − 1)7 dx [ 1
16

]

36.

1∫
−1

y(y + 1)
1
2 dy [ 4

15

√
2]

37.

1∫
0

3x2(x3 + 1) dx [ 3
2

]

38.

1∫
0

t2(1− t3)8 dt [ 1
27

]
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39.

1∫
0

r

(1 + r2)4
dr [ 7

48
]

40.

2π∫
0

sin |x− π| dx [4]

41.

1∫
0

x arctg x dx [π
4
− 1

2
]

42.

π∫
0

sin(x+ π) dx [-2]

43.

1∫
0

ln(x+ 1) dx [2 ln 2− 1]
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7 Aplikace integrál̊u

Rozcvička

V této krátké části jsou př́ıklady, které pro svou vyšš́ı náročnost nebudou ve zkouškové ṕısemce,
a tud́ıž nejsou č́ıslovány.

• Spočtěte povrch toru (duše) x2 + (y − b)2 = a2; b ≥ a [4π2ab]

Zkouškové př́ıklady

7.1 Výpočet plochy

1. Necht’ je dána funkce f(x) = sin(x) cos
(x

2

)
na intervalu [−π, π]. Jaká je plocha pod touto

funkćı na intervalu [0, π] ? [ 4
3

]

2. Spočtěte plochu mezi osou x a grafem funkce f(x) = 2 + x3;x ∈ [0, 1]. [ 9
4

]

3. Spočtěte plochu mezi osou x a grafem funkce f(x) = (2x2 + 1)2;x ∈ [0, 1]. [ 47
15

]

4. Spočtěte plochu mezi osou x a grafem funkce f(x) = sinx;x ∈
[1

3
π,

1

2
π
]
. [ 1

2
]

5. Spočtěte plochu mezi osou x a grafem funkce f(x) = x
√

2x2 + 1;x ∈ [0, 2]. [ 13
3

]

6. Spočtěte plochu mezi osou x a grafem funkce f(x) = x−3(1 + x−2)−3;x ∈ [1, 2]. [ 39
400

]

7. Spočtěte plochu sevřenou mezi grafy y =
√
x a y = x2. [ 1

3
]

8. Spočtěte plochu sevřenou mezi grafy y = x2 a y = 4x− 3. [ 4
3

]

9. Spočtěte plochu sevřenou mezi grafy y = x a x3 − 10y2 = 0. [10]

10. Spočtěte plochu sevřenou mezi grafy y = x, y = 2x a y = 4. [4]

11. Spočtěte plochu sevřenou mezi grafy y = cosx a y = 4x2 − π2. [2 + 2
3
π3]

12. Spočtěte plochu sevřenou mezi grafy y = cos2(πx) a y = sin2(πx) pro x ∈ [0, 1
4
]. [ 1

2π
]

13. Spočtěte plochu sevřenou mezi grafy y = 2x, y = 2 a x = 0. [2− 1
ln 2

]

14. Spočtěte plochu sevřenou mezi grafy y = (x+ 1)2 a x = sin(πy) pro y ∈ [0, 1]. [ 1
3

+ 2
π

]

15. Spočtěte plochu sevřenou mezi grafy y = x a y = x+ sin2 x pro x ∈ [0, π]. [π
2

]

7.2 Výpočet těžǐstě

16. Určete souřadnice těžǐstě oblasti vymezené grafy y =
√
x2(1− x2) a y = 0.

[x̄ = 3
16
π, ȳ = 1

5
]

17. Určete souřadnice těžǐstě oblasti vymezené grafy y = 4
x2

a y = 0 pro x ∈ [1, 3].

[x̄ = 3
2

ln 3, ȳ = 26
27

]

18. Určete souřadnice těžǐstě oblasti vymezené grafy y = 1 + x4 a y = 0 pro x ∈ [0, 1].

[x̄ = 5
9
, ȳ = 17

27
]
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19. Určete souřadnice těžǐstě oblasti vymezené grafy y =
√

1− x2 a y = 0 pro x ∈ [−1, 0].

[x̄ = − 4
3π
, ȳ = 4

3π
]

7.3 Výpočet délky grafu funkce

20. Jaká je délka grafu funkce f(x) =
√
x(1− x) ? [π

2
]

21. Pomoćı funkce f(x) =
√
R2 − x2 a integrálńıho počtu spoč́ıtejte obvod kruhu o poloměru

R.

22. Spočtěte délku křivky f(x) = x
√
x, x ∈ [0, 4]. [ 80

27

√
10− 8

27
]

23. Spočtěte délku grafu y = a cosh
(
x
a

)
, kde x ∈ [0, b]. [a sinh b

a
]

24. Spočtěte délku grafu x = 1
4
y2 − 1

2
ln y, kde y ∈ [1, e]. [ e

2+1
4

]

25. Spočtěte délku grafu y = a ln a2

a2−x2 , kde x ∈ [0, b] a b < a. [a ln a+b
a−b − b]

26. Spočtěte délku grafu y = ln cos x, kde x ∈ [0, a] a a < π
2
. [ln | tan(π

4
+ a

2
)|]

27. Spočtěte délku grafu y = 2a ln
√
a+
√
x√

a−
√
x
− 4
√
ax, kde x ∈ [0, b] a b > 0. [2a ln a

a−b − b]

28. Spočtěte délku grafu x = a ln
a+
√
a2−y2
y

−
√
a2 − y2, kde y ∈ [b, a] a 0 < b < a. [a ln a

b
]

7.4 Výpočet objemu rotačńıho tělesa

29. Spoč́ıtejte objem rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı oblasti ohraničené y = 2x− x2 a
y = 0 kolem osy x. [ 16

15
π]

30. Spočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı plochy sevřené grafy y = x2 a y = 9 okolo osy
x. [ 1944

5
π]

31. Spočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı plochy sevřené grafy y = x3, xy = 10 a y = 1
okolo osy x. [

(
80
7

10
3
4 − 134

7

)
π]

32. Spočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı plochy sevřené grafy y =
√

4− x2 a y = 0
okolo osy x. [ 32

3
π]

33. Spočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı plochy sevřené grafy y = x a y = 2x − x3

okolo osy x. [ 12
35
π]

34. Spočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı plochy sevřené grafy y = 1
1+x2

, y = 0 a
x ∈ [−1, 1] okolo osy x. [π

4
(π + 2)]

35. Spočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı plochy sevřené grafy y = cosx, y = 2 cos x,
x ∈ [−π

2
, π

2
] okolo osy x. [ 3

2
π2]

36. Spočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı plochy sevřené grafy y = ex−1, y = 2 a x = 0
okolo osy x. [π ln 3]

37. Spočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı plochy sevřené grafy x = y3, x = 8, y = 0
okolo osy y. [ 768

7
π]
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38. Spočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı plochy sevřené grafy y =
√
x a y = x3 okolo

osy y. [ 2
5
π]

39. Spočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı plochy sevřené grafy x = y2 a x = 2 − y2

okolo osy y. [ 10
3
π]

40. Spočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı plochy sevřené grafy y3− y = x a x = 0 okolo
osy y. [ 16

105
π]

41. Spočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı plochy sevřené grafy y = cosx, y = 2 cos x,
x ∈ [−π

2
, π

2
] okolo osy x. [ 3

2
π2]

42. Spočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı plochy sevřené grafy y = cosx, y = 2 cos x,
x ∈ [0, π

2
] okolo osy y. [π2 − 2π]

7.5 Výpočet povrchu rotačńıho tělesa

43. Pomoćı funkce f(x) =
√
R2 − x2 a integrálńıho počtu spoč́ıtejte objem a povrch koule o

poloměru R. [V = 4
3
πR3, P = 4πR2.]

44. Pomoćı integrálńıho počtu a vhodně zvolené funkce spoč́ıtejte objem a povrch pláště
kužele o výšce a a poloměru podstavy r. [V = πr2v

3
, P = πr

√
v2 + r2]

45. Spočtěte povrch rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı grafu y = sinx a x ∈ [0, π] okolo
osy x. [2π(

√
2 + ln(1 +

√
2))]

46. Spočtěte povrch rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı grafu y = 1
x
, x ∈ [1

2
, 2] okolo osy x.

[ 3
8

√
17 + ln 2 + 1

2
ln 4+

√
17

1+
√

17
]

47. Spočtěte povrch rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı grafu y = ex a x ∈ [− ln 2, ln 2]
okolo osy x. [π( 7

4

√
5 + ln 4+2

√
5

1+
√
5

)]

48. Spočtěte povrch rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı grafu y2 + 4x = 2 ln y, y ∈ [1, 2]
okolo osy y. [ π

16
(4 ln2 2 + 16 ln 2− 27]

49. Spočtěte povrch rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı grafu y = a cos πx
2b

, x ∈ [−b, b] okolo

osy x. [2a
√
π2a2 + 4b2 + 8

π
b2 ln

πa+
√
π2a2+4b2

2b
]

50. Spočtěte povrch rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı grafu y2 = 2px, x ∈ [0, b] okolo osy
x. [ 2

3
π((2b+ p)

√
2bp+ p2 − p2)]

51. Spočtěte povrch rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı grafu y2 = 2px, x ∈ [0, b] okolo osy
y. [π

4

(
(p+ 4b)

√
2b(p+ 2b)− p2 ln

√
2b+
√
p+2b√
p

)
]

52. Spočtěte povrch rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı grafu y = coshx, x ∈ [0, ln 2] okolo
osy x.
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