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Ukazkova uloha Piehled pfesnych feseni Presné feseni v R4 Pachatelé
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Ukazkova uloha Piehled pfesnych feseni Presné feseni v R4 Pachatelé

Matematické modelovani dvoufazovéeho
proudéni v poréznim prostredi

@ faze: voda, plyn, NAPL
(Non-Aqueous Phase Liquid)
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Colorado School of Mines]
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Ukazkova uloha Prehled pfesnych feseni Presné feseni v R4 Pachatelé

Rovnice dvoufazového proudéni v R?

@ Rovnice kontinuity pro fazi « = w, n:

a(¢PaSa) . S\
T"'v (,Docva)—Fa
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Rovnice dvoufazového proudéni v R?

@ Rovnice kontinuity pro fazi « = w, n:

a(¢PaSa) . -\
T"'v (pava)—Fa

@ Darcyho zakon fazi a = w, n:
To = _)‘aK(VPa - Pag)

) 7/43




Ukazkova uloha Prehled presnych feseni Piesné feseni v RY

Rovnice dvoufazového proudéni v R?

@ Rovnice kontinuity pro fazi « = w, n:

8(¢Pasa) . -\
T+v (pava)—Fa

@ Darcyho zakon fazi a = w, n:
To = _)‘aK(VPa - Pag)

@ Bilance saturace
Sw+ S, =1

Pachatelé

) 7/43




Rovnice dvoufazového proudéni v R?
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Rovnice dvoufazového proudéni v R?

@ Rovnice kontinuity pro fazi « = w, n:
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Rovnice dvoufazového proudéni v R?

@ Rovnice kontinuity pro fazi « = w, n:

8(¢P<xsa) -\
o + V- (pata) = Fa

@ Darcyho zakon fazi « = w, n:
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@ Bilance saturace
Sw+ S, =1
@ Kapilarni tlak
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@ Rovnice kontinuity pro fazi « = w, n:

8(¢Pa Sw)
ot

@ Darcyho zakon fazi « = w, n:
To = _)‘aK(Vpa - Paé_f)

+v(paﬁa):Fa

@ Bilance saturace
Sw+ S, =1
@ Kapilarni tlak
Pe = Pn — Pw = Pe(Sw)
(pouzivaji se empirické modely zavislosti na saturaci)

@ Predpoklady pro nékteré z uvedenych veli€in:
Sa = Sa(t,@) — saturace faze o = w,n
— diferencovatelna funkce v éase vz € O C R¢
— po &astech hladké funkce v prostoru vz € Q C R?
— rozmér: [1]
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Rovnice dvoufazového proudéni v R?

@ Rovnice kontinuity pro fazi « = w, n:

8(¢Pasa) . -\
T+v (pava)—Fa

@ Darcyho zakon fazi « = w, n:
Vo = _)\uK(Vpa - pag)
@ Bilance saturace
Sw+ S, =1
@ Kapilarni tlak
Pec =Pn —Pw = pc(Sw)
(pouzivaji se empirické modely zavislosti na saturaci)

@ Predpoklady pro nékteré z uvedenych veli¢in:
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— diferencovatelna funkce VS, € [0,1]
— rozmér: [kg™ ms?
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Rovnice dvoufazového proudéni v R?

@ Rovnice kontinuity pro fazi « = w, n:

8(¢Pasa) N
T + v (poﬂJa) - Fa
@ Darcyho zakon fazi « = w, n:
Fa = _)\aK(Vpa - pag)

@ Bilance saturace
Sw+ S, =1
@ Kapilarni tlak
Pe = Pn — Pw = Pe(Sw)
(pouzivaji se empirické modely zavislosti na saturaci)

@ Predpoklady pro nékteré z uvedenych veli¢in:
U = Ua(t,&) — Darcyho rychlost faze a = w,n
— vektorova funkce V¢ > 0 a V& € Q C R?
— patfi do prostoru H (div, 2)
— rozmér: [ms~ 1%
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Ukazkova tloha

Ukazkova uloha: Definice
Uloha dvoufazového proudéni bez gravitace a kapilarity v R

oS af(s)
¢8t tu ox =0
kde z € [0, L], t € (0,T)
A
14
0 T }1'
0 L

Obrazek: Oblast [0, L].
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Ukazkova tloha

Ukazkova uloha: Definice
Uloha dvoufazového proudéni bez gravitace a kapilarity v R

oS af(s)
¢E+“ or =0
kde z € [0,L],t € (0,T) a:
Sy
@ S ...saturace vody (S := S.,) 17
0 T -
0 L

Obrazek: Oblast [0, L].

) 9743




Ukazkova tloha

Ukazkova uloha: Definice
Uloha dvoufazového proudéni bez gravitace a kapilarity v R

oS af(S)
= =0
¢ ot tu ox
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@ S ...saturace vody (S := S.,) L
0.8 F :
@ f...frakcni tokova funkce g 0
E 0.6 s
=
< 04 .
=
5
£ 02 :
=
=
0 L L | L | L | L
0 02 04 06 08 1
Water saturation S[—]
Obrazek: Funkce f(S) = —wld)

Aw (8)+An (S)

) 9743




Ukazkova tloha

Ukazkova uloha: Definice
Uloha dvoufazového proudéni bez gravitace a kapilarity v R
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g =0
¢ ot tu ox
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Ukazkova uloha: Definice
Uloha dvoufazového proudéni bez gravitace a kapilarity v R

V.

oS af(S
¢E +u J;(x ) =0
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0
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Ukazkova uloha: Definice
Uloha dvoufazového proudéni bez gravitace a kapilarity v R

oS af(S)
= =0
¢ ot tu ox
kde z € [0,L],t € (0,T) a:
S
@ S ...saturace vody (S := S.,) 17
@ f...frakcni tokova funkce +.50
@ ¢ ...porozita
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-Sl
S(O, SL’) = Si' )
0 T -
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S(t,0) =Sy, S, L)=S5;. Obrazek: Oblast [0, L].
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Ukazkova uloha: Diskretizace MKD

Casové explicitni metoda koneénych diferenci (MKD):

5
14

Obrazek: Spoijité reSeni.
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Ukazkova uloha: Diskretizace MKD

Casové explicitni metoda koneénych diferenci (MKD):

@ Prostorova diskretizace [0, L]:
x¢ = Lh, 1

kdeh=2%L ¢=0,1,...,n

0 L

Obrazek: Diskrétni aproximace.
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Ukazkova uloha: Diskretizace MKD

Casové explicitni metoda koneénych diferenci (MKD):
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kdeh=2%L ¢=0,1,...,n

0 Te—1 Ty T+l L
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Ukazkova uloha: Diskretizace MKD
Casové explicitni metoda koneénych diferenci (MKD):
@ Prostorova diskretizace [0, L]:
x¢ = th, 1
kdeh=2%L ¢=0,1,...,n ‘
@ Casova diskretizace [0, T:
te = kT,

kder=ZL,k=0,1,....m

@ Diskrétni aproximace derivaci:

0-4
9S(tx, wr) ~ Sf“ — Séc 0 Te—1 Ty T L
ot T
OS(tk, o) _ St —Sia (centrélni diference) Obréazek: Diskrétni aproximace.

ox 2h
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Ukazkova uloha: Numerické schéma

Uloha dvoufazového proudéni bez gravitace a kapilarity v R

oS af(9S)
¢E tu Ox

:O7

S(t,0) = So, S(t,L) = ;.
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Ukazkova uloha: Numerické schéma

Uloha dvoufazového proudéni bez gravitace a kapilarity v R

as  af(s)

¢E tu or 0,
S(t,0) = So, S(t,L) = S;.
Numerické schéma:
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Ukazkova uloha: Numerické schéma

Uloha dvoufazového proudéni bez gravitace a kapilarity v R

oS af(9)
¢E tu ox

:O7

S(t,0) = So, S(t,L) = ;.

Numerické schéma:
Sh+l _ gk
¢ £ £ +u = 03
T

Sé: = 507 SS = Si'
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Ukazkova uloha: Pokus 1

Aproximace derivace: s t=1000 s
_ So=1 -4 n=25 uzla
Of(S) _ df (SF) Sk — Sy
0z ds 2h

(centralni diference)

x [m)

0 0 I
Poznamka:
t=1000 s
0f(S) _ df(S)as n=50 wzld
ox ds oz
(fetézové pravidlo)
x [m]
0 *
0 1
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Ukazkova uloha: Pokus 1

Aproximace derivace: s t=1000 s
_ So=1 -4 n=25 uzla
Of(S) _ df (SF) Sk — Sy
0z ds 2h

(centralni diference)

x [m)

0 0 I
Poznamka:
— t=1000 s
0f(S) _ df(S)as n=200 uzli
ox ds Oz
(fetézové pravidlo)
x [m]
0 *
0 1
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Ukazkova tloha

Ukazkova uloha: Pokus 2

Stabilizace pomoci umélé
vazkosti:

as  af(s) 98
TR ]

Aproximace derivace:

Of(8) _df (S¢) ks = Sy

ox ds 2h
S SEa — 25+ 87,
dx2 "~ h?

(centralni diference + stabilizace)

€ ...umeéla vazkost (mald)

S

So=1 -8

t=1000 s
n=25 uzlu
e=10"

t=1000 s
n=100 uzlu
e=10"1
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Ukazkova uloha: Pokus 2

Stabilizace pomoci umélé
vazkosti:

as  af(s) 98
TR ]

Aproximace derivace:

Of(8) _df (S¢) ks = Sy

ox ds 2h
S SEa — 25+ 87,
dx2 "~ h?

(centralni diference + stabilizace)

€ ...umeéla vazkost (mald)

S
So=1 -

t=1000 s
n=25 uzlu
e=10"°

x [m)

(=]

So=1 -8

*
1

t=1000 s
n=100 uzlu
e=10"°
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Ukazkova uloha: Pokus 2

Stabilizace pomoci umélé
vazkosti:

as  af(s) 98
TR ]

Aproximace derivace:

Of(8) _df (S¢) ks = Sy

ox ds 2h
S SEa — 25+ 87,
dx2 "~ h?

(centralni diference + stabilizace)

€ ...umeéla vazkost (mald)

S
So=1 4

t=1000 s
n=25 uzlu
e=10"6

x [m)

(=]

So=1 -4

*
1

t=1000 s
n=100 uzlu
e=10"6
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Motivace Ukazkova uloha Piehled pfesnych feseni Presné feseni v R4 Pachatelé

Ukazkova uloha: Pokus 3

Aproximace derivace: s t=1000 s

So=1 -4 n=25 uzlu

of(S) _ df(Sy) Sk —Si,
or  dS h

(upwind diference)

x [m)
0 ¢
0 1
S t=1000 s
Sp=1 n=100 uzla
z [m)
0 ¢
0 1
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Motivace Prehled pfesnych feseni Presné feseni v R4 Pachatelé
4 7 7 .
Ukazkova uloha: Pokus 4

Aproximace derivace: s t=1000 s
So=1 4 n=25 uzlu
01(8) _ F(Skur) ~ F (SE)
ox 2h

(centralni diference)

x [m)
0 *
0 1
g t=1000 s
So=1 n=100 uzla
z [m)
0 *
0 1
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Ukazkova tloha

Ukazkova uloha: Pokus 5

Vanishing viscosity stabilization: P t=1000 s
So=1 4 n=25 uzla

e=10"*

as  af(s) %S
T

Aproximace derivace:

of(S) _f(Sia) —F(SEy)

or 2h 0 i !

028 Sﬁl — 2SéC + Séﬂl

92 h2 s t=1000 s
So=1 -9 n=100 uzla

(centralni diference + stabilizace) e — 104
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Ukazkova uloha: Pokus 5

Vanishing viscosity stabilization:

as  af(s) %S
T

Aproximace derivace:

of(S) _f(Sia) —F(SEy)

or 2h
S Si — 25+ 87,
oz h2

(centralni diference + stabilizace)

S t=1000 s
So=1 - n=25 uzla
e=107°
x [m)
0 *
0 1
S t=1000 s
So=1 - n=100 uzlu
e=107°
x [m]
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Ukazkova uloha: Pokus 5

Vanishing viscosity stabilization:

as  af(s) %S
T

Aproximace derivace:

of(S) _f(Sia) —F(SEy)

or 2h
S Si — 25+ 87,
oz h2

(centralni diference + stabilizace)

S t=1000 s
So=1 - n=25 uzla
e=107°
x [m)
0 *
0 1
S t=1000 s
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Motivace Prehled pfesnych feseni Presné feseni v R4 Pachatelé
4 7 7 .
Ukazkova uloha: Pokus 6

Aproximace derivace: s t=1000 s
So=1 n=25 uzlu
of(S) _ f(S¢) = f(Siy)
oz h

(upwind diference)

x [m)
0 *
0 1
g t=1000 s
So=1 - n=100 uzla
z [m)
0 *
0 1
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Motivace Ukazkova uloha Prehled presnych feseni Pfesné feseni v R? Pachatelé

Ukazkova uloha: Shrnuti

t= 1000 s
n=25 uzlu

t= 1000 s
n=25 uzlu

1: centralni
2: centralni stab.
3: upwind

4: centralni

5: centralni stab.
6: upwind
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Ukazkova uloha: Shrnuti

t= 1000 s
n=>50 uzlu

t= 1000 s
n=>50 uzlu

1: centralni
2: centralni stab.
3: upwind

4: centralni

5: centralni stab.
6: upwind
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Motivace Prehled pfesnych feseni Presné feseni v R4 Pachatelé
4 7 7 . r
Ukazkova uloha: Shrnuti

t= 1000 s
n=100 uzlu

t= 1000 s
n=100 uzlu

4: centralni
5: centralni stab.
6: upwind

1: centralni
2: centralni stab.
3: upwind
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Motivace

Ukazkova tloha

Prehled pfesnych feseni

PFesné Feseni v RY

Ukazkova uloha: Shrnuti

Pachatelé

t= 1000 s
n=200 uzlu

1: centralni

2: centralni stab.

3: upwind

t= 1000 s
n=200 uzlu

4: centralni
5: centralni stab.
6: upwind
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Motivace Prehled pfesnych feseni Presné feseni v R4 Pachatelé
4 7 7 . r
Ukazkova uloha: Shrnuti

t= 1000 s s t= 1000 s
n=200 uzla So=1 K n=200 uzlu
1: centralni 4: centralni
2: centralni stab. 5: centralni stab.
3: upwind 6: upwind
\ \
\ \
AN N
Se o z [m] Se x [m)
—=— 01 = *
1 0 1
Co s tim?
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Piehled pfesnych feseni

Uvod

Ukazkova uloha dvoufazového proudéni

Prehled presnych reseni

Presné feSeni v R? (a ukol pro SSM)

Pachatelé
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Prehled presnych reseni

Pfesna feSeni pro homogenni porézni prostredi:
1. S. E. Buckley a M. C. Leverett (1942)

2. D. B. McWhorter a D. K. Sunada (1990)

3. R. Fucik, T. H. lllangasekare, a M. Benes (2016)
Pfesna feseni pro heterogenni porézni prostredi:

4. C. J. van Duijn a M. J. de Neef (1996)

5. R. Fucik, J. MikysSka, M. Benes, a T. H. lllangasekare (2008)
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Prehled presnych reseni

Pfesna feSeni pro homogenni porézni prostredi:
1. S. E. Buckley a M. C. Leverett (1942)

2. D. B. McWhorter a D. K. Sunada (1990)

3. R. Fucik, T. H. lllangasekare, a M. Benes (2016)
Pfesna feseni pro heterogenni porézni prostredi:

4. C. J. van Duijn a M. J. de Neef (1996)

5. R. Fucik, J. MikysSka, M. Benes, a T. H. lllangasekare (2008)
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Buckleyho and Leverettovo analytickeé reseni

Rovnice v R*: 55 95(S)
- =0
T
@ jednorozmérné oblast N
@ homogenni porézni prostfedi 14
@ bez gravitace, bez kapilarity +So
@ metoda charakteristik
@ u=u(t)
v 7 v ’ s u
@ pocatecni podminka: —>
S;
S(O, {E) = Si ¢
@ okrajova podminka: 0 -~
0 +00

S(t, 0) =50
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Buckleyho and Leverettovo analytickeé reseni

Rovnice v R*: 55 95(S)
¢E +u 9 0
@ jednorozmérna oblast
@ homogenni porézni prostiedi g t= 1000 s
@ bez gravitace, bez kapilarity
@ metoda charakteristik
@ u=u(t)
@ pocate¢ni podminka:
S(0,z2) = S;
 [m]
@ okrajova podminka: 0 0\ \1 -

S(t, O) =50
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Buckley a Leverett: Ukazkova uloha

t= 1000 s
n=25 uzlu So =

t= 1000 s
So=1 n=25 uzlu

4: centralni

5: centralni stab.
6: upwind

1: centrédlni
2: centralni stab.
3: upwind

~__ x [m)

Numerické feSeni vs. Buckleyho a Leverettovo analytické feSeni
(Cerné).
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Buckley a Leverett: Ukazkova uloha

t= 1000 s
n=50 uzlu

t= 1000 s
n=>50 uzlu

4: centralni
5: centralni stab.
6: upwind

1: centrédlni
2: centralni stab.
3: upwind

S~ x [m)

Numerické feSeni vs. Buckleyho a Leverettovo analytické feSeni
(Cerné).
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Buckley a Leverett: Ukazkova uloha

t= 1000 s
n=100 uzlu So=1

t= 1000 s
So=1 n=100 uzlu
4: centralni
5: centralni stab.
6: upwind

1: centrédlni
2: centralni stab.
3: upwind

~_ x [m)

Numerické feSeni vs. Buckleyho a Leverettovo analytické feSeni
(Cerné).
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Buckley a Leverett: Ukazkova uloha

s t= 1000 s
n=200 uzlu So =

t= 1000 s
So=1 4 - n=200 uzlu
4: centralni
5: centralni stab.
6: upwind

1: centrédlni
2: centralni stab.
3: upwind

Numerické feSeni vs. Buckleyho a Leverettovo analytické feSeni
(Cerné).
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Prehled presnych reseni

Pfesna feSeni pro homogenni porézni prostredi:
1. S. E. Buckley a M. C. Leverett (1942)

2. D. B. McWhorter a D. K. Sunada (1990)

3. R. Fucik, T. H. lllangasekare, a M. Benes (2016)
Pfesna feseni pro heterogenni porézni prostredi:

4. C. J. van Duijn a M. J. de Neef (1996)

5. R. Fucik, J. MikysSka, M. Benes, a T. H. lllangasekare (2008)
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McWhorterovo a Sunadovo feseni v R!

Rovnice v R':
oS af(S) 0 a8
b = = [ D(s)==2
ot V0~ \P9as
@ bez gravitace N
@ D(S) funkce kapilarni difuze 1
@ u= RAt +So
@ A= A(Sy), R€ (—o0,1] "
@ pocatecni podminka: o — At*%
00
S(0,z) = S; S.
a2
@ okrajové podminky:
x
0 L
S(t7 0) = SO: S(t7 +OO) = Sz 0 +00

*R. Fucik, J. Mikyska, T. H. lllangasekare, M.Bene$ (2007)

) 25/43




McWhorterovo a Sunadovo feseni v R!

Rovnice v R':
oS af(s) o S
et — — [ D(S) =
ot V0~ \P9as
@ bez gravitace \
@ D(S) funkce kapilarni difGze B t= 1000 s
-1 17 SZ‘ZO, R=1
@ u= RAt 2
@ A= A(S0), R€ (~o00,1] "
@ pocateéni podminka: So=0.9
Sp=0.8
S(O, ZC) = Sl SU =0.7
; Sp=0.5
@ okrajové podminky: 0 | | zrml
0 1 2

S(t70):S07 S(t,—FOO):Sz

*R. Fucik, J. Mikyska, T. H. lllangasekare, M.Bene$ (2007)
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McWhorterovo a Sunadovo feseni v R!

Rovnice v R!:

bez gravitace

D(S) funkce kapilarni difize
w= RAt™3

A=A(S0), R€ (—o0,1] "
pocate¢ni podminka:

S(O, x) =S5

@ okrajové podminky:

S(t70):S07 S(t,—FOO):Sz

*R. Fucik, J. Mikyska, T. H. lllangasekare, M.Bene$ (2007)
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Piehled pfesnych feseni

McWhorterovo a Sunadovo feseni v R?
Rovnice v R? (radialni proudéni):

qs%f LV (f(S)d— D(S)VS) =0

@ bez gravitace y
@ D(S) funkce kapilarni diftize bodovy zdroj Si
@ konstantni vtlaéeni nesmacivé So=1
faze v 0 N i
@ konstantni @ (v radialnim sméru) ng\/;V z
|| = A ﬁ‘?ﬁi\ﬁ
@ pocatecni podminka:

S(0,7) = S;

okrajové podminky:

S(t,0) =1, S(t,00) =S,
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Piehled pfesnych feseni

McWhorterovo a Sunadovo feseni v R?
Rovnice v R? (radialni proudéni):

qs%f +V - (f(S)d — D(S)VS) =0

@ bez gravitace Plot of 5: d=2, 8, =0, A[m% 1], t=1s
@ D(S) funkce kapilarni difuze 1 ‘ ‘ ‘ ‘ .
@ konstantni vtlageni nesmadivé 0 ]

faze v 0 o
0.7 7
@ konstantni @ (v radialnim sméru) 06 .
S 0.5 7
[[dl| = A 0.4 8
P ] 03 i ]
@ pocatecni podminka: 02 1o ]
. 0.1 I B
S(O, {E) =S5;

I I I
0.006 0.008 0.01
r [m]

I 1
0 0.002 0.004

okrajové podminky:

SO =1, S(t,co) = S Obrazek: Ruzné hodnoty A.
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Piehled pfesnych feseni

McWhorterovo a Sunadovo feseni v R?
Rovnice v R? (radialni proudéni):

qs%f +V - (f(S)d — D(S)VS) =0

bez gravitace Plot of S: d=2, 8 [}, A= 10" m%s~", t =15

D(S) funkce kapilarni diftize

konstantni vtlaceni nesmacivé
faze v 0

konstantni @ (v radidlnim sméru)

llal| = A

pocate¢ni podminka:

S(0,7) = S;

0 L . I
0 0.01 0.02
r [m]

okrajové podminky:

SO =1, S(t,co) = S Obrazek: Ruzné po¢. saturace S;.




Piehled pfesnych feseni

McWhorterovo a Sunadovo feseni v R?
Rovnice v R? (radialni proudéni):

qs%f LV (f(S)d— D(S)VS) =0

@ bez graVitace Plot of S: d =2, S [-], A=10 m?s™ !, t=1s
@ D(S) funkce kapilarni diftze T T
@ konstantni vilaeni nesmagivé o e
faze v 0 °F —i
0.7 r
@ konstantni @ (v radialnim sméru) 06
S
0.5
||lg]| = A 0af
0.3 r
@ pocate¢ni podminka: 02f
01
S(O’ m) = SZ UO 0.0‘02 0.[‘)04 0,0‘06 l],()‘OB 0.01

r [m]

okrajové podminky:
. Obrazek: Ruzné poé. saturace S;.
S(t,0)=1, S(t,00) =S,
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Prehled presnych reseni

Pfesna feSeni pro homogenni porézni prostredi:
1. S. E. Buckley a M. C. Leverett (1942)

2. D. B. McWhorter a D. K. Sunada (1990)

3. R. Fucik, T. H. lllangasekare, a M. Benes (2016)
Pfesna feseni pro heterogenni porézni prostredi:

4. C.J. van Duijn a M. J. de Neef (1996)

5. R. Fucik, J. MikysSka, M. Benes, a T. H. lllangasekare (2008)
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Fucik, lllangasekare a Benes (2016)
Rovnice radialniho proudéni v obecném d-rozmérném prostoru:
qﬁ%—f + V- (f(S)ia— D(S)VS) =0

@ bez gravitace
@ dimenzed = 2,3,4, ...

@ zobecnéni McWhorterova a
Sunadova feseni

@ CGasova Umérnost vstupniho toku:
L= d—2
[|a(t, 0)]] o< At 2

@ pocatecni podminka:

@ okrajové podminky: Obréazek: Ukazka oblasti v R?.

S(t,0) =1, S(t,00) =S5,
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Fucik, lllangasekare a Benes (2016)

Rovnice radialniho proudéni v obecném d-rozmérném prostoru:
as
qﬁg + V- (f(S)ia— D(S)VS) =0

@ bez gravitace N
@ dimenzed =2,3,4, ... 19S5y =1

@ zobecnéni McWhorterova a
Sunadova feseni

@ CGasova Umérnost vstupniho toku:

d—2
- a2 At T
lla(t, 0)]] o< At =2~
-SL
@ pocate¢ni podminka: °
”
=\ 0 1=
S(0,%) =S, 0 o
@ okrajove podminky: Obrazek: Radialni souradnice.

S(t,0) =1, S(t,00) =S5,
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Fucik, lllangasekare a Benes (2016)

Rovnice radialniho proudéni v obecném d-rozmérném prostoru:
as
qﬁg + V- (f(S)ia— D(S)VS) =0

@ bez gravitace

Plot of §: d =3, 8, =0, A [m®s 3, t=1s
@ dimenzed =2,3,4,... 1 ‘ ‘ ‘ ! ‘

@ zobecnéni McWhorterova a
Sunadova feseni

@ casova Umérnost vstupniho toku: sl

o d—2
lla(t, 0)]] o< At =2~ 04

@ pocate¢ni podminka: 02f

I !
0.01 0.02
r [m]

@ okrajové podminky:
. Obrazek: Rizné hodnoty A.
S(t,0) =1, S(t,c0)=25;
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Fucik, lllangasekare a Benes (2016)

Rovnice radialniho proudéni v obecném d-rozmérném prostoru:
as
qﬁg + V- (f(S)ia— D(S)VS) =0

@ bez gravitace Plotof S: d=3, S [-], A=107 m3s™3, 1 =15

@ dimenze d = 2,3,4, ... 1 ‘ ‘ ‘ 1
[ Si=0 ]
@ zobecnéni McWhorterova a .t R
v v . 0.8 8 =03 =
Sunadova feseni ol Rt
@ casova Umérnost vstupniho toku: osf
Sosk
o a2 051
[|a(t, 0)]] o< At 2 o4r
031
@ pocate¢ni podminka: o2
0.1
S(O7 j‘) = SZ 00 ‘ (l.‘[)l ‘ 0.02 0.03 0.04

7 [m]

@ okrajové podminky:
J P y Obrazek: Ruzné po¢. saturace S;.

S(t,0) =1, S(t,00) =S5,
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Fucik, lllangasekare a Benes (2016)

Rovnice radialniho proudém’ v obecném d-rozmérném prostoru:
qﬁ— + V- (f(S)ia— D(S)VS) =0

@ bez gravitace Plotof S: d=3, Si [-], A=100 m3s~3, 1 =13

@ dimenze d = 2,3,4, ... 1 ‘ 1
[ Si=0 ]
@ zobecnéni McWhorterova a ZZ R
. oo e $on |
Sunadova feSeni ol —
@ casova Umérnost vstupniho toku: osf
Sosk
o a2 05
[|a(t, 0)]] o< At 2 o4r
031
@ pocate¢ni podminka: o2
0.1
5(07 f) =5 00 ‘ 0.1)1 0.02

7 [m]

@ okrajové podminky:
J P y Obrazek: Ruzné po¢. saturace S;.

S(t,0) =1, S(t,00) =S5,
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Fucik, lllangasekare a Benes (2016)

Rovnice radialniho proudéni v obecném d-rozmérném prostoru:
as
qﬁg + V- (f(S)ia— D(S)VS) =0

° bez graVItace Plot of S: d=4,8; =0, A m*s?,t=1s

@ dimenzed =2,3,4,... 1 ‘ ‘ i

@ zobecnéni McWhorterova a
Sunadova feseni

@ CGasova Umérnost vstupniho toku:

(8, 0)[] o< At“="

A=10"1 -
A=10""
1=10%
A=10"
1=10""

@ pocatecni podminka:

! !
0.01 0.02
r [m]

@ okrajové podminky:
. Obrazek: Ruzné injection rates A.
S(t,0)=1, S(t,o0) =S
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Fucik, lllangasekare a Benes (2016)

Rovnice radialniho proudéni v obecném d-rozmérném prostoru:

qs%f +V - (f(S)d — D(S)VS) =0

@ bez gravitace Plot of S: d =4, S; [-], A=10" mis ™2 t =15
@ dimenze d = 2,3,4,... 1 r J 7T
v s 0.9
@ zobecnéni McWhorterova a osk
Sunadova feseni 0-7,
@ Casova umeérnost vstupniho toku: 06}
S
0.5
L, = d—2 i
|[d(t,0)]| oc At 2 04p
0.3

0.2

@ pocatecni podminka:

0.1

. I . I ! ! ]
S(O, j‘) = Sz U() 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

v [m]

@ okrajové inky:
okrajove podminky Obrazek: Ruzné po¢. saturace S;.

S(t,0) =1, S(t,00) =S5,
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Fucik, lllangasekare a Benes (2016)

Rovnice radialniho proudéni v obecném d-rozmérném prostoru:

qs%f LV (f(8)T — D(S)VS) =0

@ bez gravitace Plot of S: d =4, S; [-], A=10" ms™ %, t=1s

@ dimenzed = 2,3,4, ...

@ zobecnéni McWhorterova a
Sunadova feseni

@ CGasova Umérnost vstupniho toku:

(8, 0)[] o< At“="

@ pocatecni podminka:

L ‘ ‘ i
S(O, j‘) = Sz U() 0.01 0.02 0.03

v [m]

@ okrajové inky:
okrajove podminky Obrazek: Ruzné po¢. saturace S;.

S(t,0) =1, S(t,00) =S5,
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Prehled presnych reseni

Pfesna feSeni pro homogenni porézni prostredi:
1. S. E. Buckley a M. C. Leverett (1942)

2. D. B. McWhorter a D. K. Sunada (1990)

3. R. Fucik, T. H. lllangasekare, a M. Benes (2016)
Pfesna feseni pro heterogenni porézni prostredi:

4. C. J. van Duijn a M. J. de Neef (1996)

5. R. Fucik, J. MikysSka, M. Benes, a T. H. lllangasekare (2008)
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van Duijnovo a de Neefovo presné reseni

Rovnice v heterogennim poréznim prostredi v R':

oS 0 oS
0% =5 (2515

@ bez gravitace, bez advekce y
@ materidlova nespojitost vz = 0 S
@ D(S) funkce kapilarni diftize 1
@ pocatecni podminky: Sz'I S(I)[

S(0,2) =S/, pro z<0
I
5(0,2) =S/, pro x>0 So

okrajové podminky:

—00 0 +o00

S(t,—OO):SZI, S(t,+00) :SZII
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Piehled pfesnych feseni

van Duijnovo a de Neefovo presné reseni

Rovnice v heterogennim poréznim prostredi v R':

oS 0 oS
0% =5 (2515

bez gravitace, bez advekce A

°
@ materidlova nespojitost vz = 0 5
@ D(S) funkce kapilarni diftze

°

pocate¢ni podminky:

S(0,2) =S/, pro z<0
5(0,2) =S/, pro x>0

okrajové podminky:

t= 4000 s

SH=0.95

I II T
S(tv _OO) =S, S(t7 +OO) =5 1 0
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Prehled presnych reseni

Pfesna feSeni pro homogenni porézni prostredi:
1. S. E. Buckley a M. C. Leverett (1942)

2. D. B. McWhorter a D. K. Sunada (1990)

3. R. Fucik, T. H. lllangasekare, a M. Benes (2016)
Pfesna feseni pro heterogenni porézni prostredi:

4. C. J. van Duijn a M. J. de Neef (1996)

5. R. Fucik, J. Mikyska, M. Benes, a T. H. lllangasekare (2008)
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Fucik, MikysSka, Benes, lllangasekare (2008)
Rovnice v heterogennim poréznim prostiedi v R*:

95 | 0f(S) _ 9 (D(S)ZS>

ot u&‘x " Oz

bez gravitace f
materiélova nespojitost vz = 0 s
D(S) funkce kapilarni diftze
UO(Rt_%,RG(*OO,l) Si] Sél
pocateéni podminky:

S(0,z) =5/, for <0
S(0,z) = ST, for >0 i

@ okrajové podminky: —00 0

S(t7—OO):SZI, S(ta—’—oo):SzII
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Fucik, MikysSka, Benes, lllangasekare (2008)
Rovnice v heterogennim poréznim prostiedi v R*:
95 | 0f(S) _ 0 (1608
ot T 0w " os (D(S)ax)

bez gravitace A
materiélova nespojitost vz = 0 s t= 4000 s
D(S) funkce kapilarni diftze
ux Rt 2, Re (—00,1)
pocateéni podminky:

S(0,z) =5/, for <0
S(0,z) = ST, for >0

@ okrajové podminky: 1 T

S(t7—OO):SZI, S(ta—’—oo):SzII
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Fucik, MikysSka, Benes, lllangasekare (2008)
Rovnice v heterogennim poréznim prostiedi v R*:

as  af(S) 8(D(S)8S)

ot T s o o

bez gravitace A
materiélova nespojitost vz = 0 s t= 4000 s
D(S) funkce kapilarni diftze
ux Rt 2, Re (—00,1)
pocateéni podminky:

S(0,z) =5/, for <0
S(0,z) = ST, for >0

@ okrajové podminky: 1 T

S(t7—OO):SZI, S(ta—’—oo):SzII
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Fucik, MikysSka, Benes, lllangasekare (2008)
Rovnice v heterogennim poréznim prostiedi v R*:

as  af(S) 8(D(S)8S)

ot T s o o

bez gravitace A
materiélova nespojitost vz = 0 s t= 4000 s
D(S) funkce kapilarni diftze
ux Rt 2, Re (—00,1)
pocateéni podminky:

S(0,z) =5/, for <0
S(0,z) = ST, for >0

@ okrajové podminky: 1 T

S(t7—OO):SZI, S(ta—’—oo):SzII
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Fucik, MikysSka, Benes, lllangasekare (2008)
Rovnice v heterogennim poréznim prostiedi v R*:

as  af(S) 8(D(S)8S)

ot T s o o

bez gravitace A
materiélova nespojitost vz = 0 s t= 4000 s
D(S) funkce kapilarni diftze
ux Rt 2, Re (—00,1)
pocateéni podminky:

S(0,z) =5/, for <0
S(0,z) = ST, for >0

@ okrajové podminky: 1 T

S(t7—OO):SZI, S(ta—’—oo):SzII
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Fucik, MikysSka, Benes, lllangasekare (2008)
Rovnice v heterogennim poréznim prostiedi v R*:

as  af(S) 8(D(S)8S)

ot T s o o

bez gravitace A
materiélova nespojitost vz = 0 s t= 4000 s
D(S) funkce kapilarni diftze
ux Rt 2, Re (—00,1)
pocateéni podminky:

S(0,z) =5/, for <0
S(0,z) = ST, for >0

@ okrajové podminky: 1 T

S(t7—OO):SZI, S(ta—’—oo):SzII

) 32/43




Fucik, MikysSka, Benes, lllangasekare (2008)
Rovnice v heterogennim poréznim prostiedi v R*:

as  af(S) 8(D(S)8S)

ot T s o o

bez gravitace A
materiélova nespojitost vz = 0 s t= 4000 s
D(S) funkce kapilarni diftze
ux Rt 2, Re (—00,1)
pocateéni podminky:

S(0,z) =5/, for <0
S(0,z) = ST, for >0

@ okrajové podminky: 1 T

S(t7—OO):SZI, S(ta—’—oo):SzII
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Fucik, MikysSka, Benes, lllangasekare (2008)
Rovnice v heterogennim poréznim prostiedi v R*:

as  af(S) 8(D(S)8S)

ot T s o o

bez gravitace A
materiélova nespojitost vz = 0 s t= 4000 s
D(S) funkce kapilarni diftze
ux Rt 2, Re (—00,1)
pocateéni podminky:

S(0,z) =5/, for <0
S(0,z) = ST, for >0

@ okrajové podminky: 1 T

S(t7—OO):SZI, S(ta—’—oo):SzII

) 32/43




Obsah

Uvod

Ukazkova uloha dvoufazového proudéni

Prehled presnych reseni

Presné feseni v R? (a Ukol pro SSM)

Pachatelé
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Rovnice dvoufazového proudéni v R? (opét)

@ Rovnice kontinuity pro fazi « = w, n:

8(¢Pasa) . N
T"'v (pava)—Fa

@ Darcyho zakon fazi a = w, n:
Vo = —)\aK(Vpa - Pag)

@ Bilance saturace
Sw+ S, =1
@ Kapilarni tlak
Pec =Pn — Pw = pc(Sw)
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Rovnice dvoufazového proudéni v R? (opét)

@ Rovnice kontinuity pro fazi « = w, n:

8(¢Pa Sa)
ot

@ Darcyho zakon fazi a = w, n:

+v(po¢17a):Fa

U = _)‘aK(Vpa - Pag)
@ Bilance saturace
Sw+ S, =1

@ Kapilarni tlak
Pec =Pn — Pw = pc(Sw)

Ukol: Z téchto rovnic odvodte rovnice v RY:

¢7 +V- (f(Sw)ﬁT - D(Sw)vsw) =0
Vv =0.

) 34/43




Motivace Ukazkova uloha Prehled pfesnych feseni Pachatelé
Formulace ulohy v R?
Ukol: Odvodte rovnice v R¢:

¢_ +V. (f(Sw)'UT - D(Sw)vsw) =0
V- ip =0.
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Ukol: Odvodte rovnice v R¢:

¢_ +V. (f(Sw)'UT - D(Sw)vsw) =0
V- ip =0.

Poznamky:
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Formulace ulohy v R?
Ukol: Odvodte rovnice v R¢:

0S5y -
o—p + V- (f(Su)Fr — D(Sw)VSu) =0,
V.-or =0.

Poznamky:
@ bez gravitace: G =0
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Formulace ulohy v R?
Ukol: Odvodte rovnice v R¢:

¢7 +V- (f(Sw)ﬁT - D(Sw)vsw) =0
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Poznamky:
@ bez gravitace: G =0
@ nestladitelné: p, = konst
@ totalni rychlost: vp = Ty + s
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Formulace ulohy v R¢

Ukol: Odvodte rovnice v RY:

¢7 +V- (f(Sw)UT - D(Sw)vsw) =0
V-vp=0.

Poznamky:
@ bez gravitace: G =0
@ nestladitelné: p, = konst
@ totalni rychlost: or = ¥y + Un
@ izotropni prostfedi: K = K1
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Formulace ulohy v R?
Ukol: Odvodte rovnice v R¢:

¢7 +V. (f(Sw)UT - D(Sw)vsw) =0,
V-up =0.

Poznamky:
@ bez gravitace: G =0
@ nestladitelné: p, = konst
@ totalni rychlost: vp = Ty + s

@ izotropni prostfedi: K = K1

Aw

@ frakéni tokova funkce: f = o
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PFesné feSeni v R°

Formulace ulohy v R?

Ukol: Odvodte rovnice v RY:

¢7 +V. (f(Sw)UT - D(Sw)vsw) =0,

0Sy
ot

V.-or =0.

Poznamky:

bez gravitace: § = 0
nestladitelné: p, = konst

totalni rychlost: or = Ty, + Vs

izotropni prostfedi: K = KT
frakéni tokova funkce: f =

funkce kapilarni difize: D =

Aw

Aw+An

— M dpc
K AwtAn dSyw
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PFesné feSeni v R°

Sféricka transformace rovnic v R%: 1/3
Rovnice

6028 L ((S.)Fr — D(SW)VSW) =0,
V- vr =0,

za predpokladu symetrie fe$eni dle po&atku 0:
Sw = Su(t,r), o = vr(t,r),

transformujeme do obecnych sférickych soufadnicich v R?
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Sféricka transformace rovnic v R%: 1/3
Rovnice

6028 L ((S.)Fr — D(SW)VSW) =0,
V- vr =0,

za predpokladu symetrie fe$eni dle po&atku 0:
Sw = Su(t,r), o = vr(t,r),

transformujeme do obecnych sférickych soufadnicich v R?

(viz cviceni MAA4)
Okrajové podminky:
Sw(t,0) =1, Sw(t, +00) = S;.
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PFesné feSeni v R°

Sféricka transformace rovnic v R%: 1/3
Rovnice

6028 L ((S.)Fr — D(SW)VSW) =0,
V- vr =0,

za predpokladu symetrie fe$eni dle po&atku 0:
Sw = Su(t,r), o = vr(t,r),

transformujeme do obecnych sférickych soufadnicich v R?

(viz cviceni MAA4)
Okrajové podminky:
Sw(t,0) =1, Sy (t, +00) = S;.
Pocateéni podminka:
Sw(0,7) = S;.

) 36/43




Motivace Ukazkova uloha Prehled pfesnych feseni Pachatelé
Sféricka transformace rovnic v R?: 2/3

Reseni rovnice
V-vr =0,
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Motivace Ukazkova uloha Prehled presnych feseni Pachatelé
Sféricka transformace rovnic v R%: 2/3
Reseni rovnice
V.-or =0,

ve sférickych soufadnicich Ize najit ve tvaru

~ Qolt)

= D
ygrd—1"

UT(t, r)
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PFesné feSeni v R°

Sféricka transformace rovnic v R%: 2/3
Reseni rovnice
V. iy =0,

ve sférickych soufadnicich Ize najit ve tvaru

_ Q) .

v
yard—1 ’

UT(t, r)

kde
@ (o je koeficient rychlosti vtoku
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Sféricka transformace rovnic v R%: 2/3
Reseni rovnice
V. iy =0,

ve sférickych soufadnicich Ize najit ve tvaru

~ Qolt)

= v
yard—1 ’

UT(t, r)

kde
@ Qo je koeficient rychlosti vtoku
@ ~, ...povrch jednotkové koule v R?:

d
dm?2
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Sféricka transformace rovnic v R%: 2/3

Reseni rovnice
V.- or =0,
ve sférickych soufadnicich Ize najit ve tvaru

~ Qolt)

= v
yard—1 ’

’UT (t, ’I“)

kde
@ Qo je koeficient rychlosti vtoku
@ ~, ...povrch jednotkové koule v R?:

Ya =

@ ’...jednotkovy vektor v kladném radialnim sméru
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Motivace Ukazkova uloha Prehled pfesnych feseni Pachatelé

Sféricka transformace rovnic v R%: 3/3
Hlavni rovnice pro S, = Sy, (t,r):

05,

oF
5% (1- f(Si))QOE =0

Yar® e
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Ukazkova uloha Prehled pfesnych feseni

Sféricka transformace rovnic v R%: 3/3

Hlavni rovnice pro S, = Sy, (t,r):

-1, 95w , oF
Yar d’w + (1= £(5:))Qo o = 0

Motivace

@ funkce F' = F(t,r)

Qo _ f(S;)
_ Qo
F=17)

Pachatelé
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Ukazkova uloha Prehled pfesnych feseni

Sféricka transformace rovnic v R%: 3/3

Hlavni rovnice pro S, = Sy, (t,r):

-1, 95w , oF
Yar d’w + (1= £(5:))Qo o = 0

Motivace

@ funkce F' = F(t,r)

Qo _ f(S;)
_ Qo
F=17)

@ funkce Qu = Qu(t,r):

d—1
Quw = Yar" ™ “vw

Pachatelé

) 38/43




PFesné feSeni v R°

Sféricka transformace rovnic v R¢: 3/3

Hlavni rovnice pro S, = Sy, (t,r):

-1, 95w , oF _
Yar QSW + (1= £(5:))Qo a 0

@ funkce F' = F(t,r)

& — [(S)
_ Qo
F=17)

@ funkce Qu = Qu(t,r):

4
w = YdT Vw

@ funkce F\, = Fi,(Sw) - ..normalizovana funkce f:

_ f(Sw) = f(Si)
B Y
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PFesné feSeni v R°

Sféricka transformace rovnic v R¢: 3/3

Hlavni rovnice pro S, = Sy, (t,r):

-1, 95w , oF _
Yar QSW + (1= £(5:))Qo a 0

@ funkce F' = F(t,r)
& — [(S) -1 ds
Qo _ _ Yar w
PEa ey T e o
@ funkce Qu = Qu(t,r):

4
w = YdT Vw

@ funkce F\, = Fi,(Sw) - ..normalizovana funkce f:

_ f(Sw) = f(Si)
B Y
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PFesné feSeni v R°

Sféricka transformace rovnic v R¢: 3/3

Hlavni rovnice pro S, = Sy, (t,r):

-1, 95w , oF _
Yar QSW + (1= £(5:))Qo a 0

@ funkce F' = F(t,r)
& — [(S) -1 ds
Qo _ _ Yar w
T [ I ) [Tt

@ funkce Qu = Qu(t,r):
Qw — ’ydT’d_l’Uw = fQO — ’yd’l"d_lDaés;w R

@ funkce F\, = Fi,(Sw) - ..normalizovana funkce f:

_ f(Sw) = f(Si)
B Y
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Motivace Ukazkova uloha Prehled pfesnych feseni Pachatelé

Sobépodobna transformace proménnych
Hlavni rovnice pro S, = Sy (t,7):
0Sy(t,r)

vdrd_lqu’ + (1= £(8:))Qo(t)

OF(t,r)
or

=0. (1)
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Motivace Ukazkova uloha Prehled pfesnych feseni Pachatelé

Sobépodobna transformace proménnych
Hlavni rovnice pro S, = Sy (t,7):
0Sy(t,r)

vdrd_lqu’ + (1= £(8:))Qo(t)

OF(t,r)
or

=0. (1)
Pokud

d—2

Qo(t) = AtT,
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PFesné feSeni v R°

Sobépodobna transformace proménnych
Hlavni rovnice pro S, = Sy (t,7):
0Sy(t,r)

'ydrd_quT’ + (1= £(8:))Qo(t)

OF(t,r)
or

=0. (1)
Pokud s
Qo(t) = AtT7

Ize pomoci transformace proménnych A(S,,) = rt~ = prevést rovnici
(1) na obycejnou diferencialni rovnici pro ' = F(S,,)

Fl/ (F/)%—Q % CVdD
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PFesné feSeni v R°

Sobépodobna transformace proménnych
Hlavni rovnice pro S, = Sy (t,7):
0Sy(t,r)

'ydrd_quT’ + (1= £(8:))Qo(t)

OF(t,r)
or

=0. (1)
Pokud s
Qo(t) = AtT7

Ize pomoci transformace proménnych A(S,,) = rt~ = prevést rovnici
(1) na obycejnou diferencialni rovnici pro ' = F(S,,)

Fl/ (F/)%—Q % CVdD

s okrajovymi podminkami

F(S;) =0, F(So) = 1.
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PFesné feSeni v R°

Sobépodobna transformace proménnych
Hlavni rovnice pro S, = Sy (t,7):
0Sy(t,r)

'ydrd_quT’ + (1= £(8:))Qo(t)

OF(t,r)
or

=0. (1)
Pokud s
Qo(t) = AtT7

Ize pomoci transformace proménnych A(S,,) = rt~ = prevést rovnici
(1) na obycejnou diferencialni rovnici pro ' = F(S,,)

wopni-2 _ _ 42 CaD
F" (F") A~a T
s okrajovymi podminkami
F(S;) =0, F(Sp) = 1.
2
@ Cy=d (%) ‘ (%)%71 ... konstanta.
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Motivace Ukazkova uloha Prehled pfesnych feseni Pachatelé
4 r v v '
Integralni reseni: 1/2

Integralni feSeni obycejné diferencialni rovnice

2_ _2 CdD
F/I Fl d 2 — _A
() "F_F,
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Integralni reseni: 1/2

Integralni feSeni obycejné diferencialni rovnice

_9 2 CyD

2
i "\ d _ —
FIF)T = AT

@ prod =1 ad = 2: McWhorter a Sunada (1990), Fucik et al. (2007)
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Integralni reseni: 1/2

Integralni feSeni obycejné diferencialni rovnice

) 2 CyD

2
i "\ d _ —
FIF)T = AT

@ prod =1 ad = 2: McWhorter a Sunada (1990), Fucik et al. (2007)
@ pro d > 3: Futik, lllangasekare a Bene$§ (2016):

d

S B 2—d
, 224 J—2 2 D(n)
st:/Fde+ C’Ad/id dg,
o [( &) d F(n) — Fu(n) " 8
S S
s podminkou/rovnici pro neznamou hodnotu F'(S;"):
d
So > d 9 B D( ) 2—d
1= FI(SH) @ + 2= CA_%/ind dB.
S/[( ST R [P
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Integralni reseni: 2/2

@ pro d > 3: Futik, lllangasekare a Bene$§ (2016):

Sw B 2—d
F(Sw):/ [(F’(sj))d + dQQCdAi/F(n)D(%dn] dg,
Si S

s podminkou/rovnici pro neznamou hodnotu F’(S;"):

So 8 Pr
1:/ [(F’(Sf))d + ddeAft/F(n)D_(%dn] ds.
Si Si
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http://mmg.fjfi.cvut.cz/~fucik/exact1d
http://mmg.fjfi.cvut.cz/~fucik/exact

Integralni reseni: 2/2

@ pro d > 3: Futik, lllangasekare a Bene$§ (2016):

d

S 8 2—d
/ 2-d d—2 _2 D(n)
st:/std+ CAd/id dg,
o [( &) da F(n) — Fuln) " #
S S;
s podminkou/rovnici pro neznamou hodnotu F’(S;"):
d
So u d 9 B D ) 2—d
1= F'(SH) T + _CA’%/ind dg.
S/[( )T R [

@ feSeni integralni rovnice Ize najit iteratné pomoci numerické integrace
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http://mmg.fjfi.cvut.cz/~fucik/exact1d
http://mmg.fjfi.cvut.cz/~fucik/exact

Integralni reseni: 2/2

@ pro d > 3: Futik, lllangasekare a Bene$§ (2016):

Sw 2—d

PKSw)::/n (F (S+)) e +—g;;fcuA*‘ /nﬁ¢44£Ql447dn da,

i

s podminkou/rovnici pro neznamou hodnotu F’(S;"):

So 8 P
, 2-d 2 D
1:/ (F (sj)) T 4 d2ch d/iF(n) —(Qw(n)dn dgs.
Si Si

@ feSeni integralni rovnice Ize najit iteratné pomoci numerické integrace
@ online implementace feSeniprod =1,d =2,ad > 3:

http://mmg.fjfi.cvut.cz/~fucik/exactld
http://mmg.fjfi.cvut.cz/~fucik/exact
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http://mmg.fjfi.cvut.cz/~fucik/exact1d
http://mmg.fjfi.cvut.cz/~fucik/exact

Obsah

Uvod

Ukazkova uloha dvoufazového proudéni

Prehled presnych reseni

Presné feSeni v R? (a ukol pro SSM)

Pachatelé

) 42/43




Motivace Ukazkova uloha Prehled presnych feseni Piesné feseni v RY
Spolupachatelé (foto rok 2007)

Tiséa H. llangasekare RF Michal Bene§  Jifi Mikygka
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