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KAPITOLA 1: NEWTONOVA MECHANIKA

L 2Mal
1.1 Dokazte, Ze poloha hmotného stfedu, definovaného vztahem R="‘Z—m , hezavisi na volbe

o
o

pocatku.
zvolme se novy pocatek a transformujme soufadnice vztahy
r=r'+a
R=R'+a

a dosadme do daného vztahu

a po odecteni a od obou stran dostaneme opét
!
2 M,
' o
2.m,
o

1.2 Pohybové rovnice bezsilového hmotného bodu v kartézkském systému S', ktery se libovolné
pohybuje viiéi inercidlnimu systému S, ma tvar

—

R

mf = mf' + mOXF '+ 2mHXF '+ mOX(®XF')+ mr(0') =0, kde &je vektor okamzité thlové rychlosti
otaceni S', ktery se vzhledem k S otdci kolem osy z konstantni tthlovou rychlosti o, (¥(0')=0), se

tato pohybova rovnice zjednodusi na X'-2@,y'-®,’x'=0, §'+20,x'-o,’y'=0, Z'=0.
vyjdeme tedy z rovnosti
Mr = mr' +mOXT '+ 2moOXT '+ mdX (OXT')+mr(0') =0

kde ®=(0,0,m,)a O= (0,0,0), takze rozepsano po slozkach dostaneme maticové

0 2w, 0 -o,> 0 0
r=r'+/20, 0 O[f'+| 0 -w 0[f'=0
0 0 0 0 0 0

coz je hledand soustava diferencialnich rovnic

1.3 Urctete:

(a) obecné feSeni soustavy diferencidlnich rovnic z pfikladu 1.2;

(b) parametrické rovnice trajektorie bezsilového bodu vypusténého v case t = 0 s nulovou
pocatecni rychlosti z bodu x'=a,y'=z'=0.
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(a) feSeni diferencidlni rovnice z pfikladu 1.2 zjednoduSené vynechdnim z-ové slozky

= 0 -1 - 2.
N +2m, 1 0 N-o,N=0
budeme hledat ve tvaru
x' X
B _ At
=3

dosadme tedy toto feSeni do diferencial ni rovnice
AV —o? 200 (X
0 , 0 , ekt =0
20, A -,

dostavame tedy podminku, ze

V- 2w\
20,0 A —w,’

a tedy
(A -0y’ )2 +40)"A7 =(A? +O)02)2 =0

s feSenim
A =dti,
které ndm odhali obecné feseni soustavy diferencialnich rovnic
X, X
= imgt 2 | gt
M —( e + e
Yl YZ
(X, +X,)cosm,t +i(X, = X,)sinw,t

— X'
ﬂ—[yvj_( (Y, +Y,)cosm,t+i(Y, = Y,)sinm,t J

(b) pocatecni podminky jsou

o

a tak se ndm podafrilo vyfesit

=<

to jest
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x'(t)=acosm,t

y'(t)=0
z'(t)=0

1.4 Vypoététe celkovy moment hybnosti I2 soustavy hmotnych bodi v systému S, ale vzhledem k
bodu Q#0, ktery ma v S pevnou polohu (tj. ¥(Q) =0). Udejte, pro které body Q je I2 =L . Ukazte,
7e 12 =1, kde L' je moment hybnosti v soustavé S' vzhledem k poéatku O'=Q , jestlize se S'
neotaci vuci S.

pouzijme vztah

L =12 +7(Q)xP +F(Q)xMF(Q) + tr(Q)xP —F(Q)x MR
do kterého dosadime predpoklady a vyjadiime z ngj
[R=L-F(Q)xP

rovnost L. =12 nastava pravé kdyz jsou vektory P a F(Q) kolinearn.
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KAPITOLA 2: LAGRANGEUV FORMALISMUS

2.1 Napiste Lagrangeovu funkci volného bezsilového hmotného bodu (a) v kartézskych
soufadnicich, (b) ve sférickych soufadnicich, (c) v cylindrickych soufadnicich

(a)
_ 1 .2 .2 .2
L —Em(x1 +X,” +X57)
(b) transformace (a) pomoci
X; =rcos@sin®

X, =1sin@sin®

X, =1Cos0
L= %m(i‘2 +12¢” sin” 0+176%)

(c) transformace (a) pomoci

X, =T COSQ
X, =rsin@
X3 =X3

L :%m(fz +1%6% +%,7)

2.2 Napiste Lagrangeovu funkci volného hmotného bodu, na ktery ptisobi homogenni gravitacni
pole a elasticka centralni izotropni sila.

L= %m(i(l2 +X,” +X;°) —mgX, —%k(xl2 +X,7 +X,7)
2.3 Napiste Lagrangeovu funkci volné nabité castice v elektrostatickém poli.
L=T-U =%m(>'<12 +x,° +>‘<32)—q((p—gAi>‘<i)
2.4 Najdéte vyraz pro obecnou hybnost a energii nabité castice v elektromagnetickém poli z

Lagrangeovy funkce L= % mv2-q(@—¥-A)

obecna hybnost

obecna energie
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2.5 Presvédcete se, ze vazba urcena Pfaffovou formou

2 3 3 2 2
|:x2(x1 -X,)" = XX, :ldx1 +|:x1 X, =X, (X; —X,) :ldx2 -X;X,(x; =x,)"dx, =0
xl
x2

X, X
+—2+C
Xy =X,

je ekvivalentni holonomni vazbé x, =1n

oznacime-li pro prehlednost funkce u diferenciali Pfaffovy formy a,dx; +a,dx, +a,dx; =0,

muzeme podminku ekvivalence vazeb zachytit jako

Ozaﬁ.ki
Jx, a,
029, 3
ox, a,

upravime vyrazy a dostaneme

2 3
d PR RS +C X (X —Xy)" = XX, _ % +X2(X1_Xz)_x1xz —l+ X ~0
2 2 2
ox, Xo| X=X, XX, (X; —X,) XX, (X, —%,) X; (X =Xy)
2 3 2
d P S SRS e +X1(X1_X2) X Xy X% +X1(X1_X2)+X1X2 +i_ X1 ~0
2 2 2 2
0x, Xo| X —X, XX, (X —X,) XX, (X; —X;) X, (X,=X,)

‘coi bylo dokézati‘

2.6 Napiste Lagrangeovu funkci matematického kyvadla.

pouzijeme poldrni soufadnice
L=T-U= %mrz('p2 +mgrcos

2.7 Odvod'te pohybové rovnice matematického kyvadla s pruznym zavésem tuhosti k a s

[y . o oo K . y 1 «
rovnovaznou délkou r, (bez zatiZeni). Zkoumejte limitu — — « jako prechod k idealni vazbé.
m

(pozn. osy volime tak, Ze tihové pole ptisobi ve sméru osy y)
pomoci
x =1(t) cos (t)

y = r(t) sin ¢(t)
z=0

Lagrangeovu funkci
L :%m()k2 +y° +22)+mgy—%k(r—r0 )’
transformujeme na
L= %m(f2 +1°¢°)+ mgr COS(p—%k(I‘—I'O )2
Lagrangeovy pohybové rovnice
%(3—5)—3—5 :%(mf)—mr(’p2 —mgcos@+k(r—r,) = mi —mr¢’ —mgcoso+k(r-1,) =0
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dfdL —a—L—i(mrz')—m rsin@=2mri¢+mr ¢ —mersin@=0
dt\ 99 ) g gL )T MBTSIMeE SMEGTIMEGTMETSING

¢imz jsme dostali soustavu diferencidlnich rovnic
m . .
?(r—r(p2 —gcos@)+r—r1,=0

8

$+2-p—Lsing=0
r Tr

e i ey ML . m , . . . o
a pfi limité M — oo t]'f — 0 dostaneme z prvni rovnice r =1, a druhd rovnice potom popisuje
pohyb matematického kyvadla s pevnym zavésem.

2.8 Odvod'te pohybovou rovnici matematického kyvadla, jehoz délka roste linearné s casem
r =1,(1+kt), kde r, a k jsou konstanty.

(pozn. osy volime tak, Ze tihové pole plisobi ve sméru osy y)
pomoci

x =1,(1+kt)sin @(t)
y =1,(1+kt)cos ¢(t)
z=0

Lagrangeovu funkci
L :%m(i(2 +y* +2%)+mgy
transformujeme na
L= %m(rozk2 +1,7(1+kt)’¢*) + mgr, (1+kt)cos @
a zjednodusime vypusténim konstant
L= %mr(f (1+kt)* ¢ + mgr, (1+kt) cos @
Lagrangeovy pohybové rovnice
dfoL) oL _,
dt\op ) do
%(mroz(l +kt)* @)+ mgr, (1+kt)sin ¢ = mr,*2k(1+ kt)¢+mr,*(1+kt)*§+ mgr, (1+kt)sing =0
¢imz jsme dostali diferencidlnich rovnici
(1+kt)ip+2kp+ L sinp=0
Ty
2.9 Napiste Lgrangeovu funkci matematického kyvadla, jehoZz bod zavésu se pohybuje
pfedepsanym zpisobem v roviné kyvi (rheonomni vazba)
(a) konstantni rychlosti po vodorovné pfimce

(b) s konstantnim zrychlenim po vodorovné pfimce
(c) kmitavym pohybem podle zakona acos t po vodorovné primce
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(d) kmitavym pohybem asin ot po svislé pfimce
(e)s konstantni thlovou rychlosti ® po svislé kruznici

. .7 7 v /4 1 — —
v inercidlni soustavé ma Lagrangeova funkce tvar L = Emv2 - U(1)

po transformaci do obecné neinercialni soustavy vztahem v =v'+ V(t), kde V(t)je rychlost,
kterou se soustava pohybuje, a po vypusténi uplnych ¢asovych derivaci (viz teorie) dostaneme

L’=%m\7'z—mf'\7—U(f')

poznamenejme jesté transformacni vztahy do polarnich soufadnic

X =rsin @(t)

y =1cos@(t)
Vv=7=(xy,0)
{}2 — r2(~p2

X d -

Vit)=—(V,0,0)=0
(@) V(t) dt( )

L=y mi V- UGF) = m(i +1°0) + mgrcosg

S d

(b) V(t)=-(at,0,0) =(a,0,0)
dt
L':%mv'z_mf'\;/_U(f'):%m(r2¢2)—marsin(p+mgrc05(p

(©) V()= %(%(a cos ), 0, oj = (~w?a cos wt, 0,0)

L' =%m\7'2—mf'\7—U(f') =%m(r2¢2)+(Dzmrcosmtsin(p+mgrc05(p

(d) V(t)= %(0,%(51 sin o)t),Oj = (0,—~wasin ot, 0)

L':%mve—mf'\;/—U(f'):%m(rz(pz)+(ozmrsin(otcosq)+mgrcoscp
(e) \;/(t) —i[i(a cos ot) i(a sin ot) Oj = (—w’a cos t,—w’a sin wt, 0)
dt\ dt "dt ' ' '

L' :%m‘7v2_mf'{}_U(f') :%m(r2¢2)+m2mrsin(0)t+(p)+mngOS(p

2.11 Hmotny bod se pohybuje ptisobenim tiZe po svislé kruznici poloméru a. Byl vypustén s
nulovou pocatecni rychlosti z nejvyssiho bodu kruznice. Urcete polohu hmotného bodu v
libovolném okamziku, tj. urcete ¢ = @(t).

pocatek kartézského souradného systému umistime do stfedu kruznice, kladny smér osy y
volime proti sméru tihového pole a vzhledem k vazbé na kruZnici volime transformaci
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X =asin@
y =acos
z=0

sestavime Lagrangeovu funkci
L= %m(i(2 +y’)—mgy = %mazc'p2 —mgacos @
z obecnd energie
1
E=—¢-L=-ma’¢’ +mgacos
%0 ¢ ,mae & ¢
zjistime E neb vime, Ze v case t =0, kterému odpovida ¢ =0, bylo téleso vypusténo s nulovou
pocatecni rychlosti, tedy
E=0+mgacos0=mga

pomoci zdkona zachovani energie odvodime pohybové rovnice

_1 2.2
mga—Ema ¢~ +mgacos®

23(1—c05(p) =¢°
a

g 20 .50 .2
22(1-cos” —+sin”—) =
a( 2 2) ®
2.[8sin? =g
a

a tuto rovnici budeme integrovat

8 de sin %, { (p} dz
2, [2t+20= = do=:{z= —r=-2 = -2 arctgh
/a ) J.si % Isi Ty, 0=1{z cos2 Il—zz arctgh(z)

a tedy vysledek mtiZeme napsat jako

tgh 8445 |=—cos>
a 2

poznamka k vysledku ve skriptu: volbou tthlu g = g —% dostaneme

—cos 2= —cos(—z—gj =—Cos (Ej cos(gj + sin(—E) sin(—gj = sin(gj = tgh[\/gt + 6}
2 2 2 2 2 2 2 2 a

2.12 Ve vodorovné roviné muize klouzat bez tfeni téleso hmotnosti m, . Je spojeno nehmotnou tyc¢i

délky r s télesem hmotnosti m,, které kona ptisobenim tize kmitavy pohyb ve svislé roviné.
Dokazte, Ze téleso m, se pohybuje po elipse a vypocitejte dobu kmitu T tohoto eliptického
kyvadla pro malé amplitudy.

kartézsky soufadny systém zvolime tak, Ze kladny smér osy y je ve sméru tithového pole
vazby:
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2,=2,=y,=0

2 2 __ .2
(X, =x;)" +y," =1
zvolime nezavislé soufadnice podle vztahti

y, =TCOSQ
X, =X; +Isin¢@

y, =—TsinQ®
X, =X; =T COS QP

potom Lagrangeova funkce
L= %mlklz +%m2 (X2 +y,7)+m,gy,
bude mit v téchto novych soufadnicich tvar
L= %)’(12(m1 +m,)+m,X,rcos (p(i)+%m2r2('p2 +m,grcos @

abychom mohli pfi malych vychylkach urcit periodu kmitti, aproximujeme Lagrangeovu funkci

2

cos@zl—%z

L= %xf(ml +m,)+ m2>'<1r('p+%mzf2¢2 —%ngﬂpz

potom budou mit Lagrangeovy rovnice mit tvar

d(oL) oL _d . 2 y 2
dt % _% B a(mzrxl Tm,r (P) +M,grQ =m,rx; + m,r" ¢+m,gre =0
d(oL) oL _d . . " )
E(a_xj _ﬁ B a((ml +m, )X, +m,r) = (m, +m,)X, + m,r$=0
a dostali jsme soustavu diferencialnich rovnic
X, +1r9+ge=0
X, T rp=0
m, +m,

odkud po tpravé dostaneme rovnici

.. m, +m
+§—1 2(p:

¢ 0

r m,

kter4 piedstavuje rovnici harmonického @+ ®°@ = 0osciltoru s tthlovou frekvenci

m, +m . 27
o= [8TmTM: a protoze ®=2nv =— dostaneme
r m, T
r m
T=2g ———
gm, +m,
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nyni jesté staci dokdzat, ze se m, pohybuje po elipse - zde je vyhodné se vratit k
neaproximované Lagrangeové funkci a vyuZzit, Ze
E(B_LJ_B_L —i((m +m, )X, +m,rcos@d)=0
dtlox) 9 dt ' 7T 7
je integral pohybu a tedy
(m; +m,) _[dxl +m,r Icoscpdcp =C, .|.dt+C2
(m; +m,)x, +m,rsing=C;t+C,
a protoZe chceme trajektorii hmotného bodu m,, dosadime za x; =x, —rsin¢@
(m,; +m,)x, —-m;rsing=C;t+C,
nyni eliminujeme ¢ - za tim ticelem si vhodné vyjadfime pfedchozi rovnice
(m; +m,)x, —-C,t-C,

m,r

=sin@

&:cosq)
r

které umocnime na druhou a secteme, ¢imz dostaneme hledanou rovnici elipsy

Y22 + ((m1 +m,)X, _Clt_CZ)

r’ m,’r’

2
=1

2.17 Pfesvédcete se, Ze funkce F,(x,X,t)=x+gt a E,(x,x,t) = x> + 2gx jsou prvni integraly rovnice
X+g =0, kde g je konstanta. Vypocitejte pomoci nich x =x(t).

F je integral rovnice X+g =0 pravé kdyz plati %F =0 a to pouzijeme:
d

—F(xxt)=x+g=0

g ex=X+g

%Fz(xl X, t) =2xX+2gx =2x(X+g) =0

‘Coi bylo dokézati‘

x =x(t) vypocitame pomoci téchto integralt tak, ze z prvni funkce vyjadiime x=F —gt a
dosadime do druhé F, =(F, —gt)* +2gx a z této jednoduché rovnice ndm vyjde, Ze

F, —(F, —gt)2 _ 1 F,-F

x(t) = ——gt? +Ft+-2—1
(t) 2g 2g 1 2

.2
2.18 Pfesvédcete se, ze funkce F, (x,x,t) = —ot + arctg (g)a E (x,x,t)= X—2+ x* jsou prvni integraly
X ®

rovnice X+ ®’x =0, kde o je kladna konstanta. Vypocitejte pomoci nich x = x(t)

d x> X —xX (537 + @’ x%) +X* —xX X+ @'
—F=-0+ 72 .2 W=0 2 2 2 =—0X7 ;7 =0
dt X-+mX X X"+ X X+ ®X
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d 2xX L X+ arx

—F =—+2xx=2x——5—=0

dt ® o

coz bylo dokazati

anyni odvodime x =x(t) tak, Ze z prvni funkce vyjadfime

X X

® - tg(F, + wt)
a dosadime do druhé

x? +x2—le+tg2(Fl+O)t)=x2 1

" tg(F, + ot) tg?(F, + ot) sin(, + ot)

2

¢imz po upravé dostaneme

x(t) = \/F, sin(F, + ot)

2.22 Vypoctéte slozky vektorit dostfedivého, Eulerova a Coriolisova zrychleni v neinercialni
soustavé S', ktera se otaci kolem osy z' s pfedepsanou ¢asovou zavislosti thlu otoceni ¢ = @(t).

vektor otdceni okolo osy z :

Q=(0,0,9(t))

Q=(0,0,9(t))
dostfedivé zrychleni a, =—Qx(¥'xQ) =(-¢’x', - ¢y, 0)
Eulerovo zdrchleni a; = -7 Q)= (=¢y', —¢x',0)
Coriolisovo zrychleni d. =—2F'xQ = (-2¢y ', —2¢x",0)

2.23 Hmotny bod je vazan na polopfimku vychazejici z poc¢atku O inercidlniho systému S
soufadnic x,,X,,X,. Polopfimka lezi v roviné x, , x, a otaci se vici S s konstantni thlovou rychlosti
Q. Hmotny bod o hmotnosti m je po pfimce volné pohyblivy a neptisobi na néj Zadna skutecna
sila. Pomoci Lagrangeovy funkce odvod'te jeho pohybovou rovnici a integrujte ji.

vazby a nasledné transformace tedy jsou

¢ =Qt+q,
X; =T COS @
X, =rsin@
x; =0

sestavime Lagrangeovu funkci
L= lm(>'<12 +x,°) = lrn(i‘2 +1’°9) = lm(i‘2 +1°Q%)

2 2 2

a feSime Lagrangeovu rovnici
d (GL)_ oL _d

= —(mi)-mQ’r =mi-mQ’r=0
i

o dt
dostali jsme diferencidlni rovnici

dt



STRANA 15778 KAPITOLA 2: LAGRANGEUV FORMALISMUS
- Q=0
jejimZ fedenti je
r(t) = Acosh(Qt+¢,)

2.24 Odvod'te rovnici pohybu hmotného bodu po kruznici poloméru R, ktera se otaci konstantni
uhlovou rychlosti Q kolem svislé osy, leZici v roviné kruZnice. Vzdalenost sttedu kruznice od osy
otaceni je a. Soustava je v homogennim tihovém poli. Pfi a = 0 diskutujte rovnovazné polohy bodu
v zavislosti na Q.

pocatek nasi inercialni soustavy soufadné umistime tak, Ze osa z je totoZzna s osou otaceni a
kladny smér sméfuje proti tthovému poli, a zbylé dvé osy tvofi rovinu, ve které lezi otacejici se
stfed kruznice

napiSme Lagrangeovu funkci této soustavy

L=%m(>’<2 +y*+2°)-mgz

a vazby, kterym se soustava podfizuje

(x—a)’+z* =R?
vzhledem k témto vazbam i ke konstantni rychlosti otaceni kolem svislé osy zavedme nové
obecné soufadnice

x =(a+Rsin @) cos Qt
y =(a+Rsin@)sin Qt
z=Rcos@

¢imz Lagrangeova funkce dostane novou podobu
L= %m(Rz('p2 +20%aR sin @+ Q°R’ sin” ¢) —mgR cos ¢
a pristoupime k napsani Lagrangeovych rovnic II. druhu

d aL aL 2. 2 2p2 :
—| = |- =mR¢-mQ"aR cos - Q°R" sinpcos@—mgRsin¢p =0
dt(a(pj 30 ¢ ¢ ¢cos@—mg ¢

2

Qa
H— Q2 sin 0 cos 0 — 2 sin @—
() O () R o R

cos@=0

a nyni polozme a = 0 a hledejme rovnovazné body z podminky ¢ =0

8

-Q? sin(pCOS(p—Esin(pz 0

- &
+ =0
sin (p(cos LAy j
odkud dostavame rovnovazné body jako

&
7, -
oefrz, -5 ]
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KAPITOLA 3: ZAKLADNI ULOHY MECHANIKY

3.1 Reste rovnici X = ksinwt, kde k a o jsou kladné konstanty s po¢ateénimi podminkami
k . . k s
x(t,) =x, =——sinwt, a x(t)) =v, =——cosnt,. (Vynucené kmity)
® ®
rovnici
X =ksin ot

dvojnasobné separujeme a integrujeme na

x(t)=k ”sin ot dtdt = —iz sinot+v,t+Xx,
®

z pocatecnich podminek dostaneme x, =0 a v, =0 a tedy vysledkem je
x(t) = —%sin ot
®
3.2 Reste rovnici X = —kx, kde k je kladna konstanta, s po¢atecnimi podminkami x(0) = x,,
x(0) =v,. (Pohyb s odporem tumérnym rychlosti) Znazornéte zavislost x=x(t) graficky !
v prvnim kroku separaci vyfresime diferencidlni rovnici v x
X

Sk~ jldx =—kt~x=Ce™
X X

po aplikaci pocatecnich podminek:

dostaneme
x(t)=v,e™
v druhém kroku tento vyraz separujeme na
dx(t) = v,e™™dt
a integrujeme obé strany, ¢imz dostaneme
Vo -
x(t) = —?Oe “1C,
a obdobné jako v prvnim kroku aplikujeme pocatecni podminky

x(0) = —%e*ko +C, =x,

odkud C, =x, +Y0
vysledek je

v —kt
x(t):f(l—e Y+ x,
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3.3 Reste rovnici X = —w’x, kde o je kladna konstanta (harmonicky pohyb). Vyjadiete amplitudu
A a pocatecni fazi B kmitéi pomoci pocatecnich hodnot x(t,)=x, a x(t,)=v,.

feseni rovnice X+®’x =0 hleddme ve tvaru
x(t) = A cos(ot — ot, +[)
x(t) = —0A sin(ot — ot, + )
X(t) = -0’ A cos(wt — wt, +B) = —0°x(t)
po dosazeni do X+ ®x =0 dostaneme —@x(t)+®’x(t)=0 &mz jsme nasli obecné feSeni
z pocatecnich podminek
x(t,) =X, = A cos(ot, —wt, +) = A cosf
v(t,) = v, =—0Asin(ot, — ot, +B) =—0Asinf3

obdrzime soustavu dvou rovnic pro A a B, z které ziskdme A tak, Ze prvni z rovnic vynasobime
®, obé pak umocnime na druhou a sec¢teme

0)2X02+V02=0)2A2

X,
Vo

nezndmou [} dostaneme tak, Ze zkoumdme pomér —

_ox, _ Acosp _

=cot
v, Asinf 8P

Vo

B=arctg(— )

X,

3.4 Najdéte obecné feseni rovnice X = —,’x—28x, kde ®,, 8 jsou kladné konstanty (tlumeny
harmonicky oscilator)

z charakteristické rovnice diferencidlni rovnice X + 28x +m,’x =0
A+ 200+, =0

vypocteme

—28+./48% — w2
s = SISO

2
a tudiz feSeni pro tlumeny harmonicky oscilator je
x(t) = C,e Tt C o(aF -yt
3.5 Najdéte obecné feSeni rovnice X = —®,’x—28x+BsinQt , kde ®,, 8 jsou kladné konstanty
(tlumeny harmonicky oscilator)

vzhledem k vysledku pfikladu 3.4 pfedpoklédddme feeni rovnice 7+ 28z +®,’z = BsinQt ve

tvaru
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z(t) = x(t) +&(t)
kde
x(t) = Cle(_mJW)t + CZe(_ﬁ_Jm)t je obecné feseni diferencidlni rovnice bez pravé strany
E(t)je néjaké reseni diferencidlni rovnice s pravou stranou (partikularni fesent)
po dosazeni z(t) do z+ 282+ ®,’z—BsinQt=0 dostaneme
X+ 28% + @, X + & + 288 + 0,6 ~BsinQt =0
protoZe x(t) je feSenim rovnice X + 28x + ®,’x =0 , dostaneme opét stejnou diferencidlni rovnici
E+ 288 + 0,6 —BsinQt =0
hledame reSeni ve tvaru
E(t)= A, cosQt + A, sinQt
&(t) =-QA, sinQt + QA, cos Qt
&(t) =-Q(t)
po dosazeni upravujeme
(0," —Q*)(A, cosQt+ A, sinQt) —28A,Qsin Q+28A,Qcos Qt—BsinQt =0
[(@,2 = Q*)A, +28A,Q]cos Qt +[(0,> - Q*)A, —28A,Q - B]sin Qt =0
odkud ziskame cennou soustavu rovnic
(0, —Q*)A, +28A,Q=0
(0," —Q*)A, —28A,Q-B=0

odkud
250
Ay=—7— o 2\2 2 B
Q2 — ) +(28Q)
Q' -,
Ay == PNV . B
(Q° —m,")” +(20Q)
feSenim je tedy
2(t) = Ce Ity C e e B - (28Q cos Qt +(Q? — ) sin Qt)

(Q% —w,*)” +(28Q)

3.6 Napiste Lagrangeovu funkci hmotného bodu vazaného na kruznici o poloméru R a integrujte
pohybovou rovnici.

vazby:

X2 + y2 — R2
x(t)=Rcos¢o
y(t)=Rsin¢
z(t)=0

derivace
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X(t) =—@Rsin @
y(t) =R cos ¢
z(t)=0
Lagrangeova funkce

L:T—U:%m(xz+y2+22):%mR2(p2

pozn. ke stejnému vysledku miizeme dojit vyjadfenim Lagrangeovy funkce v obecnych
soufadnicich

L=T-U :%m(w +R*¢%) :%mRZ(]f

z Lagrangeovy pohybové rovnice dostaneme
d ( JL ] J. d

fal L|-Z1=2 26) =0

op  dt
a mame integral pohybu, ktery ndm rovnou umozni vyjadfit si

G
mR?

0=

odkud integraci

C
o(t) = mléz t+C, =ot+q,

3.7 Reste pohybovou rovnici volného padu s odporem vzduchu tmérnym rychlosti.

mX+28x =mg , kde 6 >0, upravime na tvar diferencidlni rovnice X+kx =g, kde k = 25
m

obecné feSeni diferencidlni rovnice bez pravé strany Xx+kx =0 (viz ptiklad 3.2) je
x(t)=K,e™ +K,

feSeni diferencidlni rovnice s pravou stranou X+kx =g (partikularni feSeni) nalezneme

metodou variace konstant
() = —KK, e 4K, e + K, =—kK ™
kde klademe
Ke™+K,=0
dale pak
%(6) = KK e —K ke ™
dosadime do X+kx=g
KK e ™ -K ke™ -k’K,e M =-K ke M =g

odkud spocitdme

K, :—% Jedt+c, =-Eev g,

K
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a z prvni rovnice K,e™ +K, =0 dopocitame

K, =~ [K,e™dt+C, = it+C
feSenti je tedy
x(t)=K,e™ +K, = —%-i- Ce™+8t+C,
k k
budeme-li ovSem ndrokovat pocatecni podminky x(0) =x, et x(0) = v, dostaneme

x(0) :—%+C1 +C, =x,

%(0)=-kC, +% =v

odkud
& Vo
C,=5-20
KOk
g g v v
C2=XO+F—k2+?O=XO+?O

celkem dostaneme teseni

(& Vo, 8 8
X(t)—(P—f)e kt+Et+X0 +?—P

a dosadime jesté k= 2_6
m

g 2

gmz mVo) m +—t+x0+%—m2g
45 20 25 20 4%

x(t) =(

2

3.8 Hmotny bod m pod vlivem tiZe, zavéSeny na pruziné tuhosti k, je vazan na parabolu z = Z—, \4
a

jejimz ohnisku x =0, z=a je pruzina uchycena. Zaved'te obecnou soufadnici, sestavte
Lagrangeovu funkci a feSte Lagrangeovy rovnice.

1-sestaveni Lagrangeovy funkcel

Lagrangeova funkce
L :%(Xz +y? +22)—mgz—%k(r—r0)2

vazby jsou

2
X

z="—,y=0,r" =(z—a)’+x°
4a

volime obecné souradnice takto
X =rsin@
Z=a—rcos@

a pouzijeme vazby k eliminaci r
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2 : 2

a 4a
prevedeme rovnici kvadratickou v r
sin’(@) r* +4acos(¢) r—4a’* =0
kterou lehce vyfeSime a z kofenti

_ —2acos@*2a
1,2 —

— =12a 11(:082([) =12a 1
sin” @ 1-cos” @ 1tcoso

zvolime ten kladny

1

r=2a———
1+coso

vy¢islime nyni soufadnice x a z pouze pomoci @

sin

1+ coso

e 42> sin®@  1-cos¢
4a (1+cos@)®  1+cos@

jejichz casové derivace jsou

.2
).(zzacoscp(1+cosq))tsm P 6 =2a 1 o
(1+cos o) 14+ coso
. X .
z=—X
2a

provedeme transformaci Lagrangeovy funkce na jedinou soufadnici ¢

L :lm(i(2 +y? +Z2)—mgz—lk(r—ro)2 . (1+X—zj—mgz—lk(r—ro)2 =
2 2 2 4a* 2
.2 .2 2 2
) + sin (p > —m aL(pz_lk[—a_roj
(1+cos o) (1+cos o) (I+cos@)” 2 \(1+coso

a po upravach goniometrickych funkci

1 242
=—mo-4a
5 ¢

_ _ 2 _ _ 2 2
L= lm(’pz 842 1 - mga 1-coso —lk (2a-1,)" —2(2a—1,)r, C(z)S(p+ I,” cos” @
2 (1+cos o) 14+cosp 2 (14 cos o)

2-feSeni Lagrangeovych rovnic‘

kvli feSitelnosti je potfeba provést aproximaci malych kmitt

1
1+cosep 2
2

~1-9
cos@=1 Y
cos’ @=1-¢’

potom Lagrangeova funkce, kde pfi tpravach vypustime prebyte¢né konstanty, ma mnohem
jednodussi tvar
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2 _ 2> 2.2 _ 2
I :lma ¢ —mga > o 1 2k (Z2a—1)ne" —1o _ lm('pZaZ _mga—k(ar, —1,°) %
2 4 2 4 2 4

Lagrangeova pohybova rovnice druhého druhu

_ 2
i(a_Lj_a_LzmaZ(p_'_mga k(arO I.0 )(on
dt{dp ) do 2

 mea~kan -1?)

=0
2ma ¢

mga —k(ar, - 1,°)

coZ je rovnice harmonického oscilatoru $+w’¢@=0, kde o’ = >

2ma
aproximovanym feSenim této pohybové rovnice je tedy

_ 2
t)+ Bsin(282 zk(ar; )y
ma

k
o(t) = A cos( msa- 5 (aro W)
3.9 Urcete periodu kmitii v zavislosti na energii, T=T(E), pfi jednorozmérném pohybu castice
hmotnosti m v polich s potencidlnimi energiemi:
a) U =Alx/"
b) U(x)=—% _U, <E<0
o) Ux) =U,tg’ox

nejprve si pfipomeneme odvozeni obecného vyjadreni periody T=T(E), kdy vyjdeme od zdkona
zachovani energie

E=T+U:%X2 +U(x) = konst

x:%: /E(E—U)
dt m

a vynasobime-li tuto rovnici diferencidlem dt ,vydélime pravou stranou a zintegrujeme,

dostaneme
t—f [
JE—- U

pro urcéeni periody je nutné znat tzv. body obratu, které ziskame z podminky nulovosti
kinetické energie

odkud vyjadfime

=2 (E-U)=0
m

a tedy vysetfujeme, pro jakd x nastava E=U

pozadovanou periodu v zavislosti na E dostaneme jako dvojnasobek urcitého integralu casu
mezi body obratu x;, x,:

=T(E)=+2m X_Z[(E—U)%dx
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pfipad za a)

potencial je U(x) = A |x|"

body obratu ziskdme z rovnice E=U = A|x/["

E
Xi2 = ir\‘/g

% tA L1 1
T(E) =/2m I(E—A|x|“)‘%dx=2\/2m j(E—A|x|“)‘%dx:{yzéx“;=E zmr\‘EIY“ (1-y) 2dy
X1 0 0

pocitame tedy urcity integral

E n\ E
1
e ")
(B)== Zan/E N
nV E VA 1"( + j
n 2
pfipad za b)
1 U,
potencial je U(x) = ————— kde -U; <E<0
cosh” oxx
-y . U,
body obratu ziskame z rovnice E=U =- )
cosh” o
sinh? ax = cosh® o.—1= —%—1 =- U°E+E

sinhox, , =+, |- UOE+ E

poznamenejme jen, Ze vhledem k podmince —U, < E <0ma vySe uvedeny vyraz smysl a divod,
proc¢ ho ponechdvame pravé v tomto vyjadfeni vyplyne z nasledujiciho vypoctu urcitého
integralu

T(E):Jﬁj\/EC

cosh ox . 2m cosh ox -E
osh® ox + U, Uy+E2 \/ B¢y, sinh? ox +1

= 2m] dy _~2m [arcsin i_ﬁ 2m
W E) Iy oJE YT eV E

ptipad za c)

potencial je U(x) = U, tg*ox
body obratu ziskdme z rovnice E=U = U, tg’ox

E

tgox,, ==+ O
0

vypocet urcitého integralu
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X
T(E) = ,_2m_[ 1 /ZmJ‘ COS 0X dx:{y: fE+U0 sinocx}:
< \/E—U tgzocx \/1 (E+Uo)d sin” aix E
1 2m 1J‘ 1 Zm [arcsm ] T 2m
E+U, 41—y a\E+U Y 1T oE+U,

T(E)=" | 2™
oa\E+U,

3.10 Odvod'te jednorozmérny pohyb éastice v poli U(x) = A(e”™ —2e¢ ), A>0,0.>0:
1) urcete body obratu v zavislosti na E
2) urcete x = x(t)

1) body obratu
1) body obratu

—20x

body obratu zjistime z rovnice E=U=A(e™™ —2e ™), neb T =0, tj. vyfesSime rovnici

kvadratickou v e ™™

e _ 2AT \/4A2 +4AE /
pro dalsi vyvoj badéani je nutné si polozit otdzku, kdy mad tato rovnice dvé rtizna feSent - je to
pravé kdyz E>—A , aby byl diskriminant kladny a kdyz 1+,/1 +% >0

odsud a ze zadani prikladu dostaneme celkem podminky na A a E

-A<E<0<A
body obratu jsou

2) x =x(t)X,, = —éln[li /1+%j

vyjdeme ze zdkona zachovani energie

E=T+U:%X2 +U(x) = konst

_dx_ 2 o
"otV m Y

a vynasobime-li tuto rovnici diferencidlem dt ,vydélime pravou stranou a zintegrujeme,

dostaneme
t=
3 s

t—t —\/EI dx _{Y_L(e‘“+é)}—l ﬂ[ dy _
P N2 JE-Ae?™ 4240 JAE+A’ E)] aV-2E’ 1y

odkud vyjadfime
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= l m arcsiny = l o arcsinL(ech +éj
o\ —2E Y= N 2E JAELA? E

a po upravach vedoucich k vyjadfeni x dostaneme
/ 2
x(t):ll —%— AE+A 1/ (t t)
o

3.11 Na ose x inercialniho systému S se pohybuji dva hmotné body m,, x, ; m,, x,, pod ucinkem
konzervativni sily vzajemného pusobeni s potencialni energii U(x), kde x =x, - x,. Zavedte
soufadnice x,', x,"' vzhledem k tézisti, vyjadfete kinetickou energii v tézistové soustavé pomoci
oy . . . . oL
X=X, —X, =X, —X, anapiste Lagrangeovou funkci L. Jak souvisi obecna hybnost p = ™ s
hybnostmi p, =m,x,, p, =m,Xx, ?
oznaéme soufadnice tézisté

R = Xy 1M,
m, +m,

zavedme tedy c¢arkované souradnice vzhledem k téZisti
' —_—
x,'=x;—R

'— —
X,'=x,-R

pro tézistovou soustavu plati

a zavedeme jesté

m
X,'=—2—X
m, +m,
m
X, =———1—x
m, +m,

kinetickd energie vyjadfena v téZistové soustavé

: : 1 mm, .
T=mx' +m,x,’ =——1-2-%

pricemZ Lagrangeova funkce bude mit tvar

L=T-U=-—1 ~U(x)
2m,+m,
a hybnost
oL m,m m,m )
p:a_-L_ . 2 (X, = X,)
X m, +m, m, +m,
m m
p= : - —
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3.12 Soustava se sklada z jedné castice hmotnosti M a n ¢astic o stejnych hmotnostech m.
Vyloucenim pohybu hmotného stftedu zredukujte tllohu na problém pohybu n téles.

R je polohovy vektor ¢astice o hmotnosti M, R, jsou polohové vektory n ¢astic o hmotnosti m

zavedeme nové proménné T =R, —R a pocatek umistime do hmotného stfedu tak, Ze plati
MR + mz R, =
i=1

nyni si vyjadfime "staré" proménné pomoci "novych"

po upravach a dosazeni novych proménnych plati, ze

n

__m __m L N L
= Z Z(I;+R) VIR v

i=1

odkud snadno dostaneme

M+nm =
= m o,
R=- I
M+nm ; L
zbyvajici staré souradnice vyjadfime takto (rovnou jejich derivace)
i - m I
R, =1, +R=1 - ¢
k= L T M4nm = 1§

Lagrangeovu funkci L = %Mf{z +lmz R, —U nyni pfetransformujeme do novych soufadnic
k

n

- (S

1 Mm?® o\ ot I m oo m> 2. ?
=— I|+-—m) [ -2 I + -U=
2(M+nm)2(i_fj ;[k Mornm 2 e &
1 Mm?+nm® (& -, m? = =
=— I|+-—m) 1 — T t |-U=
2 (M+nm)’ (;Ej 2 kzzl‘ ¥ M+nm kzz; « ;];

3.13 Odvod'te Newtontiv zakon gravitacni z Keplerovych zakonti.

. p 2. oy 1 5. . .2
zrovhic r=———a r’'¢=A vypocitame a, =——(r"¢)a a, =r—r
1+ecos ® P ¢ rdt( ¢)aa, ®
a(pzli(rz )= m d A=0
r dt dt

" dz[ p ]_A_Z_i( pesin @ .j_A_z_i(éperZSin(p]_A_z_

l+ecosp) r°  dt| (1+ecoso)’ r*dt\r?  p?
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d( Ae A*  Ae . AP Ae 1) A’(ecosq 1+ecos@ A?
=—| —sinQ |-—5="—cosQPp——5="—| —COSQ—— |=— - =
dt p r P r r \p r) r P p pr

poznamenejme jen pro pfehlednost, Ze jsme v predchozich krocich pouzili ¢=—
r
vysledek opravdu odpovidd Newtonovu gravitaénimu zdkonu

A
a,=0eta, =——

pr
3.14 Ze vzdalenosti R (s nulovou pocatecni rychlosti) pada téleso malé hmotnosti m, (meteor) k
télesu hmotnosti m, > m, (Zemé). Zapiste a feSte pohybovou rovnici meteoru ve vhodném

inercialnim systému. Urcete dobu padu t(h), kde h =R —ra ukazte, Ze t(h) = /& je-li h<«R.
8

za soufadny inercidlni systém zvolime systém spojeny s télesem hmotnosti m; a za pocatek
zvolime pfirozené jeho stfed

vyjadiime zdkon zachovani energie druhého télesa (meteoru) v gravitaénim poli télesa prvniho

E=tm,i? -y a2
2 r

kde r je vzdalenost mezi sttedy onéch téles a jesté urc¢ime z pocatecnich podminek celkovou
energii soustavy - totiz, Ze v casu t = 0 pada téleso s nulovou pocatecni rychlosti v vysky R

E = _ MM
R
a tak nas rovnice
m,m m,m
— 1 2 __ .2 1 2
E=—y —m,1° -
R r

privadi k moznosti vyjadrit pohybovou rovnici

e Jzym(l_l)
m, \r R

odkud po separaci dostaneme vyraz elementu casu dt, ktery zintegrujeme a dostaneme reseni
pohybové rovnice

r| 2RJR [ &de&  2RVR[ 1 > 1 .
_J' % v { \/%} \/2ym2 J\/l = \/ZYmZ [—E@/l—& +Earcsm(§)}

¢imz dostaneme
- R _ 1L 1—£+Rarcsin L
\2ym, VRV R VR

pro zjisténi doby padu z vysky R (pocatecni r=R prot, =0) do néjaké vysky r=R-h

t—t, =
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t(h):_\/iﬁ {_\/ngh\/l—(RI;h) +arcsin( /RT_hj+\/§ fl—%—arcsin[\/%ﬂ

t(h):\/%{ h(R—h)—Rarcsin( RT_h}Rﬂ

3.17 Nakreslete si graf efektivniho potencialu pro izotropni prostorovy oscilator U = Ekrz, k>0.

Diskutujte kruhovou drahu ¢astice: urcete polomér drahy, rychlost a energii ¢astice pfi dané
hodnoté momentu hybnosti .

(pozn. kreslit v této verzi pfirucky nebudeme)
efektivni potencial je

2 2
ULy,

U.(r)=U(r)+
«(0)=U(1) 2mr? 2 2mr?

kruhova draha castice v tomto poli nastavé pravé kdyz E, =(U,) . =U,(r,), takZe nam
nezbyva nez najit minimum funkce U(r), pfi¢emz si rovnou vSimneme, ze funkce U (r)je pro
kladna r spojita a zdola omezena (napf. 0) a shora omezend neni (lim U (r) =), takzZe

r—o0
minimum existuje

, (2
Uef(r) = kr -
m

energie

k
E, :(Uef )min =Uy() :\/%l

rychlost zjistime ze zakona zachovani energie

EO:T+U:lmv02+lmr02zlmvoz_}lL: El
2 2 2 2Jkm \m

3.19 Ukazte, ze orbita je v bodech obratu k centru vyduta, je-li tam skutecna sila pfitazliva, a je
vypukla, je-li tam skutecna sila odpudiva.

budeme zkoumat vztah
ma, =m(f-1¢*) =-U'(r)
v bodech obratu plati, ze ¥ =0 a tedy

ma, =-mr¢° =-U'(r)
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a odtud rovnou vidime, Ze je-li v tomto misté skutecna sila pfitazliva, tj. je ~U'(r) <0 a tudiZ i

ma, <0 a obracené.
v v Ve v r . . a 14 . 14 14 3 .
3.20 Ukazte, ze pti pohybu castice v poli U(r) = —, kde oo ma libovolné znameni, existuje
r

vektorovy integral pohybu A = vxL+ ot (Runge-Lentztiv vektor) specificky pravé pro toto pole.
r

A=9xL+at je integralem pohybu < EA =0
r
zkoumejme tedy
ds_ d, . d(f\_z - : & Tr-if
—A=—I(% +o—| — |=rXL+rXL+a
gt = ar (V<L) dt(r) e r?

zde je dobré si uvédomit nékolik vztahti:

ax (bx¢) =Db(a¢)—&(ab) (véta "bac-cab")

na jejichz zdkladé rovnou dostaneme, Ze

LT s LA L . - -
IXL=rX(rXmr+rxXmr)=rx(fX—r+mrxr)=rx(0+0)=0

Ir—1r - I — It r -~ = I — Tt

=IX(FXmr)+0——5—=0—5X(IXT)+0—;

r r

a zbude nam

nyni opét aplikujeme vétu "bac-cab" na vektorovy soucin
dA_ f .. ?r—ff_ocﬁ;ﬁ LA S
=0 —X(IXT)+o = —r—3(r(rr)—r(rr)+rr —T1T)

dt
a ze znalosti e T =r  rovhou plyne, ze
d e —/ = = —.
aA = %(r(rr) —¥r’ + 11’ —Tir) =0

lcoz bylo dokazati

3.22 Urcete rovnici drahy v potencialu U(r) = —% pro ty hodnoty |, pfi nichz nastane pad na
r
centrum.

efektivni potencial je
2

2

Uef = U(r) +
2mr

podminka padu na centrum zni:
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2
1‘2U(1‘)+2l - <0

mr

a odtud snadno preformulujeme tuto podminku na

2

<o
2mr

a nyni pro tyto hodnoty ur¢ime rovnici drahy - vyjdeme ze zdkona zachovani energie
1. 1. 5
E=—mi’+U,=—mi’+—| — -0,
2 2
ktery separujeme na rovnici
2 1, .
—(E+B—) =1
m r
kde jsme oznacili B = ((x —%) a z podminky pro pad na centrum 2;% <o vidime, zZe B>0

potom
rdr
2 (Er* +B)
vyjadrili jsme si tak diferencidl ¢asu, ktery budeme dosazovat do rovnice
l

('p =
mr?

dt=-

kterou ovSem za tim ticelem musime separovat
L L rdr
(Er* +B)

2
m

a tuto rovnici budeme integrovat

o dar [, [[E1 l &d  _
O =" Bm jr\/§r2+1 {& \/;r} V2Bm ng\/EazJ’l \/ZBm J\/+E"2

uvédomme si, Ze integral

I _ds arccosh(§)

-1+ &2
J. \/r =arcsinh(§)

dostaneme tedy dvé rizna feSeni v zavislosti na znaménku energie

1 2m|E 2moL
r W%COSh(F lz—‘l((PHPo)j pro E<0

1: 2mlE| sinth 2mo
r V2mo-1? 2
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3.23 Pii jakych hodnotach | je mozny finitni pohyb v polich

@ Ur)=-oale™ (aa>0)

(b) U(r)=-Ve ™ (V>0)

finitni pohyb nastava v pripad¢, jen kdyz U, ma minimum
budeme predpokladat pouze kladna r
(a) U(r)=-o"

T

efektivni energie je

e—lcr lZ
U (r)=-0—+
(1) r 2mr?

zajima nas, jestli a pro jaké hodnoty lnabyva efektivni energie minimum - z toho diivodu
budeme zkoumat jeji prvni derivaci podle r

—Kr —Kr 2
. e e l
Ug=0—F+oKx———
r r mr

a budeme hledat, za jakych podminek je tato funkce rovna nule

o 1?
—3(1@‘cr +xrie ™ ——j =0
r om
rovnou je vidét, Ze tato podminka bude splnéna, pokud (pouZijeme-li pro prehlednost
nasledujici oznaceni)

2

gr)y=e ™ (r+xr’)-—=0

om

vlastnosti funkce g(r):

limita v krajnich bodech defini¢niho oboru
2

limg(r)=limg(r) = . <0
om

r—oo r—0+

pro zjisténi znaménka funkce potfebujeme
g'(r)=e ™ (1+xr—x’r’)

nyni pfichazi nejdiilezit€jsi ivaha celého prikladu - protozZe potfebujeme védét, kdy funkce
U, (r) nabyva minima, je nezbytné zjistit, za jakych podminek je jeji prvni derivace podle r
nulova
tento problém ovSem preneseme na hledani nulového bodu funkce g(r) a protoZe zndme limity
této funkce na okrajich definiéniho oboru a tato funkce je spojita na tomto defini¢cnim oboru,
staci kdyz najdeme bod 1, takovy, ze g'(r,) =0 ( kfivka g(r) se v tomto bodé lame) a g(1,) >0 (
kfivka g(r) ma v okrajich svého definiéniho oboru zdporné limity a proto nalezneme-li touto

podminkou takova |, pro ktera bude diky spojitosti zarucena existence alespon jednoho
nulového bodu, mame vyhrano)

hledejme tedy
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gl(ro) =e ™ (1+ K1, — Kzroz) =0

neboli
2.2
1+xr, —x'r," =0

a tuto kvadratickou rovnici vyfesime a protoze hleddme pouze nezaporna feSeni, dostaneme

_1++5

T
0
2K

z podminky g(1,) 20 dostaneme podminku

2

l20
m

g(ro) =e ™ (1”0 + Kroz) -

1> < ome ™™ (r, + kr,)

takZe po dosazeni za 1, vySe zminény vyraz dostaneme, Ze finitni pohyb v tomto potencidlnim

poli nastava pro hodnoty

1
2 SaTme 2 (2+45)

(b) U(r)=-Ve ="

budeme postupovat obdobné jako v piipadé (a), tentokrate ovSem strucnéji
l2

2mr?

U, (r)=-Ve ™" +

prvni derivace podle r

l2
mr’

22
U', =2Vk’re ™" —

a budeme hledat, za jakych podminek je tato funkce rovna nule, tedy
l2

mr

2Vicire ™" — -0

a tuto rovnici pfeformulujeme pro kladna r takto (pficemz opét provedeme pro prehlednost

nasledujici oznaceni)

( ) 4 l2
r=re" ———5—=

8 2Vi’m

vlastnosti funkce g(r):

limita v krajnich bodech defini¢niho oboru
2
li =1i =———<0
lim g(r) = lim g(r) =———" 5 —
pro zajisténi existence nulového bodu funkce g(r) potfebujeme védét, kdy
g'(r)=e " (4r° —2k’r°) =0

neboli
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4-2*r* =0

a protoZe nas zajimaji pouze kladné body

v tomto bodé tedy funkce g(r) nabyva stacionarni hodnoty a vzhledem k jeji spojitosti a
kladnym limitam v krajnich bodech svého definiéniho oboru nyni staci urcit, pfi jakych
hodnotach lje g(r,)=0

4_—x’r? l2 4 -2 lz

g(n)=r’e 20

Vem K 2Vem

< Vm%e‘2
K

-U,,r<R
3.24 Najdéte trajektorie a zakon pohybu castice v poli sférické potencialové jamy U = { 0 Or SR
pfi raznych hodnotach [, E.
pro r < R vyjadfime ze zakona zachovani energie ( kde pfi ipravé pouzijeme ¢ = l 5)
mr
2
E:lmi’2+lmr2('p2+U:lm1‘2+ --U,
2 2 2 2mr

diferencidl dt takto

a2 2 1?

i ==—(E+U,)—-—

m m'r
dt= dr 2
JEEU,) -
zjiz zminéného vztahu ¢=—; vyjadiime
mr
L L dr ldr
dp=—-dt=— == =
mr mr* [2(E+U,)--5 1\ 2m(E+U,)-%
zintegrujeme tento vztah a dostaneme
ldr L dr L y
(p = = = = = y = = — = arccos(y)
Irzx/Zm(‘t‘on)—iz V2m(E+Uy) Irzx/l‘w { ry2m(E+U,) } I 1-y?
( 1

oSO+ )= S ET U«

rovnice trajektorie je

~ L
" cos(@+@,)\2m(E+U,)

r(Q)
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ve s 1 7 v ST m, . .y Love s es v 1y
3.27 Pfi jakém poméru hmotnosti ¢astic k =—" je energie pfedana pii jejich pruzné srazce
m
2

maximalni ?

. v 1 By 4m,m, " ., NV
budeme diskutovat celni raz E - ( 7 kdy chceme, aby pomér energii byl co nejvétsi

m, +m
1 1 2

pfi danych hmotnostech

oznacime si tedy tento pomér jako funkci f(x)

2 2 2
_ =2 2_2m1 +m22:2_21{+12
E, (m;+m,) (m, +m,) (m; +m,) (x+1)

E,'  4mm, (m, + mz)2

f(x) =

a hledejme extrém této funkce

2 _ 2 _ 2 _
£(k) = -2 2k(k+1) 2(](::—1)(1( +1) _ 2x(k+1) 2g1< +1) _ 2k 23 _
(x+1) (x+1) (x+1)
K, =1
odkud plyne, Ze energie predana pfi pruzné srazce je maximalni pro m; =m,.
3.28 Dokazte zakon odrazu (rovnost thlu odrazu a thlu dopadu) pro pruzny odraz castice m na
pevné sténé (M — o).

vyjdeme ze vztahu pro pruzné srazky dvou hmotnych bodd hmotnosti m a M, kdy téleso
hmotnosti M je v klidu a téleso hmotnosti m na néj nalétava pod tthlem 6, a thel rozptylu ¢astic
se znaci

ona rovnice zni

tg 0, = Msiny  siny

m+Mcosy K+cosy

v « m
kde kznaci pomér x = M

pii M = oo jde Kk — 0 a vztah mezi tthly pfechazi v

‘coi bylo dokdzati

3.37 Soustava podle obr. 3.38 (skriptum str. 112) se otaci kolem svislé osy s konstantni thlovou
rychlosti ¢ =Q; bod m,se miize volné pohybovat podél osy.
(1) Napiste Lagrangeovu funkci soustavy.

2PfHim =m,=ma Q>Q, = \/? urcete thlovou frekvenci ®malych kmitii soustavy kolem
rovnovazné polohy.

(1) Lagrangeovu funkci soustavy
1 C2 . . . 2, 1 : . .
L= Eml(x12 X Y Y 2 +2y)+ Emz (%" +y," +2,7) +mg(y, +y;) +m,gy,

vyjadfime v obecné soufadnici 6 (viz obrazek) a k tomu pouzijeme vazby
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X" +(y,—y,)" =a’
+(y;—y.) =a’
Y1=Ys
a vzhledem k otaceni soustavy kolem osy y tthlovou rychlosti ¢ =Qt zavedeme nové polarni
soufadnice vztahy :
X, =asin0cos Qt
X, =0

X, =—asin 0cos Qt

y, =acos0
y, =2acos0
y; =acoso

z, =asin0sin Qt
z,=0

Z, =—asinBsin Qt
a tak tedy dostaneme Lagrangeovu funkci
L=m,a*(® +Q*sin’ B)+2a’m, sin’ 69 + 2ga(m, +m, ) cos @

(2) nynti je potfeba odvodit thlovou frekvenci malych kmitt kolem rovnovazné polohy (viz
teorie) pfi m; =m, =m a pro tento ticel vyjdeme z upravené Lagrangeovy funkce

L =ma’(8” +Q*sin” 8 +2sin” 86” +2Q,? cos 0)
odvodime Lagrangeovy pohybové rovnice
i(a—Lj _9L_ ma® i(29 +4sin’ 69) —ma®*(2Q” sin 0 cos O+ 4 sin B cos 09” —2Q,* sin 6) =0
dt\ 00/ 90 dt
0+2sin” 00— Q” sinBcos O +2sinHcosB6” +Q,* sin®=0

rovnovaznou polohu dostaneme z podminky [é]e=e =0, pak se predchozi vztah zjednodusi na

—Q%sin 6, cos O, +Q,’sinO, =0

a rovnovaha nastava pro thel
2

0

COos 90 :F

uréime tthlovou frekvenci malych kmiti kolem rovnovazné polohy tak, ze pomoci Taylorovy
véty rozvineme U a T v bodé 6,, kdy nas bude zejména zajimat (opét viz teorie)

y:(amj . M:(a%j
08 6=, 00° =0,

ot =0

a potom podminka

nam konec¢né nabidne hledanou frekvenci
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z potencialni energie

U =-ma’*(Q’sin” 8+2Q, cos 0)

Qf s
29,

2 4 4
Y=-ma’ %(—2@2 +40° ?202 j =ma’ QQ—ZQO

z kinetické energie
T =ma®6*(1+2sin” 0)
4 4 4
iL=ma’ (3 — 2?2—04] =ma’ 3 29, 94290
rovnice ‘y— (:)zu‘ =0 se prevede na

QP -Qf .2 3Q-2Q.*

ma T —0Om o =0
odkud snadno dostaneme vysledek
2 Q4 - Q04 Q4 2 94 - QO4

0 = =Q
Q* 3Q— 2904 30 - 2904

3.38 Urcete normalni kmity dvojitého kyvadla (viz skripta U 2.4) pfi malych amplitudach.
Zkoumejte zvlasté pfipad |, =1,, m, > m, , vnémz jsou vlastni frekvence témér stejné. Ukazte, ze
po malém vychyleni horni hmoty se amplitudy obou hmot budou stfidavé zvétsovat a zmensovat
(nrarzyn)'

v tomto pfikladé volné navaZeme na reSeny piiklad U2.4 na strané 44 a tedy prepisSme

Lagrangeovu funkci v polarnich soufadnicich

1 o1 . -
L= E(m1 +m,),’¢,’ +Em2122(p22 +m,lL,§,p, cos(9, —9,)+(m, +m,)gl, cos @, + m,gl, cos e,

najdéme ( pomoci teorie ) vlastni frekvence téchto kmitti kolem rovnovazné polohy

(¢, =9, =0)pfi malych vychylkach

vyjadiime si potencidlni energii

U =—(m, +m,)gl, cosp, —m,gl, cos o,

a najdeme matici charakterizujici aproximaci potencialni energie do druhého fadu

B l 0’U _l (m, +m,)gl, 0
Yo 200,00, ) 2 0 m,gl,

vyjadiime si kinetickou energii

1 ) 1 ) ..
T= E(ml + mz)l12(P12 +Em2l22q)22 +m,LL,¢,¢, cos(e, —¢,)

a najdeme matici charakterizujici aproximaci kinetické energie do druhého radu

(1 9T | 1 (m, +m,)l,> m,lL,
i 200,09, ) 2 m,ll, m,|,’

vlastni frekvence dostaneme z rovnice (opét viz teorie)
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Yix— mzui,k =0
¢imz dostaneme
(m, +m,)gl, - (Dz(ml + mz)llz —m2m2l112 —0
—w'm,l,, m,gl, — o’m,l,’

[(m, +m,)gl, - wz(ml + mz)llz][nglz - 0)2m2122] - 0)4m22l12l22 =0

(m, + mz)g2m21211 - (Dz(ml + mz)ngl2l12 - wZ(ml + mz)gmzlzzll + 034(m1 + Inz)rnzl;ll2 - 0)4m22l12[22 =0
a zjednodusime na

(m, + mz)gz - (ng(ml +m,) (|, +1,) + (04m1l2l1 =0

coz je kvadratickd rovnice v @, kterou snadno vyfe$ime a dostaneme

(’31,22 = 2 5 ((ml +m,)(, +1,) £ \/(ml + mz)z(ll +lz)2 —4m, (m,; +m,)L, )
m,l,

3.39 Urcete kmity soustavy dvou harmonickych oscilatorii se slabou bilinearni vazbou,

L= (4720 (¢ +y)) +oxy, 0 < @y

prislusné Lagrangeovy rovnice II. druhu ziskame

d(JdL) oL . 2

—| —= |- =X+0," x-oay=0
dt\ox/ ox

d(dL) oL .

—| =T |- =V+w, y-oax=0
dtl dy ) 9y

dostaneme tak soustavu dvou diferencialnich rovnic, z které sectenim a také odectenim
dostaneme nové dvé rovnice
d? )
F(x—y)ﬂ% (x-y)+a(x-y)=0
2

%(x+y)+0)02(x+y)—0c(x+y) =0
zavedeme nové souradnice q,, q, vztahy
Q@ =X=Y, q =X+Y
a soustava rovnic prejde na
g, + (o, +o)q;, =0
G, + (0, —a)q, =0
odkud lehce zjistime normalni kmity soustavy jako
o, =0t

(pozndmka: k nalezeni téchto frekvenci Ize také pouzit obdobnou metodiku jako v ptikladé
3.28)
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3.41 Padostroj. Pfes volné otacivy valec poloméru R a momentem setrvacnosti I je natazeno
nehmotné vlakno délky |, na némz jsou zavéSena télesa hmotnosti m,, m,. Sestavte a feste

Lagrangeovu rovnici.

pocatek soustavy soufadné umistime do stredu valce, kladny smér osy z sméfuje proti sméru
tihového pole, thel ¢ urcuje pootoceni valce
vazby jsou

X, ==X, =R

Y1 =Yy, =0

z,+z,+7nR =1

z, =@QR+ 21(0)

Lagrangeovu funkci
L _ .2 1 .2 1 I .2
=, M +Em222 +E ¢ +m,gz, + m,gz,
pomoci téchto vazeb pretransformujeme (s vypusténim konstantnich ¢lenti) na
1 I).,
L =5 m, +m, +F z,” +(m, —m,)gz,

feSme nyni Lagrangeovu rovnici II. druhu
4 gL —a—L—(m +m +i)z —(m,; -m,)g=0
d_t azl aZl - 1 2 R2 1 1 2 g =
kterou fesi s ohledem na nezndmé pocatec¢ni podminky

_ 2
z,(t) = 1_(m, —m, )Ij gt’ +2,Ot+2,”
2 (m;+m,)R"+I

1 (m,-m,)R*

Z,(t)=——
21 2 (m, +m,)R* +1

gt? + 2,0t +2,

3.42 Dvojity padostroj. Na soustavu podle obr. 3.39 (skriptum strana 113) ptisobi sila tize. Horni
otaciva kladka (moment setrvacnosti I,, polomér r,) je pevné zavésena, dolni otaciva kladka

(hmotnost m,, polomér r,, moment setrvacnosti I,) je pohybliva ve svislém sméru. Vlakno
spojujici télesa m,, m, ma délku |, , vlakno spojujici télesa m,, m, ma délku |,. Sestavte a feste
Lagrangeovy rovnice.
napiSme nejprve vazby
z,+z,+mr =1,
z,—-2,+2,—2,+mr, =,

z, = @1, +2,"

Zy = Q1 + 2,
ze kterych vyjadiime

z, =, —nr, —z,

z, =, —mr, + 2|, - 2nr, -2z, — z,
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zZ,—Z
_ 47
¢, =
o]
z, _Z3(0)
0,
L

a dosadime do této Lagrangeova funkce

13 BN S
L==>mz>+-> L +> mgz,
23 23 i=1

¢imzZ po upravach dostaneme

_ (m, +m, +4m,)r’ +1, 52, (my +m,)r,’ +1, .

L o2 1 op2 Z32 +2m, 7,2, +(m, —m, —2m,)g z, +(m; —m,)g z,
1 2 C D E
A B

a pro prehlednost dal$ich krokii jsme si jednotlivé ¢leny oznacili pismenky
L=Az’+Bz.+Czz,+Dz, +Ez,

sestavme Lagrangeovy rovnice II. druhu

oL
d ( ]—a—L:2A21+CZ3—D:O

a aZ1 aZl

oL
AL 9L oBs +Cs —E=0
dt aZ3 3Z3

které nas dovedou na soustavu diferencialnich rovnic, maticové zapsanou jako
7 =
Z3
2A C)). D
Z+=
C 2B E
kterou vyfeSime tak, Ze najdeme inverzni matici
1 2B -C
4AB-C*(-C 2A
a celou rovnost zprava touto matici vynasobime a dostaneme tak

. (2BD-CE
=l 2AE-CD

a tedy feSenim je

=5\ 2AE-CD

1(2BD-CE
2

jt2 +70t+20



STRANA 402778 KAPITOLA 4: ZAKLADNI PRINCIPY MECHANIKY

KAPITOLA 4: ZAKLADNI PRINCIPY MECHANIKY

4.2 Pres hieben stfechy (vrcholovy thel 2a.) je natazeno nehmotné vlakno délky | zatizené na
koncich hmotnostmi m,,m,. Kdy nastane rovnovaha ?

oznacme soufadnice obou téles: m, :[x,,z,]resp.m, :[x,, z,] a zvolme pocatek ve vrcholu
stfechy pricemz kladny smér osy z mifi proti tthovému zrychleni
nejprve si zapiSeme vazby, které tato télesa podstupuji

9, =X, —z4tgo, =0

0, =X, +z,tgo, =0

0, E\/xl2 +z° +\/x22 +z,”-1=0
a skutec¢né sily, které na télesa ptlisobi
F, =(0,0,-m,g)
Fz =(0,0,-m,g)

problém statické rovnovahy budeme fesit metodou Lagrangeovych multiplikatorti (viz teorie),
kterd nas v tomto ptipadé privede na soustavu rovnic:

X
Ay 4y =0
' 3«/X12+le

Z, _

—mlg—lltg o +7\.3 W =0

X
Ay g =0
SR NP
—m2g+k2tg0c2+7»3z—2=0

X +2,
X, —z;tg o, =0
X, +Z,tg o, =0

\/x12 +z° +\/X22 +z,”—1=0

z této soustavy si vyjadiime
X, = 2Z,tg0y
X, =—2Z,tg0,

odkud plyne (z pfedpokladu pohybu pouze po sttese, tj. Ze soufadnice z jsou zaporné), Ze z
prvni a tfeti rovnice dostaneme

z,tg o Z, . .
?\41 =Nz 2 L 12 :_7\‘3_1511.1&1 :7\‘3 s oy
\/Zl (1+tg’a,) 2|
z,tg o zZ, . .
A, =2 28% 3 —Zgino, =-A,sina,

Crrgie,) 2

a druha a ¢tvrta na tvar
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-m,g—Atg o, —A;cosa, =0
—-m,g +A,tg o, —A, cosa, =0
kde jesté provedeme dosazeni za A, a A,
-m, g —A, sino, tgo,, —A; cosa, =0
—m,g— A, sina, tgo, —A; cosa, =0
¢imz po vyjadfeni A, z kazdé rovnice dostaneme podminku statické rovnovahy (pro libovolné
soufadnice obou hmotnych bod#i svazanych pouze vazebnimi podminkami)
A, =—m,gcosq,
A, =—m,gcosa.,

m, cosd,

m, Cose

2
4.3 Dva hmotné body m,,m, klouZou bez tfeni po parabole z = —;— a jsou spojeny nehmotnym
p

vlaknem délky r, které prochazi ohniskem paraboly [0,0,—%] . Ktera poloha hmotnych bodi je
rovnovazna ?
poznamenejme, Ze tihové pole ma smér jako obvykle, totiz ptisobi proti sméru osy z.

tuto alohu opét budeme fesit metodou Lagrangeovych multiplikatorti (hledani extrémii na
varietach)

sily plisobici na hmotné body jsou
=(0,0,—m,g)
(0,0,-m,g)

F,
E,

napiSme vazby, podle kterych se pohyb miize uskutecnit

Oy =X + (2, +2)? +1x,7 +(z, +5)F —1 =0
XZ
¢, =2, +2;:O

2
X,

=7 +—=-=(
05 2 2p

pro jednoduchost dalSich vypocth aplikaci vazeb ¢, a ¢;na vazbu prvni dostaneme

¢ =-2,-2,+p-1=0
2
Xy
=z +—=0
¢, =2, 2p
2
X
®s EZ2"'2L:O

jiz zminovanou metodou Lagrangeovych multiplikatorti dostaneme rovnice
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A, =0
p

A, 22 =0
p

-m,g+A, +A;=0
a k této soustavé patfi jesté jiz zminované vazby

-z,—Z,+p-1=0

z,+=1=0
2p
2
z,+=2=0
Zp
ze kterych dostaneme pfipustna feseni
X, A X, z, A Ay A,
0 0 +2p(r-p) p—r m, g(m; —m,) 0
+J2p(r-p) p-r 0 0 0 g(m, —m,) m,

poznamka: povSimnéme si, Ze kromé velikosti vazbovych sil (udané Lagrangeovymi
multiplikatory) nezavisi rovnovazna poloha na hmotnostech.

2
4.4 Nehmotné vlakno délky | je polozZeno pres vrcholek paraboly z = X Jeho konce jsou

zatizeny hmotnostmi m,, m,. Ve které poloze vlakna nastane rovnovaha ?

poznamka: k feSeni tohoto pfikladu, ostatné jako k mnoha dal$im lze pouzit rtizné piistupy,
znalosti a podobné - avsak i tentokrat pouZijeme do jisté miry (s ohledem na reSitelnost rovnic)
univerzalni Lagrangetiv formalismus

zacnéme tedy tak, Ze popiSeme vazby, kterymi se télesa pri svém pohybu fidi
2
X
¢, =z + 2_1 =0

2
@2EZ2+%:O

0, = j\/1+z'2dx—l=0

povsimnéme si na vysvétlenou vazby @, - tato vazba vyjadfuje spojeni obou hmotnych bod
nehmotnym vldknem délky L, kterd se docela snadno odvodi pres Pythagorovu vétu
aplikovanou na infinitesimaln{ p#irtistky (dl)’ =(dx)*+ (dz)* - zbytek uZ si laskavy &tenaf jisté
domysli sam

tuto vazbu si samoziejmé zjednodusime a to nasledovné : ze vztahii



STRANA 43778 KAPITOLA 4: ZAKLADNI PRINCIPY MECHANIKY

po dosazeni do vazby ¢, dostaneme

0= [[1+2dx-1=0

X1

nyni se pustime do hledani bodt statické rovnovahy - budeme postupovat obdobné jako v
predchozim piikladé, a to metodou Lagrangeovych multiplikatord, ¢imZ dostaneme tyto ctyfi
rovnice

Ay 2E = 1425 =0
p

-m,g+A, =0

Ry 2240y 1425 =0
p

-m,g+A, =0

matematickad pozndmka: J.f '(x)dx =f(x,)—f(x,) a proto jsme pfi odvozovani pfedchozich

X1

rovnicmohlipouii’ci I 1+2dx :—,/1+% eti I 1+Xdx :,[1+é
X, p p X, P p

X1 X1

z téchto Ctyf rovnic si vyjadiime
A =mg
A, =m,g

a po dosazeni do zbylych dvou rovnic mame

rnlgﬁ—k3 1+%2 =0
p
ng%+k3 1+%2 =0

odkud nakonec eliminaci A, vyplyne rovnice

mX, , MX _ o
2 2
\/1+% \/1+%
P P

to je ovSem jen jedna rovnice pro dvé nezndmé - tu druhou ndm zajisti dosud nepouzita vazba

0= [[1+2dx-1=0

X1

spoctéme integral

. &
I 1+Xdx = {i =sinh &} = Jp cosh?(£)de = P [2¢ + sinh 2¢]*
S p § 4 )
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E= arcsinh >

P

druha rovnice tedy bude

P {Zarcsinh X2 | sinh (Zarcsinh &j & —2arcsinh X1 _sinh (Zarcsinh ﬁj ﬁ:l =1
4 p p p P

kterou lze jesté nepatrné zjednodusit na

2 2
P arcsinhﬁ+& 1+Xi2—arcsimhﬁ—ﬁ 1+X¢2 =1
2 p p\ p p p\ p

a tedy rovnovazné hodnoty soufadnic x;, x, jsou feSenim téchto dvou zardmovanych rovnic.

4.5 Hmotny bod m je vdzan na elipsu ve svislé roviné s poloosami a (vodorovna), b (svisld), a<b.
Kromé tize g ptisobi na bod pruzina o tuhosti k uchycena ve stfedu elipsy, jejiz rovnovazna délka
a, <a. Urcete rovnovazné polohy bodu.

soufadny systém zvolime, jako obvykle, tak, stted soufadného systému umistime prirozené do
stfedu elipsy a kladny smér osy y bude opét sméfovat proti sméru ptlisobeni tthového pole

vazbu v takovéto soustavé potom zachycuje rovnice

2 2
:—2+§—1: 0=b’x*+a’y’-a’b’* =0

¢
k nalezeni rovnovaznych poloh pouzijeme opét Lagrangetiv formalismus, tj. metodu hledani
extrému funkce na varieté - staciondrni bod potencialu U

vyjadfeme si potencidlni energii jako

U:mgy+%k(«/x2 +y2 —ao)2

hledejme tedy stacionarni body této funkce dvou proménnych na varieté ¢ (pomoci
Lagrangeovych multiplikatort - viz matematickd analyza)

— —A—=k——=(X"+y —a,)-2b"xA=0
Ix Ix 2ty (VX +y" —ap) X

a—U—xa—“’=mg+k%<\/x2+y2 ~a,)~2a’yA =0
X +y

dy  dy

celkem se tedy dostavame soustavu rovnic

x| 1-2bA——20_ =0
JC+y?
y|1-22 -2 |8

Sy’ |k
b*x* +a’y’ —a’b’> =0

tuto soustavu fesi ndsledujici dva stacionarni body:
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x=0, y=*b

a body, které jsou feSenim této soustavy rovnic

x2—a2—i 2 kd 0
= be, ex#

_ a, _mg 2b’
y|1 2 2.2 | Kk b-a
NE wy ty a

/4 4 . . . v v Ve m . v 7 Ve .V ’ . /4 7
poznamka: z posledni rovnice je vidét, ze pri X — 0je dalsim pfibliZnym staciondrnim bodem

x=1b,y=0

4.6 Na pfimce jsou dany tfi ekvidistantni elektricky nabité hmotné body s naboji e, e,, e,. Urcete
naboje tak, aby soustava byla v udané konfiguraci v rovnovaze a ukazte, Ze tato rovnovaha neni
stabilni.

staticka rovnovaha pro ekvidistantni naboje znamena, Ze podle principu virtudlni prace
(virtudlniho posunuti) musi platit

Z:Fiﬁxi =0

protoze nasim ukolem bude zjistit, je-li tato konfigurace v takové rovnovaze stabilni ¢i nikoliv,
vy¢isleme nejdiive potencidl této soustavy

e.e ee e,e
_ &8 1€3 2€3

U(x;,%,,X;3) = + +

Xo =Xy X3—=Xp X3—X,

potom sily ptisobici v této soustaveé se vyjadii

p__U
ox,
a podminka statické rovnovahy je pak
—za—sti =0
T~ OX;
a protoze 6x; miizou byt obecné linearné nezavisla je tato podminka splnéna pravé kdyz
ISR
ox;

coz nas dovede v ekvidistantnich bodech x, —x, =x; —x, =a;x; —Xx; =2a na soustavu rovnic

66, &85 —0
2 2
a 4a
€€, €& -0
2 2
a a
e.e e,e
1 23+ 223 ~0
4a a

odtud dostaneme podminku pro rovnovahu
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abychom mohli nyni rozhodnout, zda-li je tato rovnovaha stabilni, je nutné zjistit, jestli v
bodech stability potencidl U nabyva minimum.

pro prehlednost nyni zvolme nové souradnice y, =x; —X, ,i€ 3, tj. spojime novou soustavu

soufadnou pevné s prostfednim nabojem

potencial ma nyni tvar

2
U(yl,y3):le2(+i+4 1 —ij:lezm
4 4 Y1YZ(Y3_Y1)

Y1 Ys=Y1 Y3

a budeme zkoumat extrém této funkce dvou redlnych proménnych v bodé [y, =-a,y, =a]

1 4

[ 1 12 (3_ 1)2
U(Y1IY3):Ze2 i_ y4y

v (vs-n)’

a budeme zkoumat definitnost druhé derivace potencialu (podrobnosti vySetfovani realnych
funkci vice proménnych se dozvite v matematické analyze)

1 4 4

" 1 2 ?—i_ (}’3—}’1)3 B (}’3—}’1)3
(ya=y1)° vs o (ys-y1)’

3

2(_
U"(—a,a):%j—[

Nf= M=

|

tato matice je indefinitni a tudiZ potencidl nema v této konfiguraci minimum a rovnovéaha je

Nf= M=

proto nestabilni
4.9 Na hmotny bod vazany na kulové plose @ =x,* +x, +x,> —r* = 0 ptisobi konstantni gravitaéni
sila F =(0,0,-mg). Uréete rovnovazné polohy (x?) a slozky reakéni sily R¢ v (x°).
opét pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikator( a tak dostaneme podminky statické
rovnovahy jako

2 2 2 2
X, +X,"+x;,7 =" =0

0+2Ax, =0
0+2Ax, =0
-mg+2Ax, =0

odkud dostaneme feSeni
x°=(0,0,%£r)
a reak¢ni sila v téchto bodech je

R° = (0,0,mg)
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4.10 Hmotny bod, na ktery ptisobi konstantni gravitacni sila F =(0,0,—mg) je vazan na dvé

valcové plochy @, =x,>+x,>—a’=0 a ¢, =x,"+x,”—b* =0, kde a’ >b* > 0. Urete rovnovazné

polohy (x;) a slozky reakéni sily R} v (x{). Které rovnovazné polohy jsou stabilni ?

protoze budeme na konci rozhodovat o stabilité, pouzijeme v tomto prikladé metodu hledani
extrému funkce vice proménné na varietdch z matematické analyzy - zkoumana funkce bude
potencial U a budou nas zajimat

(a) stacionarni body této funkce vzhledem k varietdm

(b) v kterych bodech ma tato funkce minimum vzhledem k varietam (v takovych bodech je
potom rovnovaha stabilni).

l(a) stacionarni bodyl

sestavme funkci
A=U- 7"1(P1 - 7"2([’2
po dosazeni
A =mgx, —7»1(x12 + x32 -a’%) —7»2(x12 +x22 —bz)
a hledejme jeji stacionarni body (tj. $2=0)
N o —2hx, =0
X1
A =-2A,Xx, =0
X,
oA

a—:mg—Zklx3 =0
X3

a nezapomenme jesté na vazbové podminky

o_l® =x,"+x,"—a’ =0
e, =x7+%x,"~-b* =0
takovouto soustavu rovnic potom fesi (pro pfehlednost liché indexy feSeni odpovidaji bodim
majicim kladnou sloZku odpovidajici soufadnici x, a sudé opacné - tj. body s lichymi indexy

jsou "nahofe" a body se sudymi "dole", budeme-li se orientovat podle piisobeni tihového pole)

el 0 ® = w0 oom
o 0 e SE 0 oo
om0 W o R oomg
+b 0 e e SR omg)
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kde jsme pouzili R =(2x,A, +2x,A,, 2A,X,, 2A,X;)

I(b) otazka minima ve stacionarnich bodechl

prvni derivaci funkce A lze obecné zapsat (viz pfedchozi rovnice)
=2, X; —2A, X,
A= —2\,X,
mg —2A,X,
druhd derivace bude

20 -2h, 0 0
A= 0 2h, 0

zkoumejme nyni definitnost v jednotlivych staciondrnich bodech a to tak, Ze zazime druhou
derivaci na tecny prostor (podrobnosti viz matematicka analyza)

e =2 0 29 gogt konkrétnich piipadech
protoze = 2X1 2X2 0 , dostaneme v Konkretnicn pripadec
O’ A" pfislusna kvadraticka forma
! : -1 0 0\ h
: -1 0 O : m m
® 0 0 2a mgl 0 ol Q(h):Tg(h,O,O) 0 0 0]0 :_Tghz
® 0 +2b 0 a | 0 0 -1)l0
0 0 -1 !
. lokalni maximum => nestabilni rovnovaZna poloha
oo 1 0 0)(h
m m
® (o 0 —2a] mg| o o Q) ="E(1,0,0)0 0 0] 0|=Ep
0 #2b 0 a | 00 1)l0
® “loo 1) |
S R lokalni minimum = stabilni rovnovazna poloha
i 00 0 i 0 0 0)O
| | m m
®| (£2b 0 27 b7 | mg Q)=——=2_(0,h,0)0 1 0| h|=—E_n
L —==10 1 0 | va‘—=b a“-b
@| |£b 0 0 ' Ja b | 00 -1){0
00 —1):
S SN S lokalni minimum = stabilni rovnovazna poloha
! 0 0 0 i 0 0 0)O0
: : m m
®|(2b 0 2ya7—p’ ) mg Q) =——E—(0,h,0)[0 -1 0| h|=-—E_p
: -1 : a’-b’ Ja’-b?
2b 0 0 ' Ja2 —b2 ! 0 0 1)10
| 0 0 1)
! i lokalni maximum = nestabilni rovnovazna poloha

poznamka k feSeni: postup uzity v tomto ptikladé neni jediny mozny, je vSak nazorny z
hlediska aplikace poznatkt matematické analyzy
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4.11 Pomoci d'Alembertova principu odvodte pohybovou rovnici matematického kyvadla.

zavedeme thel ¢ jako obecnou soufadnici a pomoci n€j vyjadiime vsechny veli¢iny vystupujici
v d'Alembertoveé principu

d'Alembertv princip v kartézskych soufadnicich je (kde osa y sméfuje ve sméru tihového
zrychleni)

(-mx)0x +(mg —mjy)dy =0
a pouzijeme vzhledem k povaze matematického kyvadla transformace
X =rsin@
y =rcos®
kde
X = —1@” sin @+ rdcos @

y =-1)’ cos @—r{psin @

OX =T1COS @ 0P
dy =-rsin@ d¢
transformujme d'Alemberttv princip na

(mr” sin @ —mr{cos Q)r cos ¢ dp— (mg+ mr> cos @ +mr{sin @)rsin @ d¢ =0
mrz(—('p—gsinq)) dp=0
r

a ma-li byt tato rovnost splnéna pro libovolné 8¢, dostavame pohybovou rovnici
matematického kyvadla

&

¢+=sin@=0
r

4.13 Dvé télesa hmotnosti m,, m, jsou spojena nehmotnym vldknem délky | klouzajicim bez tfeni

po pevném valci o poloméru R. Urcete pohyb soustavy pod vlivem tiZe s pouzitim d'Alembertova
principu. Vypoctéte silu napinajici vlakno.

necht kladny smér osy z sméfuje ve sméru ptisobeni tthového zrychleni
zapiSme vazbu mezi télesy jako
z,+z,=L-nR
odkud plyne
i, =—7,
zapiSme d'Alember(iv princip
(m,;g—-T-m,Z,)0z, +(m,g—T-m,Z%,)0z, =0

z kterého, ma-li byt tato rovnost splnéna pro libovolné 8z, obdrzime soustavu rovnic (po
pouziti vazby)
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m,;g—-T-m,z, =0

m,g—-T+m,z, =0

snadno z této soustavy rovnic vyjadiime

T=2 T2
m, +m,
a
m,; —m
Zy=— ‘g
m, +m,
odkud integraci dostdvame
I1m,-m .
z,(t) :E#gt2 +70t+ 2]
m, +m,
1m,-m .
Z,(t)=———— 2ot — 7%t —z° +| 1R
2m,+m,

4.14 Tézni klec. Lano nesouci klec o hmotnosti M je vedeno pres kolo poloméru R a je tazeno silou
F=F(t). Pomoci d'Alembertova principu odvodte pohybovou rovnici klece. Moment setrvacnosti
kola hmotnosti m vyjadiete pomoci gyraéniho poloméru R, I=mR’.

d'Alembertiv princip pro tuto situaci zni

(F—Mg — M2)dz +(-1§)8¢ =0

s pouzitim vztaht

oot
R
0z =Rd@
dostavame
. R’ &z
(F—Mg—Mz)62+(—m?gz)E =0
a tedy

2

LRy
(F—Mg—MZ—m?Z)SZ =0
odkud pohybova rovnice
R 2
[M+mR—gz]Z =F-Mg

4.15 Pomoci d'Alembertova principu odvodte pohybovou rovnici rota¢niho télesa ( hmotnost m,
polomér R, gyracni polomér R,), které se vali bez klouzani po roviné naklonéné pod tthlem o.

d'Alembertiv princip v této situaci je
(mg sin o —m5)ds + (—1§)op =0

transformujeme pomoci vztahti



STRANA 51778 KAPITOLA 4: ZAKLADNI PRINCIPY MECHANIKY

Os
00 =—
? R
_i
? R
I=mR >

na

(mgsin 0,—m§)ds +(-mR,’ %) % =

R 2
m{gsinoc—'s;[1+ Rgz HSS:O

odkud obdrzime pohybovou rovnici

0

a po upraveé dostaneme

. sin o
. _gsina

RZ
I+

4.18 Piesvédcete se pfimym vypoctem, Ze zména vazanosti Z(X;) pfi zmeéné zrychleni o 8X; je
1 o .
rovna Z(X; +8X;) - Z(X;) = Z(miiii —F,)oX; +Ez:mi(85€i )’ atedy podle Gaussova principu

ZFi —m;X,)0X; =0, (dx; = &x; = 0) Z nabyva pfi skutecném pohybu svého minima.

veli¢ina vazanost (nutkani) predstavuje

ﬂ%F%Zm{&zi]

1

zkoumejme tedy

1 F* F?
Z(i&i+6§&i)—Z(5&i):EZ{mi[(5&i+65&i)2—XiZJ—ZFi[Xi+85&i—5&i]++— i }

m. m.

1 i i

1

Z(X, +8%.)—Z(X,) = %Zmi [2%,8%; +(8%,)° | -2F8%, = ) (m X, —F ) 8%, +%Zmi(65ii)2

lcoz bylo dokazati

T
4.20 Vypoctéte hodnotu akce S = IL dt pro
0

(a) skuteény pohyb pfi volném padu hmotného bodu hmotnosti m, z, (t) = %gt2

(b) variovany pohyb z, (t) =ct, kde c je uré¢eno podminkou pevnych konct z,(T) = z,(T)
(c) variovany pohyb z_(t) = at’, kde a je uréeno podminkou pevnych koncii z (T) =z, (T).

Ukazte, ze hodnota S je v pfipadé (a) mensi nez v pfipadech (b), (c).

Lagrangeova funkce popisujici volny pad je
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1.
L= 5 mz’ +mgz
nejprve urcime z podminek pevnych koncti konstantu c

2,(T)=<T =2,(T) = gT*

1
c=—g¢T
2 g
a konstantu a

QCD:aT3:ZJT):%gT2

a=18
2T

dosazujme tedy za z(t) postupné z (a),(b) a (c) a spocitejme hodnotu akce

T ) 1

J- I mg’t’ +— mgtdt—gmg

0

! 1 1 3
= ILdt = I—mngz +—mg2Tt dt= —mng3
; 58 2 8

T T

=j J' t* 1mg t? d’c:lmng3
L T 20

je tedy zfejmé, Ze skutecnému pohybu skuteéné odpovida nejmensi akce

|c02 bylo dokézati a spoditati

4.21 Bylo zjisténo, Ze hmotny bod pfi volném padu s nulovou pocatecni rychlosti urazi drahu z,
za dobu t, = \/% . Pfedpokladejme, Ze pro z # z,doba padu neni znama a Ze vime jen to, Ze z(t)
zavisi na t podle vztahu z(t) = at + bt*>. Ukazte, ze kdyz konstanty a, b zvolite tak, aby doba padu
z vysky z, byla t,, pak akce S= t‘[i‘L dtbude mit extrém jen pfi a=0, b= %g .
0
Lagrangeova funkce popisujici volny pad je
L= %mz2 +mgz

kde ovSsem
z(t) = at+bt?

spocitejme akci
to
S(a,b) = I% m(a’® +2abt + b’t?) + mgat + mgbt® dt = %m [ 3a’t, +6abt,” +4b’t,> + 3agt,’ +2bgt,’ |
0

zvolme nyni konstanty a, b tak, aby
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z(t,) =z, =at, +bt,

(= [P
&

z, ==gt,

kde

odkud zfejmé

celkem jsme dostali rovnici

1 gt,” =at, +bt,’

2
odkud si vyjadfime

1

a= E(g —2b)t,

nyni si miizeme pomoci tohoto vztahu vyjadfit akci uz jen jako funkci jedné proménné b
ab)zénqﬁ(g—bftf+6(§-bﬁn§+4b%5+3(§—bk¢;+2bg%f}:nu;{§g2—%gb+%b{}

abychom nasli extrém této funkce, musime znat staciondrni bod jeji derivace

S'(by) = mt;’[-g-+2b, ] =0

a dopocitame jeste

1
a =E(g—2b0)t0 =0

‘coi bylo dokézati‘

sint + ¢t
———a

4.22 Vypoctéte akci S = :
sinl+eg

N | =

1
_[)'(2 -x* dt pro jednoparametricky systém trajektorii x = x_(t) =
0

vyneste zavislost S =S5(¢) do grafu.

nejprve si tedy spoc¢téme prvni derivaci (respektive kvadrat derivace) trajektorie

_cost+e

X (t)=—
sinl+¢

€

_,_cos’t+2ecost+e’
‘ (sinl+¢)

(2o sin’ t+2etsint+€°t’
: (sinl+e)

spoctéme tedy akci
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1 ! : :
=m Jcosz t+2ecost+¢” —sin® t —2etsin t —e*t*dt
sinl+g)’

jemné jesté zjednodusime
1 1
= J.COS 2t+2ecost+e> —2etsint—e’t*dt
2(sinl+g)” ;
a ze znalosti integral{i, zvlastépak
1 1
Itsintdt =—cos1+ Icostdt =sinl-cos1
0 0

dostaneme

1 (lsin2+2851n1+82—2esin1+2.ecosl—ls2j

 2(sinl+e) |2
S 3sinlcos1+6gcosl+2¢?
6(sin1+¢)’
graf akce v zavislosti na €
0.3451
0.34
0.335 1
0 y 3 opsion B 5 10

4.24 Zapiste Lagrangeovu funkci a pohybové rovnice ¢astice v poli U(x), jestlize zavedeme "mistni
cas" T=t—Ax.

Lagrangeova funkce se pfi pfechodu k novym obecnym soufadnicim a "casu" transformuje
takto

L'(x,%,1)=L (x,%,t) de
drt
Lagrangeova funkce v tomto pfipadé je
1 2
Lo =3 m(%) -UW

a pomoci vztahti
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t=T+AX

ji transformujme
2 2
L'(x,%,1)=L (x,%, )éz lm(gﬁgj -U(x) (1+k%j:lm(%] L —(1+XQJU(X)
dt |2 \dtdrdt dt) 2 \dt) 1+A% dt

a tedy zkrdcené miizeme psat

-2
X

+AX

L'(X,X,T):%m —(1+2Ax) U(x)

2
4.25 Jak se transformuje Lagrangeova funkce L=—,[1- (%) pfi pfechodu k soufadnicim q a

"¢asu" 1T podle vztahti x=qcoshA+1sinhA, t=qsinhA +tcoshA (Lorentzova transformace) ?

pomoci vztahti

dx =coshAdq +sinhAdt
dt =sinhAdq +coshAdt

pretransformujme Lagrangeovu funkci

. 2
L'=L£=—(Sinhkd—q+coshkﬂj 1— coshidq+sinhAdt) _
dr dt dt sinhAdq+coshAdt

_ [(sinhAdq +cosh Adt)’ (sinhAdq+coshAdt)’ —(coshAdq +sinh Adr)’
(dt)? (sinhAdq + cosh Adr)’

B \/shz A(dq)” +2shAchd dq dt+ch?A(dr)* —ch?A(dq)’ —2shich A dq dt—sh? A(dt)’
) (dt)’

B \/shZ A(dq)” +2shAchk dq dt+ch?A(dr)* —ch?A(dq)’ —2shich A dq dt—sh? A(dt)’
) (dt)’

a tedy konecny vysledek
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KAPITOLA 5: HAMILTONUV FORMALISMUS

5.2 Napiste Hamiltonovu funkci volného hmotného bodu v kartézskych, sférickych a
cylindrickych soufadnicich.

Hamiltonova funkce v obecnych soufadnicich je definovana takto

H(p;,q;, )= ij q;—L(q;,9;, 1)
j

kde v naSem ptipadé plati
_a

(a) kartézské souradnice

L:%m(x2 +y2+2%)-U(x,y,2)

odkud
py =mx
p, =my
p, =mz

a zpétné si vyjadiime ¢asové derivace soutadnice

1
X=—Px
m
_ 1
y= ;py
1
z=—p,
m
takze Hamiltonova funkce dostane tvar
1 1 1
H=— 3 pf-om@p) +Ukyz)=o— ¥ pi+Ukxy,2)

je {xy.z} je {xy.z}

(b) polarni soufadnice

L= %I’I’l(r2 + ]:‘2(.[)2 Sin2 0+ rzez) - U(r/ o, e)

odkud
_dL _
or

mr

P:
P, = % =mr’@sin’ 0
oL

pB =—= mrzé

00
a zpétné
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I=mp:
3 1
mr” sin” 0 Pe
1
0=—7Pps
mr
Hamiltonova funkce poté dostane tvar
1 Py Po
H=—/|p +—2+—"2— |+ U(r,0,0
2m [Pr r’  1’sin’@ (x/¢,6)

(¢) cvlindrické souradnice

L= %m(f2 +1°¢> +2°)-U(r,9,2)

odkud dostaneme

oL :
r =5, - mr
or
oL _ mr’¢
¢ aq)
oL .
, — . =mZ
0z
zpétné si vyjadiime
1
r=—"p
m
1
(p mr2 p(P
1
Z2="—"P.
m

a Hamiltonova funkce dostava tvar

1 P,
H =—[Pr2 +=2 +pZ2}+U(r,(p,z)
r

2m

5.3 Sestavte Hamiltonovy rovnice pro pohyb volného hmotného bodu v poli konzervativnich sil (v
kartézskych souradnicich) a ukazte, Ze ziskané rovnice jsou ekvivalentni s rovnicemi
Newtonovymi.

Hamiltonovy rovnice jsou dany vztahy

_on
5 =—9H

uplatnime tedy znalost Hamiltonovy funkce v kartézskych souradnicich (viz pfedchozi pfiklad)
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1
H= > (plz +p22 +p32)+U(X1,X2,X3)
m

a po dosazeni do vySe zminénych rovnic dostaneme, Ze pro j € 3 plati

. oH 1
i =3 =P

_Bp]. m

coz se dalo ocekavat neb se jedna o hybnost a z druhé rovnosti dostaneme pfi pouziti prvniho
vysledku

p; = mX; :—a—H:—a—U
: boox o
a zapiSeme-li tuto rovnici vektorové, dostavame vysledek
p=-VU
5.4 NapiSte Hamiltonovu funkci harmonického oscilatoru.

Lagrangeova funkce harmonického oscilatoru ma tvar
1 1

L=-—mx’——kx’
2 2
Hamiltonovu funkci dostaneme pouZzitim
H :a—I‘“S(—L =1m>'<2 +lkx2
ox 2
a po dosazeni vyrazu
1
X=—p

obdrzime Hamiltonovu funkci
1 1
H(x,p)=—p* +=kx?
(X, p) mP T3

5.5 Sestavte Hamiltonovy rovnice pro pohyb volného hmotného bodu pod vlivem centralni sily s
potencialem U(r) ve sférickych soutadnicich. Urcete integraly pohybu.

Hamiltonova funkce v sférickych soufadnicich ma tvar

2 2
H:i[pﬁp—“p—ejw(r)

2 2-29

Hamiltonovy rovnice

oH _Pp.
Jp, m
_oH _ Py
op, mr’
oH Pe
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__a_H: p«oz " pe2 _aU

f or mr’® mr’sin’0® or

Py = —aa—I(_pI =0 integral pohybu

__O0H _ p,’ cos6

Po="30 " mr sin’ 0
5.6 Hmotny bod m je vazan na valcovou plochu x* +y* =R? a pohybuje se pod vlivem centralni
elastické sily F = —KF . Uréete Hamiltonovu funkci, sestavte Hamiltonovy rovnice a feste je (v

cylindrickych soufadnicich).

Hamiltonova funkce volného hmotného bodu v cylindrickych soufadnicich (viz pfiklad 5.2) j
dana vztahem

2m

H=—1|p2+ P +p, |+U
=S| P: r_z pz (r,(p,Z)
kde ovSem r =R =konst a U(r,,z) = U(z) = lk(x2 +y’+2z%)= lk(R2 +27%)
2 — 2
RZ
méjme tedy tuto Hamiltonovu funkci s pfesnosti na konstantu

2
H=L p—";+p22 +lkz2
2m|{ R 2

Hamiltonovy pohybové rovnice maji tvar

P, = _aa_I(; =0 integral pohybu

oH
== —1(
P 0z z
z _oH :ipZ odkud p, =mz
Jp, m
. oH 1 .
= a = Wp(p Oded p(p = mRZ(P

takZe mame tuto soustavu diferencidlnich rovnic a po dosazeni dostaneme rovnice
p, =mZz=-kz
p, =mR*$=0
kterou fesi
2(t) = A cos(y/Et+3)
o(t) = Voot + @

5.7 Napiste Hamiltonovu funkci castice s nabojem e a hmotnosti m v daném vnéjsim
elektromagnetickém poli s potencidly @(F,t), A(%,t).
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napiSme nejprve Lagrangeovu funkci a drobé si ji upravme

L:%mfz_e«p_f,&):%mfz+efA_e(p
pomoci obecné hybnosti

5=l mitei
or

odvodime, ze
il (p—eA)
m
nyni na zakladé Lagrangeovy funkce sestavime Hamiltonovu funkci tak, 7e za ¥ dosadime z
predeslého vztahu
L= 1. -1 1 . <5 1 . < <
H=pr-L=—p(p-eA)-—-m—(p-eA) ——(p—eA)eA+e@
m 2 m m

H :Lff —ifaA+Le2A2 +e@
2m m 2m

H:i(p—eﬁ,)2 +e@
2m

5.8 NapisSte Hamiltonovu funkci ¢astice v neinercialni soustavé souradné rotujici s konstantni
uhlovou rychlosti Q.

vyjdeme ze vztahu pro energii v neinercidlni soustavé
1 L =
H=E =Emv2 +U-pXxr-Q

a dosadime do né&j z vyrazu pro hybnost

¢imz obdrzime

5.9 Najdéte Routhovu funkci symetrického setrvacniku ve vnéjsim poli U(g,0), vylouci-li se
cyklicka soufadnice .

vyjdeme z Lagrangeovy funkce
L :%(92 +@* sin’ 6)+%3(lif+(bcose)2 - U(o,9)
obecnou hybnost ve sméru y spocitdme z
oL .
Py =5y bW+ ocose)

a zpétné dostaneme, ze
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= 1 p,—®cosH
I3
vylou¢ime vy , tj. Routhovu funkci budeme pocitat jako
R=p,y-L= Ilpwz —pw('pcose—%(é2 + ¢ sin” 0) —%(Ilp y —®cos8+pcos )’ +U(p,0)
3 3
_ 1 2 . Il N2 .2 . D
R=—p, —p,Pcosb——(8"+¢"sin” 8) + U(¢, 0)
21, 2
5.10 Odvodte Hamiltonovu funkci, zvolite-li za Lagrangeovu funkci vyraz
1 g 2 1 2 2y,2 2at
L= Em(x +ax) —Em(b —a’)x" |e

Ukazte, ze Hamiltonovy rovnice jsou ekvivalentni rovnici X +2ax+b’x =0 pro tlumeny
harmonicky oscilator.

vyjadfeme nejprve obecnou hybnost

p=——=m(x+ax)e™
ox
odkud zfejmé
—2at
X = p—ax
m
sestavme Hamiltonovu funkci
H= g—Lx ~L= [m(x +ax)x —%m(k +ax)’ +%m(b2 - az)xz}ezat
X
H=1m [)’(2 —2a°x* +b*x* ] e
2
a dosadme sem za x
1 e 2 202 | 12,2 | 2at
H:Em ( p—ax) —2a’x"+b’x" |e
m
1 —4at —2at
H:Em{ —p’—2——pax+a’x’ —2a’x’ +b2x2}e2at
m m
e 1 22\ 2 2at
H= p —pax+—m(b"—a")xe™™
2 2
Hamiltonovy rovnice
. _OH ™
X=—2= p—ax
dJp m
p= _OH _ pa—m(b*—a’)xe*
ox

a kdyz za p dosadime z prvni rovnice do druhé dostavame po provedeni operace derivace

2at 2at

m(X+ax)e’® +2am(x+ax)e’™ =am(x+ax)e™ —m(b> —a’)xe™
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tuto rovnici vydélime me*" a dostaneme tak

§X+2a>'<+b2x:0§

5.11 Napiste pohybové rovnice castice, jejiz Hamiltonova funkce je H(F, k) = cn(‘%) (svételny

paprsek s vinovym vektorem k).
nejprve si uvédomime, Ze

K=Kk =k

a tedy Hamiltonovy rovnice budou

9H _ckan
of n? of

5.12 Vypoétste {e*, e},

0e” 9ePP  9e™ gefP
{eaq’eﬁp} _ _

= =0c[3e°‘q+ﬁp§
aq dp dp 9q

5.15 Dokazte, ze plati: jsou-li L,, L, integraly pohybu, je i L, integralem pohybu.
vzhledem k vysledku ptikladu 5.13 snadno uréime, Ze
{L,L,}= Zk:e]ZkLk =L,
a tedy zkoumani, je-li L, integralem pohybu, tj. zda
IL,, H}=0
prevedeme na problém
{{Ll,Lz},H};O

zde ovsem aplikaci Poissonovy véty : "Poissonova zavorka dvou integralti pohybu je opét
integralem pohybu." dostdvame, Ze pfedchozi rovnost skute¢né plati a otazni¢ek mtiZeme
smazat.

coi bylo dokézati.é

5.17 Pomoci Poissonovy véty odvodte dalsi integral Hamiltonovych rovnic v pfipadé hmotného
bodu pod vlivem centralni sily v otacejici se soustavé, znate-li prvni integraly v = %+ U(r)a
ie3
u=>) 25 -Q(x,p,-x,p,)+U@).
iel
spocitame tedy néjakou novou funkci (oznaéime ji w) jako Poissonovu zavorku z jiz znamych
prvnich integralti pohybu (Poissonova véta)

w={u,v}=0 = za_ua_v_a_ua_vz
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=| -Qp, + 9u Pr_ pl+Qx2 aU +| Qp, + o P2 _ &_QX a_U oUp, p;dU _
E)x1 ax,

m X, E)x2 m \m

0x, axsm max3

=-Qx, a—U+QX18—U: 0
ox, X,

dostali jsme tak dalsi integral pohybu

| w=—sza—U+Qxla—U=O§

X, 0x,

5.19 UkaZte, Ze transformace Q, = i)i , P;=—q; je kanonicka.
budeme zkoumat, zda-li existuje takova funkce F, ktera splnuje rovnici
Zj: PdQ; -p;dq; =dF
to jest po dosazeni

Z —q;dp; - p;dq; =dF
)

—d[zj: quj]=dF

_22 q;p;=F
]

odkud je rovnou vidét, Ze

takZe se nam to ukdzat podarilo.

5.20 Ukazte, Ze kanonicka transformace (x,,X,,X;,p;,P,,Ps) = (R,9,z,P; P, ,P,) s vytvotujici

funkci E, = /x,” +x,° P, + (arctg 2P, +x,P, prevadi soufadnice kartézské na cylindrické.

ze vztaht
p; = g 2 kdei e 3
X;
P, :—aaii2 kdei € {R,9,z}
dostaneme po dosazeni za F, soustavu vztahti
_dE _ X1 P — X3 P
X fx2+x? X Eex?
_dE, — X1 P+ Xy P
X SxZ2+x,? G Hx2
o,
=—2=P
Ps ox,

R =§%=«/X12 +x,°
R
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oE, X
=_—2=arctg—>
® oP, 8 X,

¢
_OF _

Z=—==X
oP, "’

pomoci nich mizeme téz lehce vyjadrit
X, =Rcos@
X, =Rsin¢@
X;=2

a dosadit do vyrazii pro hybnosti, ¢imZ dostaneme

sin @

p, =DPrcoso-P,

p, = Psing+P, %

ps=P,
5.21 Ukazte, zZe transformace Q = arctg(\/ﬁ %), P= %(\/qu + ﬁpz ) je kanonicka. Uzijte ji k
feseni pohybovych rovnice harmonického oscilatoru H= ;1. p* +%q*.
nejprve vyjadfime soufadnice q,p v zavislosti na Q,P
q= \/ilm sinQ
p=+2Pvkm cosQ

pro ovéreni, zda jsou takovéto transformace kanonické se pokusime nalézt takovou funkci F,
ktera spliiuje rovnost

dF=PdQ-pdq

budeme tedy za p a q dosazovat vySe napsané vztahy

dF;PdQ—\IZP\/H COSQ[ /% cosQdQ+ /ﬁ sinQdP]

dFZP(1-2cos’ Q)dQ—%siandP
pouZijeme vztahu 2cos’ Q=1+ c0s2Q
dF =~ P c05 2QdQ - 5in 2QdP
1.
dF = d(—EP sm2Qj

nasli jsme tak hledanou funkci, proto je takovato transformace kanonicka

pretransformujeme jesté Hamiltonovu funkci
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Hamiltonovy rovnice v novych soufadnicich tedy budou

. oH [k
=% "\m
. oH
P=-2"c0
0Q
a tedy
k
=, |—t+C
Q SRS
P=C,

5.22 Ukazte, zZe transformace q =— /\/:i(g sinP, p=+2Qvkm cosP je kanonicka.
m

opét budeme hledat néjakou funkci F, ktera vyhovuje rovnici

dF=PdQ-pdq

? _ B / 2 e / 2Q
dF=PdQ \/2@\/HCOSP( —ZQ\/H sinP —\/H COSPdP]

dF=PdQ+sin P cos PdQ +2Qcos? PdP
1+cos2P j
2

tedy

dF;(P+%sin2deQ+2Q( dp

dF;(P+%sin2deQ+Q(1+cosZP)dP

dF = d(PQ+%Qsin2Pj
podafilo se ndm najit takovou funkci a proto je transformace kanonicka.

. I Y o v 1
5.23 Jakeé kanonické transformace urcuji vytvofujici funkce F, = E\/ kmgq’ cotgQ, resp.

g o_Pts0
3 2Vkm

prvni funkce urcéuje kanonické transformace dané vztahy

? Lze je pouzit k feSeni pohybovych rovnic harmonického oscilatoru ?

oF,
p= B_c; =+vkmgqcotgQ

oF, 1 1
P=-—1="\kmq’
Q 2 mq sin’

Q" %\/k_qu(l +cotg’Q)

odkud dostaneme zavislosti
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th=Mﬂ = Qzarctg[ﬁﬂ]
p p

1 p’ 1 1
=—vkmq®| 1+—4— | ==| Vkmq* —p°
2 E ( qzka 2( T am? ]
které jsou identické s kanonickymi transformacemi z pfikladu 5.21 a lze je tedy pouzit k feSeni

pohybovych rovnic harmonického oscilatoru

druha funkce urcuje kanonické transformace
JF, 1
== —t
a ap P vkm 89
oF, p’ 1 p’ >
P=- tg’Q+1
BQ 2+/km cos Q 2\/ ( &'Q )

odkud dostaneme zavislosti

th:ﬂ\/H :Qzarctg[ﬂ\/HJ
p p

2\/2_(q km+1} ( \/—+p \/_]

které jsou identické s kanonickymi transformacemi z prvni éasti tohoto prikladu a tedy i
prikladu 5.21 a 1ze je tedy pouZzit k feSeni pohybovych rovnic harmonického oscilatoru

5.24 Uvazujte transformaci (q,p) = (Q,P), Q=q" cosBp, P =q"sinBp. Realné konstanty o,f je
tfeba urcit tak, aby transformace byla kanonicka. Odvod'te téz vytvortujici funkci F.

budeme pozadovat, aby pro néjakou funkci F platilo

dF=PdQ-pdq
dosadme tedy do tohoto vyrazu za Q a P
dF = 0™ sin(Bp) cos(Bp)dq — pdq—q*“Bsin’(Bp)dp
pouzijeme trigonometrické vzorce a tento vztah upravime na
dF = [% q*" sin(2Bp) - pj dq+ [g g cos(2pp)— 2‘*) P
abychom mohli napsat
dF =d(uv)=udv+vdu

je tfeba, aby se rovnaly intergraly
o 01 . o o
[ a** " sin(2p) ~p dq = Iﬁqz cos(ZBp)—qu dp

1
%Z—q sin(2Bp) - pq —%—Bq sm(2Bp)—qu

tedy kratce
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_ B 20
pPq= 5 Pq

odkud plyne, Ze hledand redlna ¢isla jsou

a tedy

dF = (i sin(4p) — p) dq+(qcos(4p)—q)dp

dF =d{%(8in(4p)—4p)}

a hledanou vytvorujici funkci tak miizeme zapsat jako

F=3(sin(4p)-4p)

5.25 Ukazte, ze tyto transformace jsou kanonické

(@ Q= 2chosp,P= 2gKsinp
(b) Q=ln(smp), P=q cotg p

(0 Q=ln(1+ qcosp), P=2(1+.,/q cosp),/q sinp

v kazdém ze tfi ptipadi se budeme snazit nalézt néjakou funkci F takovou, Ze spliiuje rovnici

dF =PdQ-pdq
pfipad (a)
. 1 ]2 2q .
dF =PdQ-pdq=,/2Kqsinp| = |—cosp dq—,|— sinp dp |-pdq
2\ Kq K
1. 1
dF = (E sin2p— pj dq+q(cos2p-1)dp = d(Eq sin2p — qu
F=-qsin2p-qp
pfipad (b)

1
dF =PdQ-pdq=q cotg(p) [cotg(p) dp—gdq}pdq

dF =q cotg®(p) dp—cotg(p)dq—pdq
dF =—d[q(cotg(p)+1)]
F=—q(cotg(p)+1)
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pfipad (c)

2(1+ \/acos p)\/a sinp| 1 _
dF = PdO - pdq = dq- dp |-pd
Q-pdq I+ Jocosp 2 g 0P 4 Jasinp dp |-pdq

dF = (%sian—pjdq+(qcosZp—q)dp

dF = d(%qsian—qp)

F=%qsin2p—qp
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KAPITOLA 7: SPECIALNI TEORIE RELATIVITY
7.1 Transformadéni matice A = (o) mé prvky of =7, o =0 =—Byn,, of = o =(y—Dn;n, +3,,,

1
J1-Pp*
Ukazte, ze

1) matice A spliiuje podminku A"GA =G Lorentzovy transformace

. =2 2 2 2
kde B, y= , N;,n,,n, jsou parametrya i =n,"+n," +n," =1.

2) systém S' se pohybuje vzhladem k S konstantni rychlosti V = cBii
3) pro pohyb ve sméru x' (tj. i" =(1,0,0)) dostaneme matici (7.2.11 str. 244)

zadanou matici A prepiseme do prehlednéjSiho tvaru

A:( v —BvﬁiTJ
—By I+(y-1nn

1) vySetiime platnost vztahu A"GA =G

poznamenejme, Ze matice A je symetrickd -proto A = A"

ATGA:( v P ](1 o][ v P ]
By I+(y=Dan' |0 -I)| -Byn I+(y—1)an"

ve g I
P —I-(y-Dnn" J(Pyn I+(y-T)rin

ATGA = { Y -Byh'n (—BY* +By+By(y- 1)ﬁTﬁ)ﬁTJ
(B +By+Py(y-DA'R)A"  ByRA" —(I+(y-DAA")

v dal$im kroku pouzijeme AR =/’ =1

v B (-By* +By+By* —By)ii" J

ATGA =
((—W +By+By’ —By)i" ByPAR —I1-2(y-1in" —(y-1)*An6n’

pouzijeme téz y= a rovnou dostaneme

1-B

A'GA = Lo =G
0 -I

2) vzajemny pohyb systému

ct

vezméme ctyfvektor pocatku soustavy S’ v soustavé S X =[ j , ktery se ma pohybovat

=

déle zname polohu tohoto pocatku v soustave S'

rychlosti V, t.
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pomoci transformacnich vztaht

X'=AX
odkud
Xx=A"X'
snadno urcime hledanou rychlost a to pouZzitim vySe ovéfené identity
A'GA=G
totiz
A'G=GA™

a tak nam staci zleva vynasobit zkoumany vyraz matici G

Gx=GA™'X'

1 0)fct (o —ByﬁT ct'
(o —Ij Vit _(—Byﬁ 1+(y—1)ﬁﬁTJ 0
ct _ yct'

~Vt _[—Byﬁct'j

v v L4 w7 . . 1 14 /4 w7 /4 /4 4 4
a konecné vyjadfime-li si t'=—t, dostdvame po mensich kracenich hledany vyraz

neboli po dosazeni

odkud

Y
V =cBi
3) posledni éast prikladu
1
obycejnym dosazenim do vySe uvedené matice A vektoru n=| 0 | ziskdme hledanou matici
0

7.2 Pfesvédcete se, Ze Lorentzovy transformace je mozno zapsat v kompaktni vektorové podobé
o (Y-1g - . V.¥
T'= 1'+('YV2 V-r—yt)V, t =y{t— czr}

rozlozime radius vektor na dvé slozky - 1, rovnobéZznou s V at, kolmouk V

f=ﬁ+g

kde 1, lIze vyjadfit ve tvaru

<\

r“: V2

a proto téz
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Lorentzovou transformaci T, zlistadva nezménéné af, se transformuje jako

L= e :Y(ﬁ\_Vt)
dostaneme tedy
=T +795 — YVt
po dosazeni vySe vyjadfenych sloZek obdrzime
Ve Vi o
I'=T7 SV V-1Vt
e +y V2 Y

a po upravach

Cas se transformuje jako

7.4 Odvodte zakon skladani rychlosti pro libovolnou vzajemnou orientaci obou rychlosti. Jak se

zjednodusi pro V « c¢? Jaka bude velikost vysledné rychlosti ?

—

dr . vy vy , v i
budeme zkoumat T (viz 7.2) pficemz vezmeme v ttvahu ¢asovou konstantnost rychlosti V

inverzni transformace k vysledku z p¥ikladu 7.2 jsou aZ na znaménko u V identické

f:f—(—(y 1)v r yt'JV

tedy
V. d

& dr'- (—(y— 1)

v df' V df' -
_ydt’ | ~(y- v |V

a = =
y(dt + vdr j y[1+
c?

coz lze také zapsat

vV dr'
2 '

¢ dt

Yo

?:Fﬂ—“\]]—rv V}an—fj_ =[*u/1 B2 +(1—+/1- B)—V+V}[1+v—?‘j_
C

2
C

pfi aproximaci V <« ¢ se tento vztah zjednodusi na
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?:(?‘+\7)(1+?T

7 . . 7 v Ve /4 4 Vv 7/ v 7 O V
pomoci binomickeé véty dostaneme pfi zanedbani vyssich fadti v — vztah
c

velikost vysledné rychlosti dostaneme pfimym vypoctem normy

o T T Y v | (104

C

£ =|(F4V)+(1- 1—[32)[\3/—?\7—%')} (1+\7—5J
C

... po zdlouhavych tpravach ...
— e . — . -2
X 5 )\ Vr'Vr' - Vr'
T’ :{(r +V) +p? 7 -p*r 2}(1+—C2 j

e e 18]

C C

coz lze téz zapsat jako

Vi
T
1+

7.5 Relativni rychlost dvou castic je definovana jako rychlost jedné z nich v soustavé, v niz je
druhd v klidu. Uréete kvadrat v, °, jestlize v nékteré inercidlni soustavé ¢astice maji rychlost

Vi, V,.

r'=v,, V=-V, a dostaneme tak

rel/

do vysledku predchoziho piikladu dosadime za =¥

—

~ 1, .
o, (Vl_vz)z_?(levz)z

Vrel - - - 2
2
C

7.6 Rapidita p je definovana pomoci vztahu tghp =Y. Ukazte, Ze coshp =1y, sinhpu=0y. Ze

vzorce pf. 7.5 pro relativni rychlost odvoDte "kosinovou vétu" pro relativni rapiditu.

vztah

umocnime na druhou
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inh’ 1
2 = toh?y =0 =1-
b =tghn cosh’ 1 cosh’ u
a tedy
coshu = 1 ==
1-p
obdobné

vzorec z ptikladu 7.5

- — -2
= 2 _ — - \2 - = - - -~ 25 2 V1V2
Viel —[(Vl_‘ﬁ) +_2(V1V2V1V2_V1 Vs )}(1_ 2
c c
2 . —
nejprve vhodné upravime na tvar (1--—)=(1-3)(1-=2)(1-2*
C
V9, v9.99, (,-v,) ¥,9,9,9,-V.2}
1—n Y1¥2 4 YaVa¥aVy "1 2) _ViVaViVy 1 V2
V2 2 4 2 4
1 rel  __ C C C C
2 - = \2
c (1_V1V2j
2
C
= = =2 - = , =2 =2=2
1_oViV2 _ Yy —2Viv,+v,. V'V,
v 2 2 2 4
1 rel  _ C C C

puZzijeme zavedené substituce

=2 200 e 2
1—V—2=1—tgh2u=COSh 1) 2smh H_ 12
C cosh™ cosh™

dostaneme
1 1

hZ - = 2
oS Hrat g2 u, cosh’u, (1 - ng j

ajelikoz vyraz

C c Vv,

- - 2 oo 2
(1_ Vl\zfzj _ (1_ Vl‘zfz V1V2J =(1-tghy, tghy, cosx)2

- —

ViV,

kde y znadi thel svirajici vektory rychlosti v,, v, - tj. cosy =
ViV,

dostaneme po prevraceni nakonec

coshp,, =coshy, coshy, —sinhy, sinhyu, cosy
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7.10 Svételny rok je vzdalenost, kterou svétlo urazi za jeden rok. Vyjadrete zrychleni volného
padu g v jednotkach svételny rok/rok”. Cemu se rovna rychlost svétla v téchto jednotkach ?

(1 rok = 3.15-10"s)

prevedeme si sekundy a metry do novych jednotek

s= ;7 rok
3,15-10
1
Im = ——— sv.rok
c-3,15-10

potom jiz snadné pfevedeme

7
g=9,81m/s’ = 9'8133’1102 10 sv.rok/rok*=1,03 sv.rok/rok?
. 8 . . 7
c=3-10* m/s= 3 108 3,15 107 sv.rok/rok=1 sv.rok/rok
3-10°-3,15-10

7.11 Kosmicka lod’ se pohybuje s takovym zrachlenim, Ze jeji posadka citi konstantni silu rovnou
zemské tizi. Z hlediska pozorovatele na Zemi, odkud lod’ odstartovala, tento jeji pohyb trva 5 let.
Jak daleko lod’ za tuto dobu uleti a jaké rychlosti dosahne ?

vyjdeme ze vztahu pro silu

odkud

2
b="2917.10°m =0,97 sv.rok
g

rychlost bude
c’t

Vb? +c*t?

VvV =

={t=51let}=0,98 sv.rok/rok=0,98 c

uleténa vzdalenost
X = (\/b2 +c’t —bz) ={t=5 let} =4,15 sv.rok

7.15 Fizeautv pokus (1859). Fizeau méfil pomoci interferometru rychlost svétla v v kapalinach
tekoucich po i proti sméru Sifeni svétla (rychlosti +V) a zjistil zavislost v=<+V (1 —#) ,kdenje

index lomu kapaliny. Odvod'te tento empiricky vztah pomoci zdkona skladani rychlosti.

do vysledku piikladu 7.4 dosadime za T'= < avzhledem k tomu, e jsme v tomto pfikladé v
n

v 7 4 . v v . . /4 . YV r v 7 v V
konecném vysledku zanedbali vSechny cleny binomického rozvoje vyssiho fadu nez —,
c

okamzité dostavame vysledek

2
+viy S o Civ(1—ij

V= —
n n

50
@]
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7.17 Rychlost V (v soustaveé S) lezi v roviné xy a svira s osou x thel O; podobné je definovan uhel

0' pro rychlost v'v soustavé S'. Odvod'te vztah mezi O a ' pfi specialni Lorentzové transformaci
S —S' (viz skripta 7.1.3).
opét pouzijeme vysledku prfikladu 7.4 kde dosadime za
' =(v'cos0',v'sin®',0)

V' =(V,0,0)
a dostaneme tak

' ' 5 5. Vv' ,
] _v cos0'\1-B~ +(1-1-PB )Vz cos@'V+V v'cos0'+V

X ' =

Al

1+——-cos6’ 1+——5-cos6’
c c

_ v'sin®'\/1-f
y_ Al

\Y% '
1+—-cos6
C

v, =0

z

zajima nas ovsem velikost thlu 0

tge—&— v'sin@'y/1-p*

v, v'cos0'+V

7.18 Odvod'te transformacni vztahy pro uhly O, 0' za podminek pf. 7.17, jestlize v=v'=c.
Vypoctéte AO=6'-0 pri V «c.

dosadime tyto hodnoty do predchoziho vyrazu

g0 = csin®'\1-B*  sin®'\[1-P°

ccos®'+V cos0'+f3

v dalSim budeme potfebovat mit vyjadfeno

050 = cos0'+3
1+Bcos6’
e_sine' 1-p*
1+Bcos6’

abychom pfiblizné vyjadfili A@, budeme za timto tcelem zkoumat
sin A@ =sin(0'-0) =sin0'cos 0 —sinBcos 6’

a dosadime za sin0 a cosO predeslych vzorct

' . ' __R2
SinAG = sin @' cos@'+f sinB'1-P
1+BcosO' 1+PcosH’

cos9'

Bsing' sine'cose'(l— 1—[32)
+
1+Bcos6’ 1+Bcos6’

sin AQ =

pfi aproximaci B« 1 zanedbdme pravy ¢len a jmenovatel prvniho zlomku nahradime jednickou
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sin A® = 3sin 6’

pro mald A8 proto miizeme aproximovat sin A6 = A a psat, ze

Aeﬁzsine'
C

7.24 Vypoctéte rychlosti ¢astic v téchto pripadech:
a) elektrony ve vybojce E =300 eV

b) elektrony v synchrotronu E =300 MeV

¢) protony v synchrocyklotronu E =680 MeV

d) protony v synchrofazotronu E=10 GeV

(m* =0,511 MeV, m ¢’ =938,2 MeV)

ve vSech pfipadech plati vztah

vyjadiime si rychlost

budeme postupné dosazovat

a) E=300eV
2
1- c=0,0342511 ¢
\/ E+m c
b) E =300 MeV
2
\/1 c:0,9999986 C
E+m C
c) E =680 MeV
2
c:0,8147731 C
\/ E+m c
d) E=10 GeV

mc Y
V= 1—[%] c=0,9963147 c
E+mpc

7.26 V kosmickém zafeni se vyskytuji protony s energii fadu 10" GeV . Necht driha tohoto
protonu protina nasi Galaxii podél priméru 10" svételnych let. Srovnejte ¢as potfebny k priletu v
systému spojeném se Zemi a v klidové soustavé protonu.

rychlost protonu o takovéto fadové energii je
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(0,9382 GeV jz .

= 1= =5 =] c=c
10™ GeV

a tedy doba priiletu pozorovana v soustavé spjaté se Zemi bude

a v klidové soustavé protonu bude tento ¢as pfiblizné (m,c’> =1 GeV)

m,c’ o 1

AT -10°-365-24-3600 s =315 s

T=

7.27 Mezon 7’ s klidovou hmotnosti m, pohybujici se rychlosti v se rizpada na dvé stejna kvanta

zafeni gama (fotony). Urcete tthel ¢, ktery budou svirat sméry pohybu fotoni.
pouzijeme zakon zachovani energie - hybnosti
po rozpadu musi platit, Ze
E=E +E,
a zaroven
P=P:*P,
kde se budeme zfejmé zajimat pouze o slozky p, cosg =p, cosg a pomoci téchto tfi vztaht

sestavime rovnice

2
E=mc® =—=C_ =2m c? =2F, =2E,

v
1-%

p=mv =¥ P: c:059+p2 cos P = 2rr11ccos9
- 2 2 2

odkud dosazenim za 2m;, z rovnosti energii

<

m
0 Ccos9

m,v _

dostavame

\%
¢ =2arccos—
C

7.28 Dokazte, zZe v nepfitomnosti vnéjsiho pole se foton nemiize zménit v par elektron-pozitron.

uvazujme, co by se stalo, kdyby se foton o hybnosti (p") zménil v par elektron [o hybnosti

(p_") ] pozitron [o hybnosti (p,")]
zakon zachovani hybnosti-energie zni

p'=p+p.’
protoZe ma foton nulovou klidovou hmotnost, plati

p.p" =p.,.p"+2p p." +p,p." =0
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v téZiStové soustavé plati (hmotnost elektronu je taz jako pozitronu)

(p_“)=(%,f>_j
(pf):(%ﬁj:(%—ﬁ_j

oou B
PP =8P P =7 +PL

— >0
>0

proto ziejmé

no_ no_ 2.2
p—up— _p+up+ =m, ¢
0
>

celkem tedy

PP =p.p"+2p p. +p.,p.* >0

coz je spor s predpokladem nulové klidové hmotnosti fotonu



