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3. béhem implementace optimalizaci provadime prubézné
testy a kontrolujeme, zda optimalizovany kéd dava stéle
spravné vysledky
4. nakonec pomeérfujeme piinos optimalizace tj. vyslednou
efektivitu paralelizace



Uvod II.

Budeme se tedy zabyvat:
1. navrhem paralelnich algoritmu
2. (testovanim paralelnich algoritmu)
3. analyzou paralelnich algoritmu



Navrh paralelnich algoritmu

Metodiky navrhu paralelnich algoritm:

» task/channel model - lan Foster
» naprosto nejbéznéjsi postup pfi navrhu paralelnich
algoritm
» bulk synchronous parallel model -
www.bsp-worldwide.org
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Task/channel model |.

Tento model reprezentuje paralelni vypocet jako mnozinu Uloh
(tasks), které mezi sebou komunikuji pomoci komunika¢nich
kanalt (channels).

Task predstavuje:

> program
» lokalni pamét
» instrukce a soukroma data
» vstupné/vystupni porty
» task je pouziva ke komunikaci s ostatnimi tasky



Task/channel model .

Channel je modelovan jako:

» fronta zprav spojujici vystupni port jednoho tasku se
vstupnim portem néjakého jiného tasku
» data se na vstupu prijemce objevuji ve stejném poradi, v
jakém bylo odeslana odesilatelem
» task nemuze prijimat data, ktera nebyla jesté odeslana
» pfijimani zprav je vzdy blokujici
» task, ktery zravu odesila nemusi Cekat, az druhy task
zpravu prijme
» odesilani zprav je vzdy neblokujici
» pfijimani zprav je synchronni
» odesilani zprav je asynchronni



Task/channel model Ill.

Vyhodou task/channel modelu je, ze jasné odliSuje pfistup do
lokalni paméti a komunikaci mezi tasky.

» to je nezbytné pro navrh algoritmd pro architektury s
distribuovanou paméti

» umoznuje to efektivnéjsi navrh algoritm( pro architektury
se sdilenou paméti



Task/channel model Ill.

Vyhodou task/channel modelu je, ze jasné odliSuje pfistup do
lokalni paméti a komunikaci mezi tasky.

» to je nezbytné pro navrh algoritmd pro architektury s
distribuovanou paméti

» umoznuje to efektivnéjsi navrh algoritm( pro architektury
se sdilenou paméti

Definition
Doba béhu paralelniho algoritmu je pak definovana jako Cas,
po ktery byl aktivni alespon jeden task.



Fosterova metodika navrhu paralelnich algoritmu

lan Foster navrhl Ctyfi kroky vedouci k navrhu paralelniho
algoritmu:
1. partitioning - rozdéleni ulohy
» celou Ulohu rozdélime na malé kousky - prvotni tasky -

primitive tasks
» snazime se o co nejjemnéjsi rozdéleni

2. communication - komunikace
» odvodime, jak spolu musi jednotlivé podulohy komunikovat
3. agglomeration - aglomerace
» slu¢ujeme malé podulohy do vétsich za Gcelem redukce
komunikace (poctu kanal()
» dostdvama tak vlastni tasky
4. mapping - mapovani
» jednotlivé tasky pridélujeme procesorlim/vypocéetnim
jednotkam



Partitioning |I.

» jde o proces rozdéleni celé Ulohy na mensi celky - primitive
tasks.

» tento proces se také nazyva dekompozice.
» existuji rizné techniky dekompozice



Rekurzivni dekompozice

1. rekurzivni dekompozice
» je vhodna pro algoritmy navrzené metodou "rozdél a panuj"
» metodu "rozdél a panuj"vyuzijeme k vygenerovani

prvotnich tasku
» puUvodni Uloha se rozdéli na nékolik mensich celkd, na

které se rekurzivné aplikuje stejny postup
» zastavime se vétSinou u velmi malych Uloh, které jsou

mnohem jednodussi k vyreseni
» typyckymi pfiklady pro tuto dekompozici jsou - quick sort,
rychla fourierova transformace nebo binarni vyhledavani v

setfidéném seznamu



Datova dekompozice I.

2. datova dekompozice

» je vhodna pro ulohy zpracovavajici velké mnozstvi dat
» datovou dekompozici je mozné provadét podle
» vstupnich dat
vystupnich dat
podle vstupnich i vystupnich dat
podle mezivysledku
» data rozdélime na mensi celky a k nim pfidélime prvotni
tasky, které je budou zpracovavat

vV vVvYyy



Datova dekompozice |l.

Priklad: Nasobeni matic

(Cﬁ C12>:<A11 A12>'<B11
C21 022 A21 A22 321

» vypocet Ize rozdeélit na Ctyfi tlohy

Ci1 = Ay By + Az By,
Ci2 = Ai11-Bi2+ A1z B,
Cot = Ag1:Bi1+Ax By,

Cop = Aoi-Bio+Ax- B

Bi2
Bo,

» jde o datovou dekompozici podle vystupnich dat

)



Datova dekompozice .

Priklad: VypocCet souctu, soucinu nebo priméru dlouhé fady
» vystupem je jen jedno Cislo, nelze tedy provést
dekompozici podle vystupnich dat

» zadanou posloupnost muzeme rozdélit na nékolik
podposloupnosti

» kazdou podposloupnost zpracuje jeden prvotni task
» jde o dekompozici podle vystupnich dat



Datova dekompozice IV.

Priklad: Spocitani vyskytu zadanych sekvenci v jedné dlouhé
posloupnosti (bioinformatika)

» nejprve mizeme provést dekompozici podle vystupnich dat
» ziskame nékolik poduloh, z nichz kazda pocita vyskyty
jedné sekvence v celé posloupnosti

» na tyto podulohy aplikujeme dekompozici podle vstupnich
dat

» kazdou podulohu tak rozdélime na nékolik mensich, z
nichz kazda pocita vyskyt dané sekvence v
podposloupnosti plvodni posloupnosti



Dekompozice pfi prohledavani |.

3. dekompozice pfi prohledavani

» vyuziva se pii prohledavani stavového stromu
» vyskytuje se Casto v Ulohach z umélé inteligence
» hra 15, Sachy



Dekompozice pfi prohledavani Il.
Priklad: Hra Li$ak - zjednodu$ena hra 15

11213 81113
4 B 21614
61718

Cilovy stav hry




Dekompozice pfi prohledavani Ill.

v

hru 15 (liak) Ize resSit prohledavanim stavového stromu
strom zaCneme prohledavat sekvencné

s tim, jak se strom vétvi, vytvarime pro prohledani kazdé
vétve novy task

prohledani riznych vétvi muze trvat riizné dlouho

v

v

v



Spekulativni dekompozice

4. spekulativni dekompozice

» pokud se vypocet déli na nékolik vétvi, Ize vysledky
jednotlivych vétvi vypocitat dopredu, a pak pouzit vysledek
té vétve, ktera bude opravdu provedena

» zpracovani jednotlivych vétvi provadi nové tasky

» je dobré umeét urcit, které vétve maji vetsi
pravdépodobnost, Ze budou provedeny



Hybridni dekompozice

5. hybridni dekompozice

» nékdy je nutné pouzit vice z pfedchozich technik pro
dekompozici



Charakteristika prvotnich tasku I.

Prvotni tasky Ize charakterizovat (klasifikovat) podle
nasledujicich kritérii:



Charakteristika prvotnich tasku Il
1.zpUsob generovani prvotnich tasku

» staticky - vSechny tasky jsou znamé pred zapocCetim
vypoctu
» datova dekompozice vétsinou vede ke statickym prvotnim
taskdm
» rekurzivni dekompozice muize v nékterych pripadech také
vést ke statickym prvotnim taskum
» nalezeni minima v setfidéném seznamu
» dekompozice pfi prohledavani mlze vést na statické p.
tasky
» strom prohledavame sekvecné tak dlouho, az ziskame
dostate¢né velky pocet vétvi
> ty pak prohledame paralelné - jejich pocet je ale konstantni
» dynamicky - tasky vznikaji az za chodu programu
» napf. rekurzivni dekompozice u quick-sortu vede k
dynamickym prvotnim taskum
» dekompozice pfi prohledavani maze vést na dynamické p.
tasky
> pfi prohleddvani stromu vytvafime novy task pfi kazdém
vétveni



Charakteristika prvotnich tasku lll.

2. velikost prvotnich tasku

» velikosti zde myslime ¢as potfebny k probéhnuti celého
tasku
» tasky mohou byt:
» uniformni
» nasobeni plné matice s vektorem, kdy jeden task provede
nasobeni vektoru s jednim radkem matice
» neuniformni
» paralelizace algoritmu quicksort
» task je dynamicky, ale ve chvili, kdy je vytvoren, dokazeme
urcit jeho slozitost



Charakteristika prvotnich tasku IV.

3. znalost velikosti prvotnich tasku

» zde rozhoduje, zda je velikost tasku

» napiiklad u hry 15 apod. nedokazeme predem urcit
velikost tasku

» U nasobeni matic to Ize naopak snadno



Charakteristika prvotnich tasku V.

4. velikost dat spojenych s taskem

» zde zdalezi hlavné na poméru vstupnich, vystupnich dat a
naroCnosti vypoctu
» suma dlouhé fady
» velky objem vstupnich dat, tomu Umérny objem vypoétu a
velmi maly objem vystupnich dat
» hra 15
» maly objem vstupnich dat, relativné maly objem vystupnich
dat, ¢asto neumérné narocny vypocet
» quicksort
» objem vstupnich a vystupnich dat v€etné slozitosti vypoctu
jsou pfiblizné stejné



Graf zavislosti tasku

Task-dependency graph

» néekteré tasky mohou byt spustény, az kdyz jiné ukoncily
svou ¢innost
» kromé kominukace mezi tasky je toto dalsi typ zavislosti
» popisuje ho graf zavislosti tasku
» jde o orientovany acyklicky graf
» uzly odpovidaji jednotlivym prvotnim taskim
» uzly mohou byt ohodnoceny podle mnozstvi vypocétd, jez je
nutné provést k Uplnému vyfeseni tasku
» task mlze byt feSen, az kdyz jsou vyfeSeny vSechny
podproblémy, ze kterych do néj vede hrana
» graf nemusi byt souvisly
» dokonce muZze byt Uplné bez hran



Graf zavislosti tasku I.

Priklad: Chceme vyhodnotit nasledujici SQL dotaz:

MODEL = "Civic"AND YEAR = "2001"AND ( COLOR =
"Green"OR COLOR = "White")
CIVIC 2001 WHITE GREEN

\ [/

CIVIC AND 2001

N

\ [/

WHITE OR GREEN

/

CIVIC AND 2001 AND ( WHITE OR GREEN )




Graf zavislosti tasku II.

CIVIC

2001

WHITE GREEN

\

\

\ [/

WHITE OR GREEN

/

2001 AND ( WHITE OR GREEN )

/

CIVIC AND 2001 AND ( WHITE OR GREEN )




Graf zavislosti tasku IlI.

Podle grafu zavislosti tasku Ize popsat kvalitu navrhovaného
paralelniho algoritmu:
» maximalni stupen soubéznosti (maximal degree of
concurrency)
» udava, jaky je maximaini pocet taskd, jez mohou byt
zpracovany soubézné v libovolném stavu vypoctu
» kriticka cesta (critical path)
» je nejdelsi cesta od nékterého pocateCniho k nékterému
cilovému tasku
» délka kritické cesty ( critical path length )
» soucet hodnot (udavajicich naro¢nost tasku) uzli podél
kritické cesty
» prumeérny stupen soubéznosti (average degree of
concurrency)
» celkova prace vSech taskl/délka kritické cesty



Ohodnoceni prvotnich tasku
Dobre generované prvotni tasky by mély splnovat
nasleduijici kritéria:
» melo by jich byt o jeden a vice fadu vice, nez je poCet
procesoru
» pokud to neni spInéno, jsme velmi omezeni v dalSich
krocich navrhu
» mUize se stat, Ze nedokazeme efektivné obsadit vSechny
procesory
» redundantni vypoCty a datové struktury jsou omezeny na
minimum
» neni-li toto spInéno, efektivita vysledného algoritmu maze
byt nizka
» muze se snizit jesté vice s rostouci velikosti celé Ulohy
» prvotni tasky by mély byt pfiblizné stejné velké
» pokud tomu tak neni, muze byt problém rozdélit zatez
rovnomérné mezi vSechny procesory
» pocet prvotnich tasku je rostouci funkci velikosti celé Glohy
» pokud ne, mlze byt problém s vyuzitim velkého poctu
procesoru pro velké ulohy



Komunikace

Po vytvoreni prvotnich taskd je nutné urcit jejich zplsob
komunikace.
Existuji dva zpisoby komunikace:

» lokalni komunikace
» jeden task komunikuje s malym poctem jinych taski
» napfiklad vyména okrajovych hodnot podoblasti pfi
numerickych vypoctech
» globalni komunikace
» komunikace, které se Ucastni velky pocet tasku
» Casto jsou to v8echny
» napfiklad mudze jit o vypoCet sumy mezivysledkl z
jednotlivych taski

Komunikace vyrazné prispiva k rezijnim nakladim paralelnich
algoritmu, protoZze u sekvecnich se vibec nevyskytuje.



Graf interakci |.

Komunika¢ni vzor zachycuije tzv. graf interakci
(task-interaction graph).
» jeho vrcholy jsou tasky

» mezi dvéma vrcholy vede hrana, pravé kdyz spolu tyto dva
tasky musi komunikovat

» graf zavislosti je Casto podgrafem grafu interakci



Graf interakci Il
Rovnice vedeni tepla

u— Au =10

N/
ZIN

P — P

Py —— P,

graf zavislosti

graf interakei




Graf interakci Ill.

Nasobeni fidké matice a vektoru

Py
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Fs
P,
Py
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Charakteristiky interakci

Interakce Ize délit podle nasledujicich kritérii:

» statické a dynamické
» U statickych interakci se vi pfedem, kdy budou probihat, je
snazsi je programovat
» piiklad dynamickych je tfeba hra 15
» nékteré stavy mohou byt prohledavany déle, nez jiné
> procesy, které maji jiz hotovou praci mohou prevzit nékteré
vypocty od ostatnich
» regularni a iregularni
» interakce mohou mit urcitou strukturu
» priklad regularnich interakci - numericky vypocet na
regularni siti
» priklad iregularnich interakci - nasobeni fidk& matice krat
vektor
» interakce jen se ¢tenim nebo i se zapisem

» to je dulezité u systému se sdilenou paméti



Ohodnoceni komunikace II.

Dobre navrzena komunikace by méla splinovat:
» komunikaéni operace jsou dobfe vybalancovany
(rovnomérné rozdéleny) mezi vSechny tasky

» tasky Ize usporadat do takové topologie, ze kazdy task
komunikuje jen s malym po¢tem sousednich tasku

» tasky mohou provadét komunikaci sou¢asné
» tasky mohou provadét vypocty soucasné



Aglomerace |.

v

v prvnim kroku navrhu paralelniho algoritmu jsme se
snazili o maximalni paralelismus

v

to vétSinou vede k pfili§ velkému poctu (primitivnich) taskd

v

jejich pocet je Casto nutné zredukovat na pocet vhodny pro
danou paralelni architekturu
aglomeraci Ize urcit podle grafu zavislosti
» mensi tasky, které nemohou byt zpracovany soucasné, je
dobré spoijit do jednoho vétsiho
» tim dochazi k tzv. nardstu lokality - (increasing locality)
nebo podle zpusobu komunikace mezi tasky
» tasky, které se spoji do jednoho mezi sebou jiz nemusi
komunikovat

v

v



Aglomerace Il

Dobre provedena aglomerace by méla splnovat:

>

>

zvy$i lokalitu vysledného paralelniho algoritmu
nove vytvorené tasky maji podobnou vypocetni a
komunikacni slozitost

pocet tasku je rostouci funkci velikosti Glohy

vysledny pocCet taskl je co nejmensi mozny, ale vétsi nebo
roven poCtu procesoru cilové architektury

narocnost Upravy sekvecniho algoritmu na paralelni je
primérena



Mapovani

>

v

jde o krok, kdy se p procesorlim pridéluji jednotlivé tasky

u SMP architektur (se sdilenou paméti) tuto praci
obstarava operacéni systém

snahou je maximalizace vyuziti procesort a minimalizace
meziprocesorové komunikace

» meziprocesorova komunikace roste, pokud dva tasky
spojené channelem jsou mapovany na odlidné procesory a
naopak

» vyuziti procesord roste s poctem obsazenych procesor(

jde tedy o dva protichidné pozadavky

mapujeme-li vSechny tasky na jeden procesor, ziskame
minimalni meziprocesorovou komunikaci, ale také
minimalni vyuziti procesoru

nalézt optimalni feSeni tohoto problému je NP-slozity
(NP-hard) problém



Mapovani

» také se snazime o vyvazené namapovani tasku na
procesory
» jde o to, aby vSechny procesory byly idealné stejné vytizené
» zplsoby mapovani délime na
» statické
» dynamické



Statické mapovani

1. Statické mapovani
a. blokové mapovani

PO Pl PZ P07P17P2
P3| Py | Ps P3,Py,Ps
Fs | P | P Ps,P;, Py

POa

P

P,

Py,

P

P,

By




Statické mapovani

b. cyklické a blokoveé cyklické mapovani

» pouziva se napriklad u LU faktorizace

» zde se objem vypoctu lisi pro rizné prvky matice

A [ Ag | Ass Ly 0] 0 Ui | Uiz | Us
Agy | Aga | Asg Ly | Ly | O 0 [ Uy |Us
Asy | Asgo | Ass Lsy | L3y | L3z 0| 0 |Uss




Statické mapovani

Algoritmus pro LU rozklad:

for ((k =1; k <=n; k ++ )
{
// k—ty téadek délime pivotem
for( j = k; j <=n; j ++ )
Al 310 k1 /=A0k I[ Kk 1;

// od tadkl pod k-tym odecitédme J-ty
for( 3 =k + 1; 3 <=n; J ++ )
for( i =k + 1; i <= n; i ++ )
Al 1 ][ J 1 —=A[11[ k1 = Al



Statické mapovani

» blokové mapovani by tu nebylo dobré

» procesor s blokem v levém hornim rohu by provadél
mnohem méné vypoctl nez ten s pravym dolnim blokem

Fy P Fy P

P | Py P Py




Statické mapovani

c. ndhodné blokové mapovani

» pouziva se tehdy, kdyz problém nema pevnou strukturu
Priklad: Mapovani radk( fidké matice

» V=4{0,1,2-.-8} - indexy radku

» random(V) = {8,2,6,0,3,7,1,5,4}

» mapovani- < 8,2,6,0,3,7,1,5,4
—— N ——
P, P, P,



Statické mapovani

d. mapovani podle déleni grafl

» napfiiklad kdyz chceme rozdélit nestrukturovanou
numerickou sit' na podoblasti



Dynamické mapovani

2. Dynamické mapovani

» je vhodné tam, kde statické mapovani rozdéluje zatéz
nerovnomeérné

a. centralizovana schémata pro dynamické mapovani

» spusti se specialni proces pro pridélovani taski
» master/slave
» producer/consumers

» existuje struktura, kam se ukladaji ulohy a odkud si je
pracovni procesy berou

» pokud sem pristupuje hodné procesl, mize dochazet k
velkym prodlevam

» muUzZeme se pokusit pfidélovat vétsi tlohy a tim snizit poCet
pristupl
» s tim roste riziko nerovnomérného rozdéleni tasku



Dynamické mapovani

b. distribuovana schémata pro dynamické mapovani

» tasky jsou nejprve rozdéleny mezi procesy

» nasledné kazdy proces muze poslat nebo prijmout urcity
objem prace

» toto mapovani je narocné na implementaci



Mapovani - prehled

Staticky pocet tasku.

Strukturovany  vzor

Nestrukturovany vzor

Dynamicky
téski.

déleni grafu.

komunikace. komunikace.
fiblizne statni /ypocetni ba  se ) ) )
Priblizne . lf“"\t tnd \)ip&/n\(m doba \(.‘ Méne  dlouhodobych Mnoho  kréitkodobych
doba  vypoctu  mna meéni  podle oblasti P N .
. ; P téski. taski.
jeden task. vypoctu.
Cyldické blokové Nahodné blokové
Blokové mapovani. yuiow o ; © E‘E, mapovéni nebo Centralizované Distribuované
P ) mapovant mapovén{ podle schéma. schéma.




Moznosti snizeni rezie zpusobené interakcemi

» maximalizace vyuZiti lokalnich dat
» tzv. data locality
» pfi delSich vypottech se sdilenymi daty je lepsi vytvorit
lokalni kopii
» minimalizace objemu dat pfenasenych mezi procesy
» tzv. temporal locality
» nékdy je lepsi provést stejny vypocet na vSech procesech,
nez jen na jednom a nasledné vysledek distribuovat mezi
ostatni
» minimalizace Cetnosti interakci
» pokud to jde, sluGujeme vice interakci (komunikacnich
operaci) do jediné
» zabranit sou¢asnému pristupu vice procesort na jedno
misto
» to umozZni provadét interakce soucasné



Moznosti snizeni rezie zpusobené interakcemi

» soucasny béh interakce a vypoctu

>

>

nejprve provedeme vypocet s daty potfebnymi pro interakci
nasledné se spusti interakce a provadi se vypocet na
ostatnich datech

to Ize Casto vyuzit pfi evolucnich vypoctech na numerickych
sitich

cela sit se rozdéli na podoblasti

napocitdme novou ¢asovou hladinou na okrajich podoblasti
hodnoty na okrajich je potfeba poslat sousednim procestim
spustime interakci a sou¢asné napocitavame novou
¢asovou hladinu uvnitf podoblasti

vVvyyvyy



Modely paralelnich algoritmu

» datoveé paralelni
» vyznacuji se statickym mapovanim
» kazdy proces pracuje s rznymi daty
ulohové paralelni
» jde o algoritmy odvozené z grafu zavislosti taskl
» nebo algoritmy odvozené podle metody rozdél a panuj
zasobnik uloh
» obsahuje centralni/distribuovanou strukturu s tasky pro
jednotlivé procesy
» tasky mohou byt vytvafeny staticky na pocatku nebo
dynamicky za chodu
master/slave
» jeden nebo vice procesl generuje tasky
» ostatni procesy je provadéji
pipelining
» proud dat prochazi od jednoho procesu ke druhému, a
kazdy proces na nich provadi urcity dil¢i vypocet
hybridni tlohy

v

v

v

v

v



Analyza paralelnich algoritmu |.

» pouziti dvou procesort misto jednoho prakticky nikdy
nevede k ukonceni vypoctu v polovicnim Case
» paralelizace s sebou vzdy nese urcitou reziji navic:

» interakce a komunikace mezi jednotlivymi procesy
» prostoje procesorl

» nerovnomeérné rozdéleni prace

» Cekani na ostatni procesy

» nékteré vypolty navic oproti sekvencnimu algoritmu

Nasi snahou nyni bude odvozeni teorie pro ohodnoceni
Uspésnosti paralelizace dané ulohy.

Poznamka: p opét oznacuje pocet procesord, které se ucastni
paralelniho vypocCtu a n je velikost feSené ulohy (podle
vstupnich dat).



Analyza paralelnich algoritmu Il.

Definition

Sériovy (sekvencni) ¢as béhu algoritmu (serial runtime) -
Ts(n) - je doba mezi spusténim a ukon¢enim vypoctu
sekvenc¢niho algoritmu na Uloze o velikosti n.

Definition

Paralelni ¢as béhu algoritmu (parallel runtime) - Tp(n, p) - je
doba mezi spusténim algoritmu a okamzikem, kdy posledni
proces ukonéi svUj vypocet.



Analyza paralelnich algoritmu II.

Definition

Sériovy (sekvencni) ¢as béhu algoritmu (serial runtime) -
Ts(n) - je doba mezi spusténim a ukon¢enim vypoctu
sekvenc¢niho algoritmu na Uloze o velikosti n.

Definition

Paralelni ¢as béhu algoritmu (parallel runtime) - Tp(n, p) - je
doba mezi spusténim algoritmu a okamzikem, kdy posledni
proces ukoncCi svuj vypocet.

Poznamka: Pokud porovnavame sekvencni a paralelni ¢as,
méfime sekvencni ¢as na nejrychlejSim znamém sekvecnim
algoritmu. Navic pozadujeme nejrychlejsi znamy sekvecni
algoritmus pro danou velikost Ulohy, ne asymptoticky
nejrychlejsi sekvencéni algoritmus.



Analyza paralelnich algoritmu II.

Definition

Sériovy (sekvencni) ¢as béhu algoritmu (serial runtime) -
Ts(n) - je doba mezi spusténim a ukon¢enim vypoctu
sekvenc¢niho algoritmu na Uloze o velikosti n.

Definition

Paralelni ¢as béhu algoritmu (parallel runtime) - Tp(n, p) - je
doba mezi spusténim algoritmu a okamzikem, kdy posledni
proces ukoncCi svuj vypocet.

Poznamka: Pokud porovnavame sekvencni a paralelni ¢as,
méfime sekvencni ¢as na nejrychlejSim znamém sekvecnim
algoritmu. Navic pozadujeme nejrychlejsi znamy sekvecni
algoritmus pro danou velikost Ulohy, ne asymptoticky
nejrychlejsi sekvencéni algoritmus.



Analyza paralelnich algoritmu Ill.

Definition

Cas &isté sekvenéni ¢asti algoritmu (time of inherently
sequential part) - Ps(n) je doba, za kterou probéhne vypocet
neparalelizovatelné ¢asti algoritmu.

Definition
Cas paralelizovatelné casti algoritmu (time of parallelisable

part) - Pp(n) je doba, za kterou probéhne vypocet
paralelizovatelné ¢asti algoritmu pfi sekvenénim zpracovani.

> Pp(n) = Ts(n) — Ps(n)



Analyza paralelnich algoritmu IV.

Definition
Celkova rezie (total overhead) - Tp(n, p) - je definovana jako

To(n,p) = pTe(n, p) — Ts(n).



Analyza paralelnich algoritmu IV.

Definition
Celkova rezie (total overhead) - Tp(n, p) - je definovana jako

TO(n’ p) = pTP(nv p) - TS(n)'

Definition
Urychleni (speedup) - S(n, p) - je definovano jako

S(na p) = TS(”)/TP(nv p)



Analyza paralelnich algoritmu V.

» plati, ze S(n,p) <p
» kdyby S(n, p) > p, pak by zadny procesor nesmél bézet
déle nez Tg(n)/p
» potom bychom mohli vytvofit sekvenéni algoritmus, ktery
bude emulovat paralelni vypocet a dostaneme mensi Tg(n)

» v praxi Ize ale ¢asto pozorovat superlinearni urychleni,
kdy je S(n,p) > p
» rozdélend Uloha se mlze vejit do vyrovnavacich paméti
procesoru, datova komunikace je tak rychlejsi
» dekompozice pfi prohledavani
» tim, Ze prohledavame soucasné vice vétvi stavového
stromu, mUZeme feseni najit diive
» sekvencné Ize toto napodobit prohledavanim stromu do Sitky
- to je ale tez§i k implementovani



Analyza paralelnich algoritmu VI.

Definition
Efektivita (efficiency) - E(n) - je definovana jako

E(n,p) = S(n,p)/p < 1.

» je-li S(n, p) linearni funkci vaci p, pak E(n, p) = E(n),
mame algoritmus s efektivitou nezavislou na poctu
procesoru, coz by byl idedlni stav

» s rostoucim poctem procesoru efektivita ve vétsiné pripadu
klesa



Analyza paralelnich algoritmu VI.

Definition
Naklady (cost) - C(n, p) - jsou definovany jako

C(n, p) = pTp(n, p).
Definition

Rekneme, Ze algoritmus je nakladové optimalni, pokud je
C(n,p) = ©(Ts(n)).



Analyza paralelnich algoritmu VI.

Definition
Prace (work) - W(n, p) - je definovana jako

p—1
W(n,p) = Z ti,
i=0

kde t; je Cisty Cas vypocCtu i-tého procesoru.



Amdahliv zakon

Ts(n) Ps(n) + Pp(n)
Te(n,p) ~ Ps(n)+ Pp(n)/p+ To(n, p)
Ps(n) + Pp(n)
~  Ps(n)+ Pe(n)/p

Oznaéme f = Pg(n)/(Ps(n) + Pp(n)) Cisté sekvencni ¢ast
algoritmu. Pak je

S(n.p) =

P(n) + Pe(n) =+,
Ps(n)+ Pp(n) . Pp(n)
R = R )

(1/f=1)Ps(n) = Pp(n).



Amdahliv zakon

Dostavame

S(n, p)

Ps(n)
0 (1)
Ps(n) + (7 — 1) 5
]
f
2
T+ (;-1)3 (2)
1
1
f
f+% f+ 1-f (3)




Amdahliv zakon

Theorem

Amdahlav zakon: Bud’'0 < f < 1 cast vypoctu, které musi byt
provadeny ciste sekvencné. Maximalni urychleni S(n, p)
dosazitelné pri pouZiti p procesoru je

1
P S e

» Amdahllv zakon je zalozen na predpokladu, Ze se
snazime vyresit problém dané velikosti, jak nejrychleji to
jde



Amdahliv zakon

Z Amdahlova zakona Ize snadno ziskat asymptoticky odhad pro
urychleni S(n, p)

| 1 1
< _— —.
Am, S(mp) < I d 7/ = 7

To znamena, Ze vypocCet nemizeme nikdy urychlit vice nez
1/f-krat.



Amdahliv zakon

Priklad: Odhady fikaji, ze 90% naseho algoritmu Ize
paralelizovat a zbyvajicich 10% musi byt zpracovano jen na
jednom procesoru. Jakého urychleni dosdéhneme pfi pouZiti 8
procesoru?

4.7

1
SInP) < G E—04)/8 "~

To je vyrazné méneé nez pozadované urychleni 8. Minimalné ze
tfi procesorl nemame zadny uzitek.



Amdahllv efekt

U rozumné navrzenych paralelnich algoritma plati, ze paralelni
rezie ma asymptoticky niz8i slozitost nez vypocet
paralelizovatelné ¢asti

To(n, p) = o(Pp(n))

Vv,

nez To(n, p)
» pfi pevném pocCtu procesoru p je urychleni S(n, p) rostouci
funkci proménné n



Amdahllv efekt

» Amdahliv zakon zkouma moznost maximalniho urychleni
vypoctu pevné dané ulohy
» vysledek Amdahlova zakona je dost pesimisticky pro
paralelizaci
» pokud Cisté sekvenéni Cast algoritmu tvofi 10%, pak nikdy
nedosdhnem vétsiho nez desetinasobného urychleni
» paralelizace tedy neumoznuje feSit zadanou ulohu v
libovolné kratkém Case

» ale uz z Amdahlova efektu vidime, Ze pfinos paralelizace
je spiSe v tom, Ze dokazeme fesit vétsi ulohy

» paralelizace tedy umoznuje provadét presnéjsi vypocty,
kvalitnéjsi vizualizaci apod.



Gustavsonuv-Barsiho zakon

» nyni se tedy nebudeme snazit zkracovat Cas vypoctu

» misto toho se pokusime v daném Case vypocitat co
nejvetsi tlohu

» U vetSiny paralelizovatelnych Uloh s rostouci velikosti Ulohy

roste velikost Cisté sekvencni Casti fadové pomaleji, nez
celkova velikost

Vime, Ze

Ps(n) + Pp(n)
S(n,p) = )
(1-P) = B+ Pa(m)/p + To(n.p)
Oznacme jako s Casovy podil, ktery zabere zpracovani Cisté
sekvencni ¢asti pfi paralelnim vypoctu, tj.

Ps(n)

Ps(n) + 242 + To(n, p)

S =




Gustavsonuv-Barsiho zakon
Pak dostavame

PPT(n) + TO(n7 p)
Ps(n) + 228 + To(n, p)’

Psin) = (P + 55+ To(mn.p)) .

Petn) = (Pt + 7 4 To(n.p) ) (1 = 5)p - pTo(n.p).
A dale
S(n.p) — Ps(n) + Pr(n)

Ps(n) + Pp(n)/p + To(n, p)

(Ps(n) + Pe(n)/p+ To(n,p)) (s + (1 —=s)p)
Ps(n) + Pp(n)/p+ To(n, p)
pTO(na p)

Ps(n) + Pp(n)/p+ To(n, p)




Gustavsonuv-Barsiho zakon

Celkem tedy

p— pTO(”a p)
Ps(n) + Pp(n)/p + To(n,p)’

S(n,p)=s+(1-39)
Predpokladame-li

To(n, p) = o(Pp(n)) a Ps(n) = o(Pp(n)),
pak dostadvame

S(n.p) = s+(1-8)p—O(Pp(n)~") = p+(1-p)s—O(Pp(n) ).



Gustavsonuv-Barsiho zakon

Theorem

Gustavsontiv-Barsiho zakon: Mejme paralelni program resici
problém velikosti n na p procesorech. Bud' s ¢ast z celkového
casu vypoctu potfebna ke zpracovani Ciste sériové casti
vypoctu. Predpokladajme

To(n, p) = o(Pp(n)) a Ps(n) = o(Pp(n)),
Pro maximalni dosaZitelné urychleni pak plati
S(n.p) =p+(1-p)s - O(Pp(n)).

Poznamka: Mnoho textl o paralelizaci uvadi jen
S(n,p) <p+(1-p)s.



Gustavsonuv-Barsiho zakon

» Amdahllv zakon vychazi ze sekvencniho vypocltu a
odvozuije, kolikrat rychlejsi maze byt tento vypocet s
vyuzitim paralelizace

» Gustavsonulv-Barsiho zakon vychazi z paralelniho vypoctu
a vyvozuje, kolikrat déle by trval tento vypocet bez
paralelizace

» neber ale v Gvahu superlinearni urychleni, tedy fakt, ze

paralelni architektura mdze mit vyhodu ve vét§im mnozstvi
rychlej§i paméti



Gustavsonuv-Barsiho zakon

Priklad: VypocCet bézici na 64 procesorech trva 220 sekund.
Méreni ukazuje, ze 5% z celého Casu vypoctu zabere Cisté
sekvencCni ¢ast algoritmu. Jakého urychleni bylo dosazeno?

S(n,p) = 64 + (1 — 64) - 0.05 = 64 — 3.15 = 60.85.



Efektivita a Skalovatelnost
Zavislost efektivity na

» rostoucim poctu procesort p (plyne z Amdahlova zakona)
» a velikosti ulohy W (plyne z Gustavsonova-Barsiho

zakona)

E r g K
0.8 H 0.8
oo}
0.4 * 0.4 f
0.2 I 0.2 .

0 I | . | . [ 0 | ) | ) | . [

10 20 30 10 20 30



Skalovatelnost paralelnich algoritm

v

jde o vlastnost paralelniho algoritmu vyuzit efektivné velky

pocet procesoru

» otazka je, o kolik musime zvétsit danou ulohu, abychom po
pridani urcitého poCtu procesort zachovali zvolenou
efektivitu

» Cim méné je nutné velikost Ulohy zvétSovat, tim l1épe

» velikost Ulohy nebudeme pomérovat velikosti vstupnich dat

n, ale pomoci Tg(n)



Skalovatelnost paralelnich algoritm
Plati

Ts(n) + To(n, p)

TP(na p) = D

a tedy



Skalovatelnost paralelnich algoritm
Plati

Ts(n) + To(n, p)

TP(na p) = D

a tedy




Skalovatelnost paralelnich algoritm
Plati

Ts(n) + To(n, p)

TF’(na p) = D >
a tedy
_ Ts(n) Ts(n)p
S0P = Toln p) = Ts(m) + To(n.p)
Potom
E(n) _ S(n7p) o TS(”) _ 1

~ To(n)+ Tp(n To(n,p)’
P s(n) + To(n,p) 1+ o




Skalovatelnost paralelnich algoritm
Plati

To(n.p) - 1o Tolnp)

a tedy

Potom

Em_ S0P __ Ts(n) 1

~ To(n)+ Tp(n To(n,p)’
P s(n) + To(n,p) 1+ o

tedy




Skalovatelnost paralelnich algoritm

Definition
Funkce izoefektivity udava vztah mezi poCtem procesort p a
velikosti Ulohy n, kdy ma paralelni algoritmus stejnou efektivitu.

Theorem

Oznacime-li K = & konstantu urcujici poZadovanou

efektivitu, pak funkce izoefektivity je dana vztahem
Ts(n) = KTo(n,p) = n= T (KTo(n,p)).

Pozn.: Cim mensi tato funkce je, tim Iépe.



Nakladové optimalniho algoritmus

Definition
Algoritmus je nakladové optimalni, prave kdyz plati

pTe(n, p) = 6(Ts(n)).
Plati

) Ts(n) + To(n.p).

Tp(n.p 5

Tedy

pTe(n, P) = Ts(n)+To(n,p) = 0(Ts(n)) < To(n,p) = O(Ts(n)).



Nakladové optimalniho algoritmus

Definition
Algoritmus je nakladové optimalni, prave kdyz plati

pTe(n, p) = 6(Ts(n)).

Plati

) Ts(n) + To(n.p).

Tp(n.p 5

Tedy

pTe(n, P) = Ts(n)+To(n,p) = 0(Ts(n)) < To(n,p) = O(Ts(n)).

Theorem
Algoritmus je nakladové optimalni, pravé kdyz paralelni reZie
neprevysuje radoveé velikost ulohy.



NejkratSi a nakladové optimalni nejkratsi ¢as

Dvé moznosti, jak se mlze chovat paralelni ¢as s rostoucim
poctem procesord.

— 1 —
= =
£ £
& 0.8 & 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 | | N 0 | | Ly
10 20 30 10 20 30
p



NejkratSi a nakladové optimalni nejkratsi ¢as

Hledame minimum funkce paralelniho ¢asu Tp(n, p), tj.
9 To(n,p) =0 TE"(n, p")
dp P\, P ) .

Problém je, Ze p* muze byt piilis velké. Chceme najit p* tak,
aby byl vypocet nakladové optimalni.



NejkratSi a nakladové optimalni nejkratsi ¢as
Musi tedy platit (pro pevné dané n)

Ts(:) = 2(To(- p)),
tj.
p=0O(T5'(Ts())).
Pro nakladové optimalni algoritmus plati pTp(n, p) = 6(Ts(n))

f.,
pn=o(74)

Spolus p = O( T61(Ts(n))) dostavame spodni odhad pro
nakladové optimalni nejkratsi Cas

opt . TS(n)
e =@ <T51 (Ts(”))> |



Modely idealnich paralelnich architektur

» kdyz analyzujeme slozitost paralelnich architektur, je Casto
potfeba predpokladat urcité vlastnosti paralelni
architektury, pro kterou je navrzeny

» teoreticky se paralelni architektury popisuji pomoci PRAM



Modely idealnich paralelnich architektur

PRAM = Parallel Random Access Machine

» jde o model architektury se sdilenou paméti

» stroj méa p procesorl a globalni pamét neomezené
kapacity se stejné rychlym pristupem na jakoukoliv adresu
pro véechny procesory

» modely PRAM se déli podle oSetfeni pfistupu vice
procesorl na stejnou adresu



Modely idealnich paralelnich architektur

EREW PRAM = Exclusive Read Exclusive Write PRAM

» ani Gteni ani zapis nelze provadét souasné
» je to nejslabsi PRAM

CREW PRAM = Concurrent Read Exclusive Write PRAM

» mozné soucasné Cteni vice procesorl z jedné adresy
» to umi dnesdni GPU

ERCW PRAM = Exclusive Read Concurrent Write PRAM
» umoznuje soucasny zapis
CRCW PRAM = Concurrent Read Concurrent Write PRAM

v

v

v

v

» umoznuje soucasné Cteni i zapis



PRAM CW protokoly pro zapis

Soucasny zapis je mozné osetfit nasleudijicimi protokoly:
» common (obycejny)
» vSechny zapisované hodnoty musi byt stejné
» arbitrary (ndhodny)

» nahodné se vybere jeden proces, ktery zapis provede
» u ostatnich zéapis selze

» priority (prioritni)
» procesy maiji dané priority, podle ktertych se urci, kdo
provede zapis
» sum (soucet)
» zapiSe se soucet vSech hodnot
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