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Video na Youtube


https://www.youtube.com/watch?v=OUGocKnXLSw

Nasobeni matic

vVvYvyyvy

méjme matice A,B,C € R"™"

pocitame soucin C = AB

méjme p procesu a necht p je mocnina dvou
matice rozdélime blokové na /p x /p bloku
pak je

JP—1
Cij= Z A kB
k=0

vypocet bloku C;; provadi ten proces, na ktery je blok
mapovan

od ostatnich procesu si musi vyZadat pfislusné bloky A; x a
By



Nasobeni matic
Priklad: prop =9

Coo = A00Boo+ 401810+ A2B0

Cio = A10Boo+Ai1Biog+Ai2B0
Coo = AzoBoo+ Az 1Bio+ABoyg
Co1 = Aoo0Bo1+Ao1Bi1+A2Bo
Ci1 = A10Bo1+A11B11+A12Bs1
Co1 = AoBo1+ 421811+ A2Bs 4
Co2 = AooBo2+ Ao 1Bi2+ Av2Bap
Cioa = A1 0Boo+ A1 1Bi2+A12Bs

Cop = AooBoo+ Az 1Bio+ApBon

» vidime, Ze napf. v prvnim kroku tfi rizné procesy potfebuji
soucasné bloky Ag o, A1 0, A2, a podobné pro bloky z
matice B



Nasobeni matic

» tyto konflikty jsou nevyhodné zejména pro architektury s
distribuovanou paméti

» zménime poradi s¢itani bloku v jednotlivych procesech

» kazdy fadek pro vypocet bloku C;; orotujeme (i + j)-krat
doleva

Coo = Aoo0Boo+ 401810+ A2B0
Ciop = A11Bio+A12B0+ A10Boo
Cop = AopBog+ AsoBoo+ A21B10

Co71 = Ap1Bi1+ AO,ZB2,1 + AO,OBOJ
Cii = A12Bo1+ A1 0Byt + A11Bi
Cot = AooBot+A2iBi 1+ AaBoi

Co2 = Ao2Boo+ AgoBoo+ Ao 1Bz
Cio = Ai1oBoo+ A1 1Bio+A12Bo
Cop = Ao1Bio+A2Bos+ AsoBpp



Nasobeni matic

Ago | Aox | Aoz | Aos By Byy | Bo2, | Bos,
A'-"( A'-'{ Al»i -‘.‘\"‘ Bio | By | Bz By:
A:"f Azl As) :‘:J By | Byy,| Bz | Bus
A ”i ;\;_, ;\;,: :A,\,v\ B; g ‘ B;, ‘B_x.: ' Bis
(a) Initial alignment of A (b) Initial alignment of B

Zdroj: A. Grama, A. Gupta, G. Karypis, V. Kumar, Introduction to Parallel Computing, Pearson/Addison Wesley, 2003



Nasobeni matic

> asumu )
Cij=Y_ AixBx,
k=0

zaménime za

2

Cij = Y Aithrivj)uaBisiviyea,
k=0



Nasobeni matic

h Ao An,] h -‘\0‘: h An”x - <1 Agy - f\n‘: h Au; - Au,o h
,Boo | Bur | Bax [ Bis Bio [, Bay | Bsa | Boas
AT AT ALGT] AT AR AT AT AL
By | By | By | Bus By | By | Bex | Bis
< A= Az Age=| AT | A= Ago=| A< Aga-
Bao | Bay :Buv: B3 Bsg | Boy | Bz | Bas
<1 A= A= Az | Az <I: Azo=| Azi =] Az2=| Azz=
_,Bw ., By, ,Bl.: By By _,Bl.l _,B:: ‘,Bi.\
(c) A and B after initial alignment (d) Submatrix locations after first shift

Zdroj: A. Grama, A. Gupta, G. Karypis, V. Kumar, Introduction to Parallel Computing, Pearson/Addison Wesley, 2003

» v kazdém kroku algoritmu bloky matice A rotuji o jeden
doleva a bloky matice B o jeden nahoru



Nasobeni matic

4 4 4 4
- Au,: N Au.! - Ao,o - AOAI - An} A(m An‘l Au_:
Byy | Bsy | Bys | Bys Bso | Boy | Bia | Bas

JBao | Bay | Boa [ B

AT AT AT AT A | A | Az | A
B_m Bn_l BI.: Bz.% Bu,n B]_l B:.Z B.‘..t

4 4 4 1
| A= Ag T A= AgaT Ay | Azz | Az | Ay
> Bu,u Bl.l B:.Z B,n BI‘II B:_l B\,: Bm

A A 4
Az =l Aza=] Agz=|i Asp- Azx | Az | Ase | Asy
,Bio | B [ Bs2 | Bos Byo | Bsa | Boz2 | Bis

(e) Submatrix locations after second shift (f) Submatrix locations after third shift

Zdroj: A. Grama, A. Gupta, G. Karypis, V. Kumar, Introduction to Parallel Computing, Pearson/Addison Wesley, 2003
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Gaussova elimina¢ni metoda

» GEM je zakladem pfimych feSiCu linearnich soustav rovnic
> ukazeme si paralelizaci pro pfipad pIné matice linearni
soustavy
» sekvencni algoritmus prevadi vstupni matici na horni
trojuhelnikovou
AX=b=Ux=d

>
apy ap - ap X1 b;
ay amp - an Xo bo
ant an2 -+ am Xn bn
=
1 U2 Uiz -+ Uip X1 o]
1 Uz -+ U X2 ad>
. . = . b
1 Up_1p Xn—1 dn—1



Gaussova elimina¢ni metoda
» vypocet probiha podle nasledujiciho schématu

Inactive part —E —§
Row k (kk)—= (k,j) = Alkj] = A[kj)/A[k.k]
Active part >
9 .. .. . .
Row i (k) —=(ij) = A[ij] = Alij] - Ali.k] x A[k,]

Figure 8.5 A typical computation in Gaussian elimination.

Zdroj: A. Grama, A. Gupta, G. Karypis, V. Kumar, Introduction to Parallel Computing, Pearson/Addison Wesley, 2003



Gaussova elimina¢ni metoda

1 void GEM( double A[ n ][ n ], double b[ n ]
2 |

3 Y

4 + Quter loop

5 +/

6 for( int k = 0; k < n; k++ )

7 {

8 T

9 + Division step

10 */

11 for( int j =k + 1; j <n; j++ )
12 ALK I i1 /= Al k][ k]
13 b[ k] /=b[ k1 /A[ k][ k]
14 Al k ][ k] = 1.0;

15 for( int i =k + 1; i <n; i++ )
16 {

17 [ nn

18 « Elimination step

19 */

20 for( int j =k + 1; j <n; j++
21 AL T I G ] —=AL T 10 k] «A[
22 bl i ]-= A[ i ][ k] «y[ k]
23 Al i ][ k] = 0.0

24 }

25 }

)



Gaussova eliminacni metoda - zpétny chod
Nasledné probiha zpétna substituce pro vypocet reseni:

1 for( int k = n—-1; k >= 0; k— )

2

3 x[ kK ]=>b[kl;

4 for( int j = n-1; j > k; j— )

g X[kl =xlk]1-ALKI[ i 1=«x[]l

}

Tento pfistup s sebou nese dva problémy:
» béhem ptimého chodu klesa pocet prvki matice, které
prepocitavame
> v k-tém kroku je jich (n — k)?
» diky tomu ztradcime moznost paralelizace
» zpétna substituce je obzvlast nevhodné pro paralelizaci

» paralelizovat Ize jen vnofeny cyklus na fadku 4, kde
mnozstvi vypoctd velmi malé



Gaussova eliminacni metoda - zpétny chod
Regenim je nepfevadét matici na horni trojuhelnikovou, ale na
diagonalni.

>

>

béhem pfimého chodu tedy eliminujeme i prvky nad
diagonélou

tim nam pfibude objem vypoctd, které Ize provadét
paralelné

odpada tim kompletné zpétna substituce

bohuzel, tento postup nelze pouzit pro vypocet LU
rozkladu



GEM - zpétna substituce

1 void GEM2( double A[ n ][ n ], double b[ n ] )
2

3 o

4 + Outer loop

5 */

6 for( int k = 0; k < n; k++ )

7 {

8 s

9 = Division step

10 */

11 for( int j =k + 1; j <n; j++ )

12 ALK Il ] /=A kIl k1

13 bl k] /=b[ k] /Al k][ k 1;

14 Al k ][ k] = 1.0;

15 for( int i = 0; i <n; i++ ) // originaly i = k + 1
16 {

17 [ wnn

18 + Elimination step

19 */

20 if(i==k)

21 continue;

22 for( int j =k + 1; j <n; j++ )

23 A[I][i]—=A[I][k]*A[k][J]
24 b[ i ]-= A[ i J[ k] ~yl k]

25 Al i ][ k] = 0.0;

26 }

27 }

28 }

» paralelizovat Ize cykly na fadcich 15 a 22

> tj. vypocet na fadku 23 mohu udélat soubézné pro véechna
i,j,kdei=0,....,.n—-1,i#kaj=k+1,....,n—1

» nulovani prvkl na fadku 25 neni nutné



GEM - zpétna substituce

Co nas brzdi ted'?

» mame-li velky pocet vldken/procesu, ne vSechny se mohou
UcCastnit déleni pivotem na fadcich 11-13

» necinna vlakna/procesy musi ¢ekat, coz je zdroj
neefektivity

» zejména na GPU se vyplaci délen pivotem vynechat a
kazdé vlakno si toto provede samo pro sebe v ramc
eliminace



GEM - zpétna substituce

void GEM2( double A[ n ][ n ], double b[ n ] )
{

1
2

3 e

4 + QOuter loop

5 */

6 for( int k = 0; k < n; k#+ )
7 {

8

9

for( int i = 0; i <n; i++ )
{
10 e
11 + Elimination step
12 */
13 if( i == )
14 continue;
15 for( int j =k + 1; j <n; j++ )
16 A[i][J']—=A[I][k]*A[k][J]/A[k][k]
17 b[ i ]-= AL i Il kK1 «y[ k1 /A kK I[ k1;
18 }
19 }
20 for( int k = 0; k < n; k++ )
21 x[ k] =b[ k] /7A k][ k 1;
22 1}

> nafadcich 16 a 17 nyni musime opakované délit pivotem
> navic musime opét délat néco jako zpétnou substituci
(fadky 20 a 21), ale tu Ize nyni provést zcela paralelné



GEM - slozitost
Slozitost, pokud mapujeme jedno vlakno/proces na jeden
radek:
> Ts(n
Tp(n
S(n,p) =
E(n,p) =
C(n,p) = n3
jde tedy o velmi dobrou paralelizaci
problém nastava pouze tehdy, pokud mapujeme vice
vldken/procesu na jeden fadek
» ke konci eliminace jsou pak néktera vliakna/procesy
nevyuzita
Algoritmus Ize snadno modifikovat pro pivoting, pokud se
omezime pouze na prohazovani radku.

) =6(n®)
: )= 6(n°/p)
el

VVYy VVYVYY



GEM

» uvedené paralelni algoritmy vyrazné vyuzivaji faktu, ze
pracujeme s hustymi maticemi

algoritmy
» http://www.pardiso-project.org/
» ukdzeme si paralelizaci reSiCe pro tridiagonalni linearni
systémy rovnic


http://www.pardiso-project.org/

Thomasuv algoritmus
» meéjme nasledujici soustavu se silné regularni matici

ar by X1

Co a bo Xo

C3 az b X3
Ch—1 an—1 bn_q Xn—1



Thomasuv algoritmus

» pomoci GEM ji Ize pfevést na tvar

X4

X2

X3
Hn—1 Xn—1
1 Xn

> a zpétna substituce pak ma tvar

Xn—1

Xk

X1

Pn
Pn—1 — Un—1Xn

Pk — HkXk4+1

P1— 1 X2

P1
p2
3

Pn—1
Pn



Thomasuv algoritmus
» algoritmus lze zapsat takto

1 void Thomas( double a[ n ], double b[ n ], double c[ n ],

2 double d[ n ],

3 double x[ n ] )

4 |

5 double mu[ n ], rho[ n ];

6 mu[ O] =b[ O]/ a[ 0 ];

7 rho[l 0] =d[ 0] / a[ 0 1;

8 for( int i = 1; i <n—1; i++ )

9 {

10 mu[ i ] =b[i]1/ (al[i]—-c[ i ] *mui—-17]);

11 rho[ i ] =(d[ i ]—c[ i ] =rho[ i —=117])1/

12 (a[ i ]1—c[ i ] ~mu i-=117]);

13

14 rhofn—-1]1=(d[n—-1]1—-¢c[n—-11]xrho[n-217)1/
15 (a[n—1]—-—¢c[n—-—1] «mu[n-217);
16 x[n—1171=rho[ n—-11;

17 for( i =n—-2;i>=20; i— )

18 x[ i ] =rho[ i ] —=mu[ i ] «x[i+1]1];

19

20 }

> jde o Cisté sekvencni kod
» pomoci Sikovného triku ho ale Ize paralelizovat



Cyklicka redukce

» vezméme si fadek j pro 1 < i < na dva jeho sousedy

Ci—1Xi—2 + @ji—1Xi—1 +bj_1X =01,
CiXi—1  +aiXi  +biXit1 = aj,
Cit1Xi  +aip1Xiy1 + bip1Xiy2 = digq

» z prostfedni rovnice eliminujeme proménné x;_1 a Xj4
» prvni rovnici vynasobime &islem 3; = a,-ci1 a treti Cislem
i = aﬁ -a obé odecteme od prostiedni

» dostaneme

x5 o+ &+ bxi0 = o)

pro
¢V = —Bici 1
a) = a— fibi1 — iCis1
bV = b
d" = d—Bdiy — s



Cyklicka redukce

» dodefinovanim ¢; = 0 a b, = 0 Ize tuto Upravu provést pro
kazdou sudou rovnici
» plvodni soustavu tak pfevedeme na redukovany tvar

1 1
ag1) b$1) 1 X2
) s o
RONNRND . |
) ) (1 '
Cnjo—1 a”/(f)*1 bn/(%)—1 Xn—2
X,
Criz @np2 "

» pokud tuto soustavu vyfesime, dokaZzeme pak ze znalosti
Xi_2, X; @ Xj1o dopocitat i x;_1 a xj11 ze vztahl pavodni
soustavy

Ci—1Xi—2 +a@i—1Xi—1 +bi_1X =di_1,
Civ1Xi  +aip1Xip1 + bip1Xipz = iy

> tak tedy ziskdme i vSechna licha x;
» vS8imneme si, ze redukovanou soustavu mizeme fesit
stejnym postupem...



Cyklicka redukce
Priklad:

» meéjme Ulohu o péti neznamych

a; by d;
C2 a b a2
Cc3 as bs o

Cq4 Qa4 b4 d4

Cs as | Os

» budeme na sudych fadcich budeme eliminovat koeficienty
odpovidajici proménnym s lichym indexem, tj. indexy podél
diagonaly

» od druhého fadku odeCteme c,/a; nasobek prvniho a
bo / az nasobek tretiho

» od ¢tvrtého fadku odeéteme c,/as nasobek tretiho a by/as
nasobek patého



Cyklicka redukce

» dostaneme

a by 0 0 0 d
0 82*%b1 *%03 0 *‘%bs 0 dg*a%d1 *‘%dg
0 C3 as bs 0 o}
0 *%Cs 0 a4f%b3*%05 0 d4*%d3*%gd5
0 0 0 Cs as a5
> coz preznacime na
2 b 0 0 0|d
0 b, 0 ¢ 0 d
0 ¢ & by 0 |d? (1)
0 a 0 b 0|d
0 0 0 ¢ a|d?

» a sudé rovnice Ize extrahovat

1 1
(% 5
a; by

d
dj



Cyklicka redukce

> to je obecné opét tridiagonalni soustava

» pokud by byla vétsi, Ize na ni cely postup opakovat, az
dostaneme soustavu pro jednu nebo dvé neznamé

> tu lze snadno vyresSit — xo, X3

» soustavu 1 |ze upravit na tvar

& b 0o 0 0]d
0 1 0 0 0|x
0 ¢ & b 0 |df
0 0 0 1 0|x
0 0 0 ¢ & d

» ze znalosti x4 Ize dopocitat x5
ze znalosti xo a x4 Ize dopocitat x3
» ze znalosti x» Ize dopocitat x4

v



Cyklicka redukce
Cely vypocet pak probiha takto:

: a,(-o):a,-proi:1,...,n
cfo):c,-proi:2,...,nac$°):0
b,():b,-proi=1,...,n—1 ab<n°>=o
for k=1...|logon| do

s=2k

for i=1,...,|n/2X| do

o

(k—1) k1)
Bi = k=1 Vi = 7{;(71)

i—1 a/+1

Noeasrw d 2

2
o ag=a"-mbl" -l

10: b(kz) = bk

)= a5t Y

12: end for

13: end for

14: vyfe$ vyslednou rovnici (nebo dvé)

15: for k = |logon|...1 do

16: s=2Fk

17 for i=1,...,|n/2¥| do

18: ze znalosti x;s dopocCite] Xjs_s/2 @ Xjs1s/2
19: end for

20: end for



Cyklicka redukce

OO O AN O OEO
W @ 3y W\ & 1 8

e\ e\ /e e\

\2/ 4/ \6/ %
‘ e" \ evi\

@ (> @ 5 @ () @
) & 8 & ® & W &8

Jednotlivé kroky cycklické redukce pro tridiagonalni soustavu s
osmi neznamymi. e znaci indexy fadkim x indexy neznamych.



Cyklicka redukce

» vSimneme si, Zze jednotlivé kroky cyklické redukce Ize
provadét paralelné
» pocet aktivnich procesl se v kazdém kroku redukuje na
polovinu
» snadno vidime, ze pro p=n
> Ts(n)=06(n)
> Tp(n, p) = 6(log n)
> C(n,p) = 6(nlogn)
> S(n,p) = 0(;x25)
> E(n.p) = 0(115)

» paralelizace neni idealni, Ize ji o trochu vylepsit




Cyklicka redukce

| 2
>
>

v

&

v prvnim kroku jsme eliminovali liché fadky soustavy

nyni udélame to samé i se sudymi radky

dostaneme dvé nezavislé soustavy polovicni velikosti,
jednu pro sudé nezndmé a druhou pro liché neznamé

tak postupujeme dale

v dal§im kroku ziskame Ctyfi Etvrtinové soustavy atd.

po |logs n| krocich ziskdme n/2 aZ n nezavislych soustav
o0 jedné nebou dvou neznamych, které Ize vyresit paralelné
uSetfim si tak druhou fazi algoritmu o log, n krocich

doba béhu se snizi na polovinu a stale udrzujeme vSechny
procesy aktivni

i tento algoritmus ale zUstava nékladové neoptimalni



Cyklicka redukce

bdddodé

Pruhy na obrazku znazornuji jednotlivé nezavislé soustavy
rovnic.



SOR metoda

Super-overrelaxation method

> jde o iterativni metodu pro feSeni soustav linearnich rovnic
> pfi napogitavani nové iterace x(kt1) z x(K) vyuziva jiz
napoé&itané slozky vektoru x(k+1)

X/_(k+1) - (1- w)x,.(k) 4 ? b — Zaijxj(kﬂ) B Za/jxj(k)
" j<i j>i



SOR metoda

1 bool sorMethod( const Matrix& A,

2 const Vector& b,

3 Vector& x,

4 double eps,

5 double omega )

6 {

7 double normB = norm( b );

8 double r = eps + 1.0;

9 while( r > eps )

10 {

11 J4aen

12 + SOR iterace

13 */

14 for( int i = 0; i <n; i++ )

15 {

16 double s = 0.0;

17 for( int j = 0; j <n; j++ )

18 (] 1= i)

19 s=s+AL i ][ j1-x[jl
20 x[ i ] +=omega = ( b[ i 1 —s ) / A[ i
21 }

22

23 [+ ann

24 = Vypocet rezidua

25 */

26 r =0.0;

27 for( int i = 0; i <n; i++ )

28 {

29 double Ax_i = 0.0;

30 for( int j = 0; j <n; j++ )

31 Ax_i = Ax_i +A[ i 1l J 1 +x[j 1
32 r=r+ (Ax_i—b_i)« (Ax_i— b_i);
33 }

34 r = sqrt( r ) / normB;

35 }



SOR metoda

» budeme se zabyvat paralelizaci této smycky

1 [

2 «~ SOR iterace

3 */

4

5 for( int i = 0; i <n; i++ )

6

7 double s = 0.0;

8 for( int j = 0; j < n; j++ )

9 if(j!=1)

10 s=s+ AT ][ J1~x[]1
11 x[ i ] +=omega » ( b[ i ] —s ) / A[ i ][ i ];
12 }

» fadky 8-10 vlastné odpovidaji nasobeni i-tého fadku
matice A s vektorem x s vynechanim diagonalniho prvku

» to Ize snadno paralelizovat s vyuzitim paralelni redukce

» pro matici A € R™" Ize vyuzit maximalné n procesu

» pokud bude matice A fidka, muze se stat, ze naprosta
vétSina procesl nebude mit nic na praci

» vlastné tak nemame dost prace pro celkem n procesu



SOR metoda

» v pfipadé fidkych matic Ize provést rozklad na skupiny
nezavislych radkl a provést paralelizaci cyklu na radku 15

> vysvétlime si to na matici aproximujici Laplacelv operator
kone¢nymi diferencemi na strukturované siti

» feSime tedy Ulohu na Q = [0, 1] x [0, 1]

—Au = fnaQ,
Ulpa = 9,



SOR metoda

» volime pravidelnou Ctvercovou sit
wh = {x,-j:(ih,jh) li=1,---N—-1,j= 1,.../\/_1}

» na vnitfnich uzlech pro 0 < i,j < N aproximujeme operator
pomoci konecnych diferenci

uh

ij+1

h
i1 — 2Uj +u,+1j+u,j 1 2u +uf

AU,‘j ~ h2 h2

» tj. pro vnitfni uzly 0 < i,j < N feSime soustavu rovnic
h h h_ h h  _ p2f
—Ujjq ULy — AU+ Ui+ Ui = I

> a pro okrajové
Uj = gj-



SOR metoda

Us Ui Uss Uz Uzs.
Us Ug Uig Usg Uzq
:ﬁ Usg Uzs
u, u; Ugy uy Uy,
U Us Ui s Uzt

Zdroj: http://math.stackexchange.com/questions/329765/

Boundary conditions
Laplacian value

1
141 1
14 1 1
141 1
1
1
1 14 1 1
1 141 1
1 1-41 1
1|
1 141 1
1 14 1 1
1 1 -4 1
1]
1
1

us | =

(e |
U |
[Uss |
[ |
[ |
[ |

Uz

U

uzs

e

6
6
i3
[fu
le: |

E"|§"E"|="r?

E‘lE‘lE‘lE‘E"

discretization-of-inhomogeneous-dirichlet-boundary-conditions-for-2d-poissons-e


http://math.stackexchange.com/questions/329765/discretization-of-inhomogeneous-dirichlet-boundary-conditions-for-2d-poissons-e
http://math.stackexchange.com/questions/329765/discretization-of-inhomogeneous-dirichlet-boundary-conditions-for-2d-poissons-e

SOR metoda

Red-Black Ordering of Grid Points

Black points have only Red neighbors

Red points have only Black neighbors

Zdroj: http://www.cs.berkeley.edu/~demmel/cs267/lecture24/lecture24.html


http://www.cs.berkeley.edu/~demmel/cs267/lecture24/lecture24.html

SOR metoda

>

>
>

obecné si sestrojime graf k némuz bude dana matice tvofrit
adjacencéni matici

provedeme vrcholové obarveni

to odpovida tomu, Ze kazdému sloupci matice prifadime
jednu barvu a to tak, Ze na Zzadném fadku se nesmi
vyskytnout nenulovy prvek stejné barvy jako diagonalni
prvek

SOR iteraci pak rozdélime na bloky radku se stejnou
barvou na diagonale

XD — (1 —w)x® 4 aﬁ bi— Y a,-jx/.(k“) -3 a,-jxj(k)
i - -~
j<i j>i

protoze v§echny takové fadky jsou na sobé nezavislé, Ize
je zpracovat soucasné
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