Paralelni tridéni

Tomas Oberhuber
tomas.oberhuber@fjfi.cvut.cz

15. dubna 2024



Videa na Youtube:

Bubble sort a quicksort

Radix sort a bitonic sort


https://www.youtube.com/watch?v=5YZ7PNUX8JY
https://www.youtube.com/watch?v=USlkcAqO15w

TFidici algoritmy

Vstup: Posloupnost prvkl ay, . .., a, s definovanym usporadanim <.
Vystup: Setfidéna posloupnost, pro kterou plati a;, < a, .. .a;,.
» rozliSujeme vnitfni a vnéjsi tfideni
» my se budeme zabyvat jen vnitfnim
Vystupni sekvence muze byt uloZzena:

> v pameéti jednoho vypocetniho uzlu
» distribuované
» pozadujeme pak, aby pro i < j platilo, ze vSechny prvky ulozené na uzlu P; byly
mensi nez vSechny prvky na uzlu P;



Bublinkové tridéni

Sekvencni algoritmus:
» porovnavame a usporadavame postupné prvky:

(a1,a2), (az,as),...(an-1,an)

> tim se nejvétsi prvek dostane na posledni pozici
» tuto iteraci opakuji jeSté n — 1 krat

> Ts(n) = Yoy i = "5

> v této podobé nelze algoritmus paralelizovat




Paralelni bublinkové tridéni

» budeme stfidavé provadét porovnavani sudych a lichych dvoijic tj.
(al, aQ)v <a37 a4)7 o (an—17 an)

(a2,a3), (as,as5), ... (ap—2,an—1)
nazyva se také odd-even sort
nyni jiz Ize provadét porovnani a uspofadani v ramci jednoho kroku paralelné
kazdy prvek se muze v jednom kroku posunout maximalné o dvé mista
postup tedy musim opakovat 3-krat, pokazdé délam » — 1 porovnani
Ts(n) = "1

vV vvyVYyy



Paralelni bublinkové tfidéni - analyza

> Tp(n,p) = 5%~ =0(5;)

> S(np) =% % =p

» E(n,p)=1

> C(n,p) =7 = 0(Ts(n?)

> p muZe byt maximalné 3, pak je Tp(n,p) =n

» to neni moc dobry vysledek v porovnani s nlog n u quicksortu, uvazime-li, ze

jsme zamestnali 5 procesor(



Paralelni bublinkové tridéni - implementace

» implementace na architekturach se sdilenou paméti
» jednotliva porovnani tvofi prvotni tasky
» sloucim je do blok( a ty pak mapuji na jednotlivé procesy
» tim zabranim, aby rizné procesy sahaly na blizké prvky v poli
» implementace na architekturach s distribuovanou paméti
» pokud rozdistribuuji vstupni posloupnost napf. na dva uzly takto
> ai,az,...an_1aan,...an
> pak porovnani (a» 1, axz ) se UCastni dva rizné procesy
» porovnani probiha takto
> oba procesy si vzajemné vymeni sva Cisla, tj. oba budou mitaz _; iaxn
> proces s vy$Sim ID si necha vétsi z obou Cisel, proces s niz§im ID si necha to mensi



Paralelni bublinkové tridéni - implementace

» implementace v CUDA probiha takto
> kazdy blok si nacte 2 x block Dim.z prvkl do sdilené paméti
kazdé vlakno pak stfidavé provadi odd-even sort v ramci bloku
az se seftfidi cely blok, provede se zapis do globalni paméti
pak se vSe opakuje, ale bloky si nactou data s posunutim rovnym block Dim.x, {j
polovina prvki tfidénych blokem
po setfidéni v ramci blokl a zapsani vysledku do globalni paméti

vvyy

v



Quicksort

vvyYyy

jde o algoritmus zaloZzeny na metodé rozdél a panu;j

je znamy svou efektivitou se slozitosti T's(n) = #(nlogn)
autorem je C. A. R. Hoare, 1962

algoritmus pracuje tak, ze v kazdém kroku rozdéli posloupnost

A1y ...,Qm

na dve
Qiyy e Qi Q& Qjy41y - Agpy s
tak, Ze kazdy prvek z prvni posloupnosti je mensi nez vSechny prvky z druhé
posloupnosti
toto rozdéleni urCuje pfedem zvoleny pivot
obé podposloupnosti se zpracuji rekurzivné stejnym zplisobem



Quicksort sekvencné

1 void quickSort( int+ data, const int first, const int last )
2

3 int pivot = data[ last ];

4 int i( first — 1), j( last );

5 while( true )

6

7 while( data[ ++i ] < pivot );

8 while( data[ ——j ] > pivot )

9 if( j == first )

10 break ;

11 if(i>=j)

12 break;

13 swap( data[ i ], data[ j ] );
14 }

15 swap( data[ i ], data[ last ] );
16 if( first <i - 1)

17 quickSort( data, first, i — 1 );
18 if( i +1 < last)

19 quickSort( data, i + 1, last );



Quicksort paralelné

> paralelizaci Ize provést pomoci datové dekompozice

» zpracovani podposloupnosti mizeme provadét nezavisle a tedy paralelné
> na zacatku ale mame malo paralelismu
> tento pristup také neni vhodny pro architektury s distribuovanou paméti

» paralelni quicksortu je mnohem citlivéjSi na volbu pivota

» Spatné zvoleny pivot nejen snizuje efektivitu algoritmu, ale také vede k Spatné
vybalancované zatézi jednotlivych procesoru



Quicksort pro architektury se sdilenou pameéti

» predpokladame tedy, ze nesetfidéna posloupnost je rozdistribuovana mezi p
vlaken

» jedno vlakno zvoli pivota a ulozi ho do sdilené proménné

» kazdé vlakno i € 0,...p — 1 rozdéli své prvky na

» mensi nez pivot — S;
> veétsi nez pivot — L;

> nasledné je potfeba v§echny prvky preskladat do pomocného pole, aby v ném
nejrpve byly prvky mensi a potom veétsi nez pivot

> to se provadi pomoci dvou sdilenych proménych s a 1

> nejrpve se nastavi s=0 a 1=n-1, kde n je prvkl posloupnosti



Quicksort pro architektury se sdilenou pameéti

> jakmile nékteré viakno provede rozéleni prvkl na mensi a vétsi nez pivot
provede

» smaller = atomicAdd( s, |S;i|)
» larger = atomicSubtract( 1,|L;|)
» zde funkce atomicAdd zvétsi pfisluSnou proménnou a vrati jeji plvodni
hodnotu, podobné atomicSubtract
» kazdé vlakno pak prekopiruje mensi prvky do pomocného pole od pozice
smaller a vétsi od pozice larger v sestupném poradi
> nasledné se obé pole prohodi a vlakna si rozdéli prvky mensi a veétsi umérné
jejich poctu
> cely postup se opakuje



Quicksort pro architektury s distribuovanou pameti

> vybereme si pivota na jednom procesu a pomoci broadcast ho rozeSleme
v§em ostatnim procesum
» kazdé procesi € 0,...p — 1 rozdéli své prvky na
» mensi nez pivot — S;
> vétsi nez pivot — L;

» nasledné se provede prefix-sum

i—1
si=)_ISi

=0

i—1
= ILi

=0

» proces i pak posila své mensi prvky do pomocného pole na pozici s; a vétsi
prvky na pozici l;
> toto pole je také rozdistribuované



Analyza quicksortu

» Tg(n) =0(nlogn)

» Tp(n,p) =46 (%logp+ %log%> =0 (% logn)
> S(n,p) =p

> E(n,p)=1

> C(n,p) = O(nlogn) = O(Ts(n))



Hyperquicksort

» zbyva nam doresit problém s volbou pivota
» paralelni quicksort v této podobé neni pfrilis efektivni
» modifikace zvana Hyperquicksort postupuje takto
» pred volbou pivota si kazdy proces sekvenénim quicksortem usporada svou
posloupnost
pak mize snadno urit "median”
ze vSech "median("se uréi "celkovy median”
dale probiha vypocet stejné
déleni na vyssSi a niz§i podposloupnost je nyni pro kazdy proces rychlejsi

vvyyvyy



Radix sort

> pouziva se ke tfidéni celoCiselnych klicu
> vyuziva toho, ze Cisla muzeme tfidit jakoby lexikograficky podle jejich zapisu v
soustave o urcitém zakladu
> jsou dvé moznosti jak tridit
> nejprve podle nejvice vyznamné Eislice = MSD (most significant digit)
> nejprve podle nejméné vyznamné Cislice = LSD (least significant digit)



Radix sort

» bud R z&klad se kterym tfidime

» algoritmus pouziva pomocné pole o velikosti R + 1, do kterého napocitava
vyskyty jednotlivych cifer na dané pozici zapisu

> toto pole se naplni v prvnim prichodu

> potom se udéla prefix sum

» tim ziskame pozice "pfihradek", do kterych se pak (v pomocném poli) vlozi
vSechny prvky se stejnou cifrou na dané pozici

» v piipadé MSD se pak rekurzivné tfidi jednotlivé "pfihradky"

» u LSD se opét tridi celé pole, ale pfi zafazovani prvkd do novych
"pfihradek"se musi postupovat shora dol



Radix sort

—_
APUOMNMN—LTOCOONOOOTRWN =

MSD Radix sort (R. Sedgewick, Algoritmy v C)

» 1 a r udavaji meze, mezi kterymi tfidime
» w udava pozici cifry, podle které tfidime

void radixMSD( Item& a[], int |, int r, int w)
{
int i, j, countf R+ 1 ];
if( w> bytesword ) return;
if( r-I <=M ) return otherSort(a, |, r);
for(j=0;j<R;j++) count[j] = O;
for(i=l;i<=r;i++) count[ digit( a[i], w ) + 1 ]++;

for(j=1;j<R;j++) count[j] += count[j-1];
for(i=1;i<=r;i++) aux[count[digit(a[i],w)]++] = a[i];
switch( a, aux );
radixMSD( a, |, count[0] + I-1, w+1 );
for(j=0;j<R-1;j++)

radixMSD ( a, count[j] + I-1, count[ j+1 ] + I-1, w+1 );



Radix sort

LSD Radix sort (R. Sedgewick, Algoritmy v C)

» 1 a r udavaji meze, mezi kterymi tfidime
» w udava pozici cifry, podle které tfidime

1 void radixLSD( Item& a[], int n, int w)

2

3 int i, j, countf R+ 1 ];

4 for (w=bytesword -1;w>=0;w--)

5 {

6 for(j=0;j<R;j++) count[j]=0;

7 for(i=0;i<n;i++) count[ digit( a[i], w ) + 1 ]++;
8 for(j=1;j<R;j++) count[j] += count[j-1];

9 for(i=0;i<n;i++) aux[count[digit(a[i],w)]++] = a[i];
10 swap(a, aux);

11 }

12}



Radix sort

» Ts(n)=R-n
» pro R = 2 se MSD radix sort podoba quicksortu
Budeme se zabyvat paralelizaci LSD varianty.



Radix sort pro architektury se sdilenou paméti

1

2 void radixLSD( Item& a[], int n, int w )

3

4 int threadsNum = omp_get_num_threads ();

5 int pid = omp_get_thread_num ();

6 int i, j, count[ R+1 ][threadsNum];

7 #pragma omp parallel shared(a,aux,count)

8 for (w=bytesword -1;w>=0;w--)

9

10 int localAccum|[ R+1 ];

11 for(j=0;j<R;j++) count[j][pid]=localAccum[j]=0;
12

13 #pragma omp for private(i), schedule (static)
14 for(i=0;i<n;i++) count[ digit( a[i], w ) + 1 ][pid]++;
15

16 partialSum (count, localAccum);

17

18 #pragma omp for private(i), schedule (static)
19 for(i=0;i<n;i++) aux[localAccum[digit(a[i],w)]++] = a[il;
20

21 #pragma omp single

22 swap(a, aux);

23 }



Radix sort pro architektury se sdilenou paméti

> program pouziva pole count, kam se napocitavaji histogramy podle cifer pro
jednotlivé procesory

» pole localAccum pak obsahuje meze "prihradek"pro jednotlivé cifry opét pro
kazdy procesor zvlast — napocita se podle vztahu

p—1 i—1 pid
local Accli] = Z Z count[jl[ip] + Z count[i][ip],0 <i < R
ip=0 j=0 ip=0

> pak se prvky spravné prerovnaji do pole aux



Radix sort pro architektury se sdilenou paméti

Co je $patné na tomto algoritmu?



Radix sort pro architektury se sdilenou paméti

Co je Spatné na tomto algoritmu?
» usporadani pole count
» piSeme-liv C count [§] [pid], pak dvé po sobé jdouci vlakna vlakna pfistupuji
k po sobé jdoucim prvkdm, coz zpt‘]sobuje false sharing
> feSenim je zména na count [pid] [ j] nebo jesté Iépe, toto pole rozdélit na
nekolik samostatnych, pro kazdé vIakno zvlast



Radix sort pro architektury se sdilenou paméti

1

2 void radixLSD( Item& a[], int n, int w )

3

4 int threadsNum = omp_get_num_threads ();

5 int pid = omp_get_thread_num ();

6 int i, j, count[threadsNum][R+1]; /71

7 #pragma omp parallel shared(a,aux,count)

8 for (w=bytesword -1;w>=0;w--)

9

10 int localAccum|[ R+1 ];

11 for(j=0;j<R;j++) localAccum[j]=0; /71
12

13 #pragma omp for private(i) schedule (static)

14 for(i=0;i<n;i++) count[pid][ digit( a[i], w ) + 1 J++; // !l
15

16 partialSum (count, localAccum);

17

18 #pragma omp for private(i) schedule (static)

19 for(i=0;i<n;i++) aux[localAccum[digit(a[i],w)]++] = a[il;
20

21 #pragma omp single

22 swap(a, aux);

23 }



Radix sort pro architektury se sdilenou paméti

Vysledky namérené na SGI Origin 2000:
» tfidéni 16 milionl prvki
» pristup do RAM trva 75 cyklu CPU

Lo misses | Invalidations | Time

Alg. 1| 9828950 | 9725467 | 51.29
Alg. 2 | 1534 000 251 744 5.76




Radix sort pro architektury se sdilenou paméti

Co je Spatné na algoritmu 2?



Radix sort pro architektury se sdilenou paméti

Co je Spatné na algoritmu 2?
» mame Spatnou datovou lokalitu
> v kazdé iteraci (pfi tfidéni s vice vyznamnou cifrou) se prvky prehazuji napfic
celym polem
> to znamena, ze v dalsi iteraci je bude prejimat jiné vlakno a navic tim klesa
efektivita vyuziti keSe



Radix sort pro architektury se sdilenou paméti

Co je Spatné na algoritmu 2?
» mame Spatnou datovou lokalitu
> v kazdé iteraci (pfi tfidéni s vice vyznamnou cifrou) se prvky prehazuji napfic
celym polem
> to znamena, ze v dalsi iteraci je bude prejimat jiné vlakno a navic tim klesa
efektivita vyuziti keSe

> je potfeba zvysit datovou lokalitu a k tomu se Iépe hodi MSD varianta

Vv,



Radix sort pro architektury se sdilenou paméti

> feSenim je provést prvni krok MSD ...
> ten provedeme stejné jako u paralelni LSD, tedy paralelné

» dale se vSechny prihradky rozdéli mezi procesory

> protoZe zadny prvek se uz nebude presouvat do jiné prihradky, nebude
dochazet k pfesuniim mezi viakny a procesy

» navic s tim, jak tfidime stale mensi a mensi pfihradky dostavame lepsi vyuziti
keSe

» tim dostavame Algoritmus 3



Radix sort pro architektury se sdilenou paméti

Dostavame nasledujici vysledek:

Lo misses | Invalidations | Time
Alg.1 | 9828950 | 9725467 | 51.29
Alg. 2 | 1534 000 251 744 5.76
Alg. 3 | 833559 311 237 2.55




Radix sort pro architektury s distribuovanou paméti

1
2
3
4
5
6
7
8

void radixLSD( Item& a[], int n, int w )

{

int i, j, count[p][R+1];
for (w=bytesword -1;w>=0;w--)

{

for(j=0;j<R;j++) count[pid][j]=0;

for(i=0;i<n;i++) count[pid][ digit( a[i], w ) + 1 J++;
for(j=1;j<R;j++) count[pid][j] += count[pid][j-1];
for(i=0;i<n;i++) aux[count[pid][digit(a[i],w)]++] = a[i];

allgather (count[pid][0],R,count);

bucketDistribuiton (count);
dataCommunication (a,aux, count)
swap(a, aux);



Radix sort pro architektury s distribuovanou paméti

v

algoritmus nejprve provede lokalné klasicky jednu iteraci radix sortu

v poli count [pid] ma uloZzené rozmezi prihradek

funkce allgather zpusobi, ze vSechny uzly budou mit kompletni pole
count

nasledné se pomoci néj napocitaji celkové velikosti pfihradek véetné toho ze
nékteré prihradky se mohou rozdélit na dva uzly pro lepSi vyvazeni zatéze —
bucketDistribution

nakonec probéhne vyména dat — dataCommunication



Radix sort pro architektury s distribuovanou paméti

Implementace datové komunikace:

» zde se dobre hodi funkce alltoallv
Problém tohoto pfistupu je opét v tom, ze prakticky vSechny prvky tfidéného pole
se v kazdém kroku presouvaji z jednoho uzlu na druhy.



Radix sort pro architektury s distribuovanou paméti

» feSenim je opét vyuziti MSD varianty

» po prvni iteraci se prihradky rozdéli mezi jednotlivé uzly

» pak uZz mezi nimi neprobihd zadna komunikace

» ve vysledku jsme schopni dostat stejné efektivni algoritmus jako na pro
architekturu se sdilenou paméti



TFidici sité
> provadeji velky pocet porovnani najednou
> vétSinou tolik, kolik je prvku tfidéné posloupnosti
» Kk tomu pouZzivaji tzv. komparatory

Definition
Komparator je zobrazeni usporadané dvojice (x, y) na jinou uspofadanou dvojici
(«',y"). Pro rostouci komparator plati

¥ =min{z,y} ¢ =max{z,y},
a budeme ho oznacovat pomoci @. Pro klesajici komparator plati
7 =max{z,y} ¥ =min{x,y},

a budeme ho oznacovat pomoci ©.
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Tridici sité




Bitonic sort

Definition
Levé cyklické posunuti je operace, ktera transformuje posloupnost
{ai,...,an}
na posloupnost
{ag,...,an,a1}.

Pravé cyklické posunuti pak tranformuje posloupnost

{ai,...,an}

na posloupnost
{an,a1,...,an—1}.



Bitonic sort

Definition

Bitonicka posloupnost je takova, ktera se sklada z jedné rostouci
podposloupnosti a jedné klesajici nebo tohoto Ize dosahnout aplikaci libovolného
poctu levych nebo pravych cyklickych posunuti..



Bitonic sort
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Bitonic sort
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Bitonic sort
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Bitonic sort

a; 60

»!
-

50



Bitonic sort
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Bitonic sort
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Bitonic sort
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Bitonic sort
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Bitonic sort
Definition
Bitonické rozdéleni (bitonic split) je operace, ktera z posloupnosti

{al, N ,agn}

vytvori své poslouposti

Smin = {min{ag,ay},min{ai,ant1},...,min{a,—1,a2,-1}},

Smaz = {max{ag,a,},max{ay,ant1},...,max{an_1,a2,-1}}.



Bitonic sort
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Bitonic sort
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Bitonic sort
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Bitonic sort
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Bitonic sort
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Bitonic sort

Lemma

Pokud provedeme levé nebo pravé cyklické posunuti s posloupnosti {ai, ..., a2}
projevi se stejné cyklické posunuti i na posloupnostech s,in @ Smaz-

Lemma
Otoceni posloupnosti {a1, . .., as,} na posloupnost {as,, . ..,a1} zachovava
bitonicitu, tj. {azn, .. .,a1} je bitonicka, pokud {a1,...,as,} je bitonicka.

Posloupnosti s,,in @ smaz S€ OtOCI stejnym zpusobem.

Theorem
Posloupnosti s1 a sy z bitonického déleni jsou obé bitonické a plati

max{Smin} < min{smaz}-



Bitonic sort

Dukaz:
Diky predchozim lematim staci dokazat vétu pouze pro situaci, kdy je:

algagg...gajZajH2...2@%.

Mohou nastat dvé situace:
Situace 1: a,, < as,, potom a; < a;4, pro 1 < i < n a proto

Smin,i = Min{ay, Gp+1 = a;} @ Smaz,i = max{ai, ap41} = ap4; @ Proto

max{Smin} = an < mMin{smaz}-



Bitonic sort

Sitace 2:
an > aop, pak existuje k takové, ze j <k <2naap_n < ax & ag_ni1 > Agi1-
Potom je

S = . Sminyg = Q4 ;
min,i i }prolgzgk—na min,i Zf”}prokz—n+1<1§”-

Smax,i — Qi+n Smax,i — Ai

> Ssmun je rostouciproi=1,...,k —n aklesajiciproi =k —n,...,n, takze je
bitonicka.

> Sman j€ Klesajiciproi =1,...,k —n arostouciproi =k —n,...,n, takze je
bitonicka.

» max{smin} = max{ag_n, ak+1} @ Min{Smas } = min{ag_p+1, ar}-

» Je-li max{smin} = ax_n pakje ax_1 < ax_n+1, protoze ze je a, rostouci a
ap—n < ay, Z definice k.

» Je-li max{smin} = ax+1, pOtom axy1 < ax_,+1 podle definice k a a1 < ag,
protoze a,, je zde klesajici. O



Bitonic sort

Podle pfedchozi véty:
> jsme ziskali dvé bitonické posloupnosti
» vSechny prvky posloupnosti s, jsou mensi, nez vSechny prvky posloupnosti

Smax
» Obé posloupnosti mohu dale tfidit nezavisle, tj. paralelné.
» Na obé posloupnosti pouZziji rekurzivné stejny postup.
» Tak nakonec dojdu k posloupnostem délky 1.
Algoritmus nyni zakreslime pomoci komparatora.



Bitonic sort

HEEREERE




Bitonic sort

Jak ale postupovat, pokud nemame bitonickou posloupnost?
> Vychazime z faktu, Zze kazda posloupnost délky dva je bitonicka (je roustouci
nebo klesajici).

» Nasledujici obrazek ukazuje, jak slucovat vice bitonickych posloupnosti do
jedné jediné.



Bitonic sort
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Bitonic sort

> postup je zalozen na skladani dvou bitonickych posloupnosti do jedné o
dvojnasobné délce

» zaciname s posloupnostmi o délce 1
> z téch snadno ziskame bitonické posloupnosti o délce 2
> pro ukazku si ukazeme, jak ziskat bitonickou posloupnost o déice 4



Bitonic sort
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Obrazek: Zdroj: Wikipedia



Enumeration sort

Jde o teoreticky algoritmus pro CRCW PRAM.
» méjme n? procesory indexovanych indexy i,7 = 1,...n
» necht CRCW PRAM pouziva pfi zapisu scitaci protokol

procedure enumSort( A, n )

begin
for each Pi; do C[ j ] := 1;
for each P;; do
if( A[i]<A[3] ) or ( ( A[i] = A[J] ) and ( 1 < jJ
Cl3l := 1;
for each Pi; do A[C[J]] := A[ J 1;

end
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