Paralelni grafové algoritmy



Pouzité znaceni

Definition
Bud G = (V, E) graf. Pro libovolny uzel v € V budeme znacit:
» Ny (u) mnozinu v8ech sousednich uzll k uzlu w, tj.
Ny(u) ={veV|3(u,v) € E},
» Ng(u) mnozinu v8ech pfilehlych hran k uzlu w, tj.
Ng(u) = {(u,v) |v € V A (u,v) € E}.

» graf je jednoznacné urcen tzv. adjacenéni matici A € R™" pron = |V/|
> a;; # 0 < z uzlu s indexy ¢ vede hrana do uzlu s indexem j
> ve vazeném grafu odpovida hodnota maticového prvku vaze hrany mezi obéma
vrcholy



Polookruhy

Definition
Polookruh (semiring) je algebraicka struktura (S, &, ®,0,1), kde
» S je mnozina prvkl
> & a @ jsou binarni operace na mnozing S
» 0 a1 jsou prvky splnujici
> (S,®,0) je komutativni monoid

> (S,®,1) je monoid
> platia ©0=00a=0



Prochazeni grafu do Sifky

BFS, breadth first search
» tento algoritmus projde vSechny vrcholy v dané komponenté souvislosti
» zacina s jednim (nebo nékolika) startovnim vrcholem
» v prvnim kroku navstivi véechny jeho sousedy
>

v dalSich krocich navstivi vzdy vdechny doposud nenavstivené vrcholy
sousedici s nékterym jiz navstivenym



Prochazeni grafu do Sifky

1: procedure BFS( G(V, E), s))
2 Vi {8}

3 while Vi # V do

4 forall v € Vr do

5: for all w € Ny (v) do
6: if u ¢ Vi then

7 visit(u)

8: Ve =VrpUu
9: end if
10: end for
11: end for

12: end while
13: end procedure




Prochazeni grafu do Sifky

i-ty radek adjacencni matice fika, do kterych uzlt vede hrana z i-tého uzlu
j-ty sloupec adjacenéni matice fika, ze kterych uzlt vede hrana do j-tého uzlu
bud’ & vektor obsahujici 1 na pozici startovniho uzlu a vSude jinde 0

vektor = AT ¥ obsahuje praveé i-ty fadek matice A

indexy nenulovych prvku ¢ tedy odpovidaji indexm uzld, do kterych se Ize
dostat z uzlu ¢

vVvyYyyvyy



Prochazeni grafu do Sifky

» definujme operaci A(A.V)Z takto
ANNV)Z |i=x1 Nai1 V...V xp Aain

» potom AT(A.V)Z = i/ je vektor obsahujici 1 pro uzly, kdo kterych se Ize dostat
ze vSech uzl( oznaCenych 1 ve vektoru ¥

» pfislusny polookruh ({0,1}, A, V,0,1) se nazyva booleovsky polookruh



Prochazeni grafu do Sifky

1: procedure MATRIXBFS( G(V, E), r))
2 f:gzﬁ,f[r]:l,step::O
3 while 7 # AT(A.V)Z do
4: 7= AT (A V)T
5: step + +
6: for all 4[i] = 0 A Z[i] # 0 do
7 visit(uli])
8 yli] = step
9: end for
10: end while
11: end procedure

Implementace v TNL


https://gitlab.com/tnl-project/tnl/-/blob/main/src/TNL/Graphs/breadthFirstSearch.h?ref_type=heads#L16

NejkratSi cesta z jednoho uzlu

SSSP, single-source shortest path
Definition
Méjme souvisly graf G(V, E') a zvolme v ném jeden vrchol jako startovni. Chceme
najit nejkratsi cestu do vSech ostatnich uzlu.
Aplikace:
> navigace, jizdni rady
» zpracovani obrazu

» teSeni PDR - eikonalni a Hamiltonovy-Jacobiho rovnice (fast-marching
method)

» dynamické programovani

v

porovnavani fetézcu v bioinformatice
» program diff



Dijkstrav algoritmus

1: procedure DIUKSTRA( G(V, E), w, s))
2: VF%{S};VTFQ

3 I'=c;[s] =0

4 while Vi £V do

5: u = arg min,ey;. ([v]

6 Vi <+ Vg U{u}

7 forall v € Ny (u) \ Vr do

8: [[v] = min{l[v], [[u] + w(u,v)}
9: Vi« Vp U {U}

10: end for

11: end while

12: return |

13: end procedure




Bellmanuav-Fordav algoritmus

vVvYyyvy

v

Dijsktrav algoritmus je vyrazné sekvencni
while-cyklus na fadcich 10-17 nelze paralelizovat
jiny pfistup voli Bellmantv-Fordav algoritmus

ma spise iterativni povahu

v jednotlivych iteraci neustale prepocitava a hleda krat$i cesty do jednotlivych
vrcholl

nakonec se vypocet ustali ve stavu, kdy zname nejkratsi cestu do kazdého
vrcholu



Bellmanuav-Fordav algoritmus

1: procedure BELLMANFORD( G(V, E), A, s))
2 d= X;m=0

3 d(s) =0

4 forallk=1,...|V|—-1do

5: forall v €V do

6 forall v € Ng(v) do

7 a = min{d[u], d[v] + Ay}
8 if a < d[u] then

o: dlu] = a;m[u] = v
10: end if
11: end for
12: end for

13: end for
14: return d
15: end procedure




Algebraicky Bellmanuv-Forduv algoritmus

» definujme operaci A(min.+)Z
A(min.+)z |;j= min{z1 + aj1,...,2Zn + ain}

pFislusny polookruh (R U {oo}, min, +, 00, 0) se nazyva tropicky polookruh
plati, ze m(u) = v* < d(v*) = d(u) + Ay

pro v # v* je d(v) > d(u) + Ay,

proto miiZeme psét 7(v*) = arg min,, {d[u] + Ay}

celkem tedy

vvyvyVvVvyy

7 = (A + diag(c0))” (arg min .+)d

Bellmanuv-Fordav algoritmus Ize pak zapsat tatko ...



Algebraicky Bellmanuv-Forduv algoritmus

1: procedure BELLMANFORD( G(V, E), A, s))
2. d9 =;dO(s) =0k =0

3 repeat

4: k++

5: d® = AT (min .+)d*-D

6. until 4% £ gD

7 7 = (A + diag(c0))T (arg min .+)d{VI-D
8 return (d®, )

9: end procedure

» vyhodou je, Ze jsme Ulohu prevedli na algoritmus velice podobny nasobeni
fidké matice a vektoru, ktery Ize implementovat velice efektivné

Implementace v TNL


https://gitlab.com/tnl-project/tnl/-/blob/main/src/TNL/Graphs/singleSourceShortestPath.h?ref_type=heads#L19

NejkratSi cesta mezi vSemi dvojicemi uzlu

Misto vektoru d udavajici délku nejkratsi cesty z urgitého uzlu nyni budeme hledat
matici D, pro niz plati, ze D, , je délka nejkratSi cesty z uzlu « do uzlu v.



Dijkstrav algoritmus

Ulohu Ize fesit pomoci n-krat aplikovaného Dijkstrova algoritmu, tj. se sloZitosti
O(n?).
Paralelizaci Ize provést dvéma zpusoby:

> paralelizace pres zdrojové vrcholy — pro kazdy vrchol grafu G spustime
paralelné sekvencni verzi Dijkstrova algoritmu

> paralelizace dekompozici grafu — postupné (sekvencné) fesime Ulohu pro
jeden uzel za druhym a pouzijeme paralelni verzi Dijkstrova algoritmu

» kombinujeme oba pristupy



FloydUv-Warshalltv algoritmus

Floydav-WarshallGv algoritmus je zalozen na nasledujici mysSlence:
» bud d,, doposud nejkrat§i znama cesta mezi uzly v a v
> jinou kratSi cestu mizeme najit tak, Zze objevime uzel w, pro ktery plati
Ay + dwy < dyyp
» pak polozime dy, = dyw + dww
» zaCneme s adjacencni matici A grafu G
> ta obsahuje prvni odhad nejkrat$ich cest mezi libovolnou dvojici uzl(
> uzly, mezi kterymi nevede hrana, maji délku nejkratSi cesty +oo
» bereme jeden uzel po druhém a zkouSime, které cesty v grafu Ize s jeho
pomoci zkratit



FloydUv-Warshalltv algoritmus

1: procedure FLOYD( G(V, E)))
2 DY .= AG(V,E)
3 fork:=1tondo
4 fori:=1tondo
5: for j:=1tondo
6 D¥ ;= min {Dﬁ;l, D+ ]D',;j}
7 end for
8 end for
9: end for
10: return D"
11: end procedure




FloydUv-Warshalltv algoritmus

> také se na tuto Ulohu mohu divat tak, ze do Bellmanova — Fordova algoritmu
zadam soucasné n vektoru, kde kazdy reprezentuje cestu z jednoho vrcholu

1: procedure FLOYDWARSHALL(V, E, A, s))
2: forall u,v € V do

3 ]D&%’ =00

4: end for

5: forallv € V do

6 DY =0

7 end for

8: forallk=1,...|V|—1do

9: D®) = AT (min .4)DE-1)

10: end for

11: IT = (A + diag(co))T (arg min .4+ )DIVI=1)
12: return D"; 11

13: end procedure



Maximalni nezavisla mnozina

Definition

Bud' I C V. S je nezavisla mnoZina (IS, independent set), pokud Yu,v € V plati
(u,v) ¢ E. Pokud Vw € V' \ I plati, Ze w U I neni nezavsla, pak se I nazyva
maximalni nezavisla mnozina, (MIS, maximal independent set). Je-li I' nezavisla a
plati, ze |I'| > |I| pro vS§echny nezavislé mnoziny I, pak fekneme, ze I’ je nejvétsi
nezavisla mnoZina.

Remark
Nalezeni nejvétsi nezavislé mnoZiny je NP-Uplna uloha.



Maximalni nezavisla mnozina

Sekvencni algoritmus pro MIS:

1: procedure GREEDYMIS( G(V, E))
2 I+ 0,V +V

3 while V' £V do

4 Vyber v e V’

5: Pridej v do I

6 Odeber v a Ny (v) z V'

7 end while

8 return

9: end procedure




Maximalni nezavisla mnozina

Paralelni Lubyho algoritmus pro MIS:

1: procedure LUBY(G(V, E))

2 I+

3: Vi<V

4 while V' = () do

5 Vyber nahodnou mnozinu U C V', kde kazdy vrchol v je vybran s prav-

dépodobnosti P(v) = #(v), kde d(v) je stupen vrcholu v.
6: Ve = (u,v) € E, pokud u € U A v € V odeber vrchol a niz8§im stupném
7: Pfidej U do I.
8 Odeber U z V' spolu se v§emi sousednimi vrcholy.
9: end while
10: return I
11: end procedure




Vrcholové obarveni

Definition
Vrcholové obarveni grafu (vertex coloring) G(V, E) je zobrazeni
b:V — {1,2,...k} takové, Ze pro libovolnou hranu (u,v) € E plati, ze b(u) # b(v).



Vrcholové obarveni

Sekvencni algoritmus pro vrcholové obarveni:

1: procedure GREEDYCOLORING( G(V, E)))
20 V'« V:ib=0

3 while V' +# () do

4 Vyber v € V'

5: B+ {ieN|i=bv];ve Ny(u)}
6: blu] = min{N \ B}
7 Odeber vz V'
8 end while
9: returnb
10: end procedure




Vrcholové obarveni

Paralelni algoritmus pro vrcholové obarveni:

1: procedure PARALLELCOLORING( G(V, E)))
20 V'« Vib=0k=1
3 while V' +# () do
4 Vyber paralelné nezavislou mnozinu I c V'
5 Nastav b[v] = k; Vv € I.
6: k++
7 Odeber I z V'
8 end while
9: returnb
10: end procedure
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