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Video na Youtube


https://www.youtube.com/watch?v=OUGocKnXLSw

Gaussova eliminac¢ni metoda

> GEM je zakladem pfimych fesicu linearnich soustav rovnic
> ukazeme si paralelizaci pro pfipad pIné matice linearni soustavy
> sekvencni algoritmus prevadi vstupni matici na horni trojuhelnikovou
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Gaussova eliminac¢ni metoda

> vypocet probiha podle nasledujiciho schématu

Inactive part

Column k
Column j

Y
Row k (kk)—= (kj) = Alk,j] = Alkj)/A[k k]
Active part >
Row i (k) — (i) = AliJ] = A[ij] - A[Lk] x Afk,j]

Figure 8.5 A typical computation in Gaussian elimination.

Zdroj: A. Grama, A. Gupta, G. Karypis, V. Kumar, Introduction to Parallel Computing, Pearson/Addison Wesley, 2003



Gaussova eliminac¢ni metoda

1 void GEM( double A[ n ][ n ], double b[ n ] )
2 |

3 [ wnn

4 « Quter loop

5 */

6 for( int k = 0; k < n; k++ )

7 {

8 e

9 + Division step

10 */

11 for( int j =k + 1; j <n; j++ )
12 AL K10 J T /=A0 kK 1I[ kT

13 bl k] /=b[ k] /Al k][ k 1;
14 Al k 1 k1 = 1.0;

15 for( int i =k + 1; i <n; i++ )
16 {

17 e

18 « Elimination step

19 */

20 for( int j =k + 1; j <n; j++ )
21 AL T I T —=A[ T Il k] «~ALK I J I
22 bl i ]-= A[ T ][ kK] +~y[ k]
23 Al i ][ k] = 0.0;

24 }

25 }



Gaussova eliminacni metoda - zpétny chod

Nasledné probiha zpétna substituce pro vypocet feseni:

1 for( int k = n-1; k >= 0; k— )

2

3 x[ k] =>b[kI;

4 for( int j = n-1; j > k; j—

g X[k T =xC kT -ALKI[JT1«x[]l

}

Tento pristup s sebou nese dva problémy:
» béhem primého chodu klesa pocet prvkl matice, které prepocitavame
> v k-tém kroku je jich (n — k)2
> diky tomu ztracime moznost paralelizace
> zpétna substituce je obzvlast nevhodné pro paralelizaci

> paralelizovat Ize jen vnofeny cyklus na fadku 4, kde mnoZzstvi vypocCtl velmi
malé



Gaussova eliminacni metoda - zpétny chod

Resenim je neprevadét matici na horni trojuhelnikovou, ale na diagonalni.

» béhem pfimého chodu tedy eliminujeme i prvky nad diagonalou
» tim nam pfibude objem vypoctl, které Ize provadét paralelné

» odpada tim kompletné zpétna substituce

> bohuzel, tento postup nelze pouzit pro vypocet LU rozkladu



GEM - zpétna substituce

1 void GEM2( double A[ n ][ n ], double b[ n ] )
2

3 Jxwen

4 = Outer loop

5 +/

6 for( int k = 0; k < n; k++ )

7 {

8 Jxwnn

9 = Division step

10 */

11 for( int j =k + 1; j <n; j++ )

12 ALK I[j]/=A[LkI[KI;

13 b[k]/:b[k]/A[k][k]

14 Al k ][ kK] =1.

15 for( int i = 0; i < n; i++ ) // originaly i = k + 1
16 {

17 Jowwnn

18 + Elimination step

19 */

20 if( i ==k )

21 continue;

22 for( int j =k + 1; j < jH+ )

23 A[l][J]f:A[l][k]*A[k][J],
24 bl i ]-= AL i ][ kK] ~y[ k]

25 Al i 1[ k] = 0.0;

26 }

27 }

28 }

> paralelizovat Ize cykly na fadcich 15 a 22

> tj. vypocet na fadku 23 mohu udélat soubézné pro vSechna i, j, kde
i=0,....,n—1,i#kaj=k+1,...,n—-1

» nulovani prvkl na fadku 25 neni nutné



GEM - zpétna substituce

Co nas brzdi ted'?

» mame-li velky pocCet vlaken/procesu, ne vSechny se mohou Uc¢astnit déleni
pivotem na fadcich 11-13

» necinna vlakna/procesy musi Cekat, coz je zdroj neefektivity

> zejména na GPU se vyplaci délen pivotem vynechat a kazdé vlakno si toto
provede samo pro sebe v ramc eliminace



GEM - zpétna substituce

1 void GEM2( double A[ n ][ n ], double b[ n ] )
2 {

3 2

4 + Quter loop

5 */

6 for( int kK = 0; k < n; k++ )

7 {

8

for( int i = 0; i <n; i++ )
9 {
10 [ knn
11 +« Elimination step
12 */
13 if( i == )
14 continue;
15 for( int j =k + 1; j <n; j++ )
16 A[i][J']—=A[I][k]*A[k][J]/A[k][k]
17 bl i ]-= A[ i ]Il kK] «y[ k] /A kI[ k1;
18 }
19 }
20 for( int k = 0; k < n; k++ )
21 x[ k1 =0b[ k1 /7A[ k][ k1;
22 1}

» na fadcich 16 a 17 nyni musime opakované délit pivotem
> navic musime opét délat néco jako zpétnou substituci (fadky 20 a 21), ale tu
Ize nyni provést zcela paralelné



GEM - slozitost

Slozitost, pokud mapujeme jedno vlakno/proces na jeden radek:

> Ts(n) = 6(n?)

> TP(nvp) = 9(n3/p)

> S(n,p)=p

> E(n,p) =1

> C(n,p) =n?

> jde tedy o velmi dobrou paralelizaci

» problém nastava pouze tehdy, pokud mapujeme vice vlaken/procesu na jeden

radek
> ke konci eliminace jsou pak néktera vlakna/procesy nevyuzita

Algoritmus Ize snadno modifikovat pro pivoting, pokud se omezime pouze na
prohazovani radku.



GEM

» uvedené paralelni algoritmy vyrazné vyuzivaji faktu, ze pracujeme s hustymi
maticemi

vvvvvv

» http://www.pardiso-project.org/
» ukazeme si paralelizaci feSice pro tridiagonalni linearni systémy rovnic


http://www.pardiso-project.org/

Thomasuv algoritmus

» mejme nasledujici soustavu se silné regularni matici

al bl T1

co az by T2

c3 az b x3
Ch—1 Gp-1 bp—1 Tn—1

Cn an, Tn



Thomasuv algoritmus

» pomoci GEM ji Ize pfevést na tvar
1w

1 pe
I s

> a zpétnd substituce pak ma tvar

Ty =

Tpn-1 =

T =

ry =
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X1

€2
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Thomasuv algoritmus

> algoritmus Ize zapsat takto

1 void Thomas( double a[ n ], double b[ n ], double c[ n ],

2 double d[ n ],

3 double x[ n ] )

4 |

5 double mu[ n ], rho[ n ];

6 mu[ 0] =b[ O] /a[ 0 I;

7 rho[ 0 ] =d[ 0] / a[ 0 ];

8 for( int i =1; i <n - 1; i++ )

9 {

10 mu[ i ] =Db[ i1/ (al[i]l-c[i]«mui-1T7]);

11 rhol i ] =(d[ i ] -=c[ i ] =rho[ i -1171)1/

12 (a[ i 1 -c[ i ] *=mui-17});

13 }

14 rho[ n-1]=(d[ n-11] c[n-11=+«rho[n-217)/
15 (a[n-1]-¢c[n-1T]«~mu[n-21);
16 x[ n-1]=rho[ n-11;

17 for( i =n-2;i>=20; i— )

18 x[ i ] =rho[ i ] -mu[ i1 x[i+1]1];

19

20 }

> jde o Gisté sekvenéni kod
» pomoci Sikovného triku ho ale Ize paralelizovat



Cyklicka redukce

» vezméme si fadek i pro 1 < ¢ < n a dva jeho sousedy

Ci—1%i—2 +a;i12;1 +bi1x; =d;1,
CiTi—1  Faix;  +biwip = d;,
Cit1%;  +0i11%ip1 + b1z = dig

> z prostfedni rovnice eliminujeme proménné z;_; a z;11

> prvni rovnici vynasobime Cislem 3; = _“ a tfeti Cislem ; = af’il aobé
odeCteme od prostiedni

» dostaneme

cgl)mi_g + a(l)ari + bgl)xi_ﬂ = dl(l),

)

pro
CEI) = —Bici-1
M o= 4 Bibi—1 — ics
i i i0i—1 — YiCi+1
o) = —qibin
dl(l) = di— fBdi—1 —ydiy1.



Cyklicka redukce

» dodefinovanim ¢; = 0 a b, = 0 |ze tuto Upravu provést pro kazdou sudou
rovnici
» puUvodni soustavu tak pfevedeme na redukovany tvar

1 1 1
% U o - g
C' ay’ by Ty ds

B a |
RO R o)

Cnj2—1 an(?)—l bn<2)—1 Tn—2 dn{Q)—l

1 1 Tn 1

Cn/2 a’n/2 dn/2

» pokud tuto soustavu vyfesSime, dokazeme pak ze znalosti z; o, z; a x;19
dopoéitat i z;_1 a z;11 ze vztah( pavodni soustavy

Ci1Ti—2 + @i 171 +bi_1; =d;1,
Ciy1Ti 1%l +bip1Tire = digy

> tak tedy ziskame i vS§echna licha z;
» vSimneme si, ze redukovanou soustavu mizeme feSit stejnym postupem...



Cyklicka redukce

Priklad:
» meéjme ulohu o péti neznamych

a; by dy
ca az by da
c3 az b3 ds

cy ag by |dy

cs as | ds

» budeme na sudych fadcich budeme eliminovat koeficienty odpovidajici
proménnym s lichym indexem, tj. indexy podél diagonaly
» od druhého fadku odecteme c2/a; hasobek prvniho a b2 /a3 nasobek tfetiho
> od Ctvrtého fadku odecteme ¢, /a3 nasobek tretiho a by /a5 nasobek patého



Cyklicka redukce

» dostaneme

al by 0 0 0 d
0 az—bi—gies 0 ~ s 0 | dy— &dy— 2245
0 Cc3 as b3 0 d3
0 —2—‘;63 0 a4—2—‘;b3_%05 0 d4—2—§d3—2—‘;d5
0 0 0 o 0 0

> coz preznaéime na

ad ¥ 0 0 0|d
0 by 0 ¢ 0 |db
0 c§ af b 0 |df
0 aj 0 b} 0 |d}
0 0 0 2 a2|d

» a sudé rovnice Ize extrahovat

bL ol | db
al bi|dl



Cyklicka redukce

> to je obecné opét tridiagonalni soustava

» pokud by byla vétsi, Ize na ni cely postup opakovat, az dostaneme soustavu
pro jednu nebo dvé neznamé

> tu lze snadno vyiesit — o, x4

» soustavu 1 Ize upravit na tvar

ad Y 0 0 0|
0 1 0 0 0]
0 c§ a ) 0 |d
0 0 0 1 0]y
0 0 0 ¢ affd

» ze znalosti x4 Ize dopocitat x5
ze znalosti 25 a x4 Ize dopocitat 3
> ze znalosti =, Ize dopocitat

v



Cyklicka redukce

Cely vypocet pak probiha takto:

1: aEO) =aq;proi=1,...,n
2% =¢proi=2,...,nacd” =0
3b§0)_b proi=1,. n—lab£0)=0
4: for k=1...log, nj do
5: s =2k
6: for i=1,. |_n/2kj do
F( B0
7: (k 1)1'\/1:(1(:11)
& <;c> _ —ﬁl (=)
k - k-1
U’E/z)*a ﬂbll *’YLEJA)
. (k) (k—1)
10: bijg = —ibity
k-1 k—1) k-1
11 di)y = d* Y = gV — yidlyY
12: end for
13: end for

14: vyfes vyslednou rovnici (nebo dvé)
15: for k= [logyn]...1 do

16: s =2k
17: for i=1,...,|n/2"] do
18: ze znalosti x;s dopoCitej z;,_s/2 @ Tists/2

19: end for
20: end for



Cyklicka redukce

/é\ /e\ /e\ /e\ /e\ e /e\ 7\
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) (D) () () (x0)  (x (x8)
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Jednotlivé kroky cycklické redukce pro tridiagonalni soustavu s osmi neznamymi.
e znadi indexy fadkim z indexy neznamych.



Cyklicka redukce

» vSimneme si, Ze jednotlivé kroky cyklické redukce Ize provadét paralelné
> pocet aktivnich procesl se v kazdém kroku redukuje na polovinu
» snadno vidime, ze prop =n
Ts(n) = 6(n)
Tp(n,p) = 6(logn)
> C(n,p) =6(nlogn)
> S(n.p) = 0(12)
> E(n,p) = 0(57)
» paralelizace neni idealni, Ize ji o trochu vylepsit

vy




Cyklicka redukce

v

v prvnim kroku jsme eliminovali liché fadky soustavy

nyni udélame to samé i se sudymi radky

dostaneme dvé nezavislé soustavy polovi¢ni velikosti, jednu pro sudé
neznamé a druhou pro liché nezndmé

tak postupujeme dale

v dal§im kroku ziskame Ctyfi Ctvrtinové soustavy atd.

po |log, n] krocich ziskame n/2 az n nezavislych soustav o jedné nebou
dvou neznamych, které Ize vyresit paralelné

uSetfim si tak druhou fazi algoritmu o log, n krocich

doba béhu se snizi na polovinu a stale udrzujeme v§echny procesy aktivni
i tento algoritmus ale zUstava nakladové neoptimalni



Cyklicka redukce

Pruhy na obrazku znazornuji jednotlivé nezavislé soustavy rovnic.



SOR metoda

Super-overrelaxation method

> jde o iterativni metodu pro feSeni soustav linearnich rovnic
> pfi napogitavani nové iterace =1 z £ (%) vyuziv4 jiz napo&itané slozky
vektoru z(F+1)

2FHD — (1-— w)ml(-k) + Y b; — Zaijxg.kﬂ) — Zaijxg-k)

K3
(0773



SOR metoda

bool sorMethod

( const Matrix& A,
const Vector& b,
Vector& x,
double eps,
double omega )

double normB = norm( b );
double r = eps + 1.0;
while( r > eps )

= x[j b
1-s) /Al

{
11 [ enn
12 « SOR iterace
13 */
14 for( int i = 0; i <n; i++ )
15 {
16 double s = 0.0;
17 for( int j = 0; j <n; j++ )
18 it 1=
19 s=s+A[i 1]
20 X[ i ] += omega « ( b[ i
21 }
22
23 /v enn
24 = Vypocet rezidua
25 */
26 r=0.0;
27 for( int i = 0; i <n; i++ )
28 {
29 double Ax_i = 0.0;
30 for( int j = 0; j < n; j++ )
31 Ax_i = Ax_i + A[ i ][
32 r=r+ (Ax_i - b_i) »
33 }
34 r = sqrt( r ) / normB;
35 }

1t



SOR metoda

> budeme se zabyvat paralelizaci této smycky

1 T
2 « SOR iterace

3 */

4

5 for( int i = 0; i <n; i++ )

6

7 double s = 0.0;

8 for( int j =0; j <n; j++ )

9 if(j!=1)

10 s=s+A[ I ][ J1=x[]1;
11 x[ i ] +=omega « ( b[ i 1 -s ) / A[ i ][ i I;

—_
N

> fadky 8-10 vlastné odpovidaji ndsobeni i-tého fadku matice A s vektorem z s
vynechanim diagonalniho prvku

> to Ize snadno paralelizovat s vyuzitim paralelni redukce

> pro matici A € R™" Ize vyuzit maximalné n procesl

> pokud bude matice A fidka, mlze se stat, Ze naprosta vétsina procesl
nebude mit nic na praci

> vlastné tak nemame dost prace pro celkem n procesu



SOR metoda

» v pripadé fidkych matic Ize provést rozklad na skupiny nezavislych fadkd a
provést paralelizaci cyklu na radku 15

» vysvétlime si to na matici aproximujici Laplacelv operator kone¢nymi
diferencemi na strukturované siti

» Fedime tedy Ulohu na = [0,1] x [0, 1]

—Au = fnaf,
ulpn = g,



SOR metoda

» volime pravidelnou ¢tvercovou sit
wp = {x;; = (ih,jh) |i=1,---N—-1,7=1,---N — 1}

» na vnitfnich uzlech pro 0 < 4,5 < N aproximujeme operator pomoci
koneénych diferenci

ul

h h h
i1, U 5 1—2uij+ui7j 1
Auij ~

h2

h h
— 2ug; Ul
h2

_l’_

» tj. pro vnitfni uzly 0 < i, 7 < N feSime soustavu rovnic

h h 2
—upiq Uy — 4u + quJ + u”H h* fij

> a pro okrajové
U5 = Gij-



SOR metoda

1 u, ]
1 Boundary conditions u, It
1 Laplacian value o | [
1 ua Ifa
1| u, |
1 u, A
1 14 1 1 u, &
1 141 1 ug &__} xh?
1 141 1 uy 8
1 oo | [ |
1 P
Us Uso Uss Uz Uzs i i1 iz U |
1 1.4 1 1 s
1 1-41 1 [use |
Ys Yy Uia Urg Uzq 1 s
1 ™
1 14 1 1 uyr
P L@% Usg Uy L . : : _i a L o ::
A f/ 1] Uz
1 ™
Uy 2 Uy, Uyz U2y 1 U2
1 us
1 Uz
Uy Us Uy [ (9 3 Jus

Zdroj: http://math.stackexchange.com/questions/329765/

discretization-of-inhomogeneous-dirichlet-boundary-conditions-for-2d-poissons-e


http://math.stackexchange.com/questions/329765/discretization-of-inhomogeneous-dirichlet-boundary-conditions-for-2d-poissons-e
http://math.stackexchange.com/questions/329765/discretization-of-inhomogeneous-dirichlet-boundary-conditions-for-2d-poissons-e

SOR metoda

Red-Black Ordering of Grid Points

Black points have only Red neighbors

Red points have only Black neighbors

Zdroj: http://www.cs.berkeley.edu/~demmel/cs267/lecture24/lecture24.html


http://www.cs.berkeley.edu/~demmel/cs267/lecture24/lecture24.html

SOR metoda

» obecné si sestrojime graf k némuz bude dana matice tvofit adjacencni matici

provedeme vrcholové obarveni

> to odpovida tomu, ze kazdému sloupci matice pfifadime jednu barvu a to tak,
Ze na zadném fadku se nesmi vyskytnout nenulovy prvek stejné barvy jako
diagonalni prvek

» SOR iteraci pak rozdélime na bloky radku se stejnou barvou na diagonale

v

A = el 4 2 el - el

a
i j<i G>i

» protoze vSechny takové fadky jsou na sobé nezavislé, Ize je zpracovat
soucasné
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