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Vypocet derivaci

e derivace mnoha ztratovych funkci nebo funkcionall Ize snadno napocitat
ruéné

e v fadé pfipadl muaze byt ztratova funkce prili§ slozita na rucni derivovani

¢ pak Ize pouzit nékterou z nasledujicich metod

® konecné diference — finite differencing
® automatické derivovani — automatic differentiation
* symbolické derivovani — symbolic differentiation
® napiiklad programy Mathematica, Maple, Macsyma nebo Ginac
® v této prednasce se symbolickym derivovanim zabyvat nebudeme
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Konec¢né diference

derivace Ize nahrazovat pomoci konecnych diferenci
prikladem je dopredna diference pro aproximaci prvni derivace

Of(X) _ (X + €&;) — f(X)
8X,‘ - €

9

pro f: R" — R, kde & je i-ty bazicky vektor
funkci f je tedy potfeba vycislit dvakrat

otazkou je zde hlavné volba parametru e

¢ ¢im mensi € zvolime, tim pfesnéjsi aproximaci dostaneme
® kdyz e zvolime pfili§ malé, mizZzeme narazit na pfesnost pocitaCové aritmetiky
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Konec¢né diference

Pfipomeneme si definici mnoziny Cisel s pohyblivou desetinnou ¢arkou s
kone€nou presnosti:

Definition 1
Definujeme mnozinu cisel s pohyblivou desetinou ¢arkou jako

t
IE‘(B,t,L,U)E{O}U{xeR|x—(—1)sBeZa,ﬂ"},
i=1

kde 8 € N, 8 > 1 urCuje zaklad rozvoje t € N, t > 0 urCuje poCet vyznamnych
cifer, a pro exponent e € N plati L < e < U.

4/55



Konec¢né diference

Definition 2
Cislo u = 8~ se oznaduje jako zaokrouhlovaci jednotky (unit roundoff).
Nékdy se také oznacuje jako strojové epsilon (machine epsilon).

Lemma 3
Pro libovolné rediné éislo x < [, pY] plati

fl(x) = x(1 +¢) kde |6| < u,

kde fl(-) znaci projekci Cisla x na nejbliZsi ¢islo z mnoZiny I¥.
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Konec¢né diference

Remark 4

Cislo u ndm tedy vyjadiuje relativni chybu, které se dopoustime pfi
zaokrouhlovani, tj. pfi projekci realnych ¢isel do mnoZiny F. Tato relativni chyba
se vztahuje k velikosti Cisla x.

* Pro jednoduchou presnostje u=1.19-107".
* Pro dvojitou pfesnost je u =2.22 - 10~ 6.
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Konec¢né diference

e Z Taylorova rozvoje dale dostdvdme

f(X +p) = f(X) + VI(X)p + §5TV2 (X +£€P)P;
kde £ € (0,1).
e Pokud je f € C?(R"), pak existuje C takové, Ze
HVZf(i)H <C
pro v8echna X € R".
e A potom plati c
(% + B) - £(%) = VH(R)B]| < 5 Pl
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Konec¢né diference

¢ Volbou p = ¢€; dostavame

OHR) (R +e8) —1(%)
OX; €

kde
Ce

?7
e pro spravnou volbu e potfebujeme nyni vzit v ivahu zaokrouhlovaci chyby.

C, =
AR
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Konec¢né diference

Nyni tedy budeme sledovat zaokrouhlovaci chyby vzniklé pfi vypo&tu konec¢né

diference . L .
OF(X) _ F(X + &) — f(X)

OX; € + 0.
Plati
fI(f(X)) = f(X)(1 + 0) & fI(f(X)) — f(X) = f(X)d,
kde |0| < u.
A tedy

|AI(f(X)) = f(X)| < Lld] < Lyu

podobné Ize ukazat i

AI(F(% + €8)) — F(X + €8)| < Lild] < Lyu.

9/55



Konecné diference
e Celkem je tedy

‘ﬂ <fl(f/(f()? +e8)) — f()?))) (X + @) — (%)

€ €

<25U

€

® a pro chybu aproximace plati

‘W()?) . (f/(f/(f()? +ed)) - f()?))) )

oX; € -

O1(X)  f(X + &) — F(X)| |f(X + &) — F(X) £(% + &) — £(X))

‘ s : + : —f (f/(f/(f) ' <

66 + zfléf f; 2515[ + EEE_
€ € 2

arg min LM+E = —4qu
gm € 2 )V Cc~

e Dale Ize ukazat, ze
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Konec¢né diference

¢ \olime tedy
e~ U2
e Podobné Ize dokazat, ze pro centralni diferenci tvaru
Of(X) (X + &) — f(X — €&)
aX,' - €

+ O(¢?)

je vhodné volit
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Vypocet Jakobian

e Bud f:R" — R™, chceme napocitat Jakobian

Vi (X)
JAX) = : € R™".
Vm(X)
e Pomoci konecéné diference
of (X)
f(X+e8)—f(x) _ofx) [ ™
¢ 0% Ofn(%)
OXi

ziskame jeden sloupec celého Jakobianu.
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Vypocet Jakobian

¢ Jednou perturbaci ve sméru &; Ize tedy napocitat jeden sloupec.
¢ Celkem tedy musime vycislit hodnoty

-

f(X), f(% + €81),..., f(X + €&n),

tj. celkem (n+ 1)x vy&islit funkci 7.
e VSechna vycisleni jsou na sobé nezavisla a Ize je pfipadné provést paralelné.
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Vypocet Jakobian

e V pfipadé nékterych metod, jako inexact Newton method, se nepocita inverze
Jakobianu, ale Jakobian se vzdy aplikuje na urcity vektor p.

® Pak Ize pouzit pfimo vztah

. F(R+ep)— (X
J?(X)p%( ep) — f(X)

€

¢ Funkci fpak vycislujeme pouze dvakrat a Setfime pamét, protoze Jakobian
nemusime ukladat v pameéti explicitné.
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Vypocet fidkého Jakobianu
e V nékterych tlohach muze byt Jakobian fidky.
¢ Napfiiklad u takto definované funkce

206 — x?)

3(x3 — x2) + 2(x,o? — x2)

fx)=| 3(x®- x,21)+2( 3 —x)

] I

3(x3_ 4 — X5 2)*2()(3 X5_1)
3( - x2 )

n—1
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Vypocet fidkého Jakobianu

e Jakobian pak ma nasledujici tridiagonalni vzor nenulovych prvki
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Vypocet fidkého Jakobianu

Zvolme naptiklad n = 6, pak je

—2x2 2x3
—3x2 3x3 —2x2 2x3
F(%) — —-3x5  3x3 —2x% 2x3
- —3x2  3xF—2xZ 2x3
—-3xZ  3x2—2x& 2x3

2 3 2
—3Xg 3X5 — 2Xg

Pro vypocet 88—; musime napoditat perturbaci f(X + €&).
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Vypocet fidkého Jakobianu

e Perturbace vektorem €é; ovlivni * Perturbace vektorem eé, zase
pouze prvni dvé slozky f; a f> ovlivni pouze slozky f3,f4 s f5
fi (X+€81)—f1 (X) 0
h(X-+edy)—h(X) 0
OF(X) _ 0 oF%) | BOEE)=A®)
oxy 0 oxa f4()7+ﬁé:)—f4()7)
0 f5(X+e84)—F5(X)
0 0
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* Pokud tedy napocitdme perturbaci vektorem ep = ¢(8; + €,), dostaneme

vektor

e Prvni dvé slozky tedy odpovidaji prvnimu sloupci Jakobianu a slozky 3,4 a5
odpovidaji ¢tvrtému sloupci Jakobianu.

1

fi (X+e(81+84))—11 (X)

b (F+e(81184)—H(F)

(F-+e(81-484)) — (%)

o (Fe(81180))—1a(F)

fs (R-+e(81+84)—f5(%)
0

=~
+
jul
|
=
=

o™
+
a
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Vypocet fidkého Jakobianu

o (X)
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Abychom zjistili, které perturbace lze
vzajemné kombinovat, sestrojime si
incidencni graf.

Pro funkci f : R” — R™ ma tento
graf n uzld.

Mezi uzly i a k vede hrana pravé
kdyz existuje f;, které zavisi na x; a
Xk

V grafu pak napocitame vrcholové
obarveni.

Kazdé barvé pak Ize prifadit jeden
perturbacni vektor.

Vypocet fidkého Jakobianu

%
7

J. Nocedal, S. J. Wright, Numerical Optimization,

Springer, 2006.
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Vypocet Hessianu

Mé&jme funkci f € C?(R"; R) a chceme napoéitat Hessian V2f(X) € R™".
Lze postupovat stejné jako pfi vypoctu Jakobianu funkce V£(X).

Hessian je vSak symetricky a diky numerickym chybam muze byt symetrie
poruSena.

Nékdy se proto vyplati provést primérovani prislusnych transponovanych
prvku.

Pokud potiebujeme vysledny Hessian pouze aplikovat na urcity vektor p, pak
si Ize opét pomoci kone¢nou diferenci, tj.

VI(X + €B) — V(X)

€

V2f(X)P ~
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Vypocet Hessianu

e Hessian Ize také pocitat podle vztahu

PF(X) (X + e + c&) — f(X + &) — (X + €€)) + f(X)
oxi0x; €2

+ O(e).

e Tento postup vyZaduje celkem

"0 1) ot 1= o(r?)

vycCisleni funkce f.
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Vypocet fidkého Hessianu

V fadé uloh muze byt Hessian fidky. Pak Ize pouzit podobny postup jako pro
vypocet fidkého Jakobianu aplikovany na V£(x).

Obecné je potfeba sestrojit adjacenéni graf o n uzlech.

Uzly i a j, i # j jsou spojené hranou pokud plati

9?f(X)
Ox;0X;

£0

Nasledné hledame obarveni, kde kazdé dva uzly spojené hranou maji riznou
barvu a kazda cesta v grafu délky tfi obsahuje alespon tfi barvy.

T. F. Coleman, J. J. Moré, Estimation of sparse hessian matrices and graph coloring problems,
Mathematical Programming vol. 28, pp. 243-270, 1984.
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https://link.springer.com/content/pdf/10.1007/BF02612334.pdf
https://link.springer.com/content/pdf/10.1007/BF02612334.pdf

Automatické derivovani

Predpokladejme, Ze mame funkci f:R"— R
(%) = hR(B(- - }2(X) = (frofo...)(X).

Pro gradient pak plati

X1z Oy ly? " 0y lye” T Oynlyy’
kde y° znadi vstup funkce f; a plati
Ro- R
=0 (F 2320
Vi = (firno...ofp)(X7),

—

o o= (X
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Automatické derivovani

Je-li 7, : R™M — RM, potom

of; .
—| =J;e R"M,
Y; 1y?
Vypocet gradientu pak spociva v:
e vypocet Jakobiana Jy,...,Jp,
A& i Of |
® vypocet soucCinu 5= o= Jy x ... Jp.
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Automatické derivovani

V zavislosti na rozmeérech Jakobianu jsou pak mozné dva zpusoby pronasobeni:
e dopredny - postupujme od J, k J

8}7,‘ :J]IX(JQX(ng...(Jn_-] XJn)))

7
e zpétny - postupujme od J4 k J,
375
Y

=((((J1 x J2) x J3) x ...) x Tp_1) x Jpy

P

26/55



Automatické derivovani

Méjme funkci ° @
H(%) = xix + sin(xy). a

Tu Ize popsat grafem vpravo a vycislit

takto: e a
fi: R? — R/ h(y1) =yi1+y12 Yo = (X1X2 +sin(xq)),
h:R? = R? h(Ve) = (sin(y2,1), Yo,1¥22)" V1 = (sin(x1), x1x2)"

a celkem

(%) = Fi(B(¥)
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Automatické derivovani

f:RE= R A7) = yi1+ 52 Yo = (X1x2 + sin(x1)),
L:R2—=R2 fh(ie) = (sin(yo1), Y21 ¥22)" ¥9 = (sin(x1), x1x2)"
of  of 8f2
S = == =JyxJ
AT T S
of; ob cos(y21) O cos(x;) O
a= | — ( 1 1 ) e — ’ —
oy1 1y Y2 173 Yoo o Y X X

of cos(x: 0
E:J1XJ2:(1 1)><( )521) X1>:(cos(x1)—i—X2 X1 )
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Dopredny méd

V dopredném mdédu napocitavame postupné Jp, ... J4 a spolu s nimii yp, ..., J;.
1: procedure FORWARDMODE(X)
2. Jo=X %=1
3: fori:n...ﬁjdo
4 Vi = 6(7)

5

. o
V= 5
6 push forward the gradient ag,-; =1 x %
X

7 end for

: 7. 9
8: return (Yo, 5 )_{)
9:

end procedure
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Dopredny méd

V8imneme si:
¢ Vystupem algoritmu je
_of

2 Yo
a 9xXlz T ox

B=1x) a %

)?7
tedy jak funkéni hodnota, tak i gradient.

¢ Oboji jsme napocitali sou¢asné pouze jednim prichodem.

Pti realné implementaci se ale postupuje trochu jinak a pomoci tzv. dualnich
Cisel.
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Dualni ¢isla

Jde o Cisla, ktera v sobé udrzuji jak funkéni hodnotu, tak i derivaci:

X=V+ Ve
e Jde o koncept podobny komplexnim &islim, ale misto imaginarni jednotky i
pouzivame e.

¢ Je mozné toto také chapat jako Taylorlv rozvoj funkce x v bodé v s presnosti
prvniho fadu.

e P¥i vypo&tech potom vy$§i mocniny e zahazujeme, tj. €2 = 0 misto i = —1.
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Plati nasleduijici vztahy:

(v + ve) + (u + ue)
(v + ve)(u + ue)
V+ Ve

(v+u)+(V+ e,
VU + (UV + Uv)e 4 vie® = vu + (uv + av)e,
V+vVveu—ute vu+(uv+avle v (U\'/+L'/v)6

u+ Ue

U+ Ue u— Ue w2 — (P2 U u?
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Napf. pro derivaci pfedchozich vyrazu podle v dosadime

(v,v)=(v,1) a(u,u)=(u,0):

(v + ve) + (u+ ue)
(v + ve)(u+ ue)
V+ Ve

U+ ue

(v+u)+ (v+U)e= (v +u)+1e
VU + (UV + UV)e = VU + Ue,
v (uv+uv) v

1
—— €= — — —¢€.
u u? u u
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Dualni ¢isla

Podobné pro derivaci predchozich vyraz( podle u dosadime

(v,v)=(v,0)a(u,u)=(u,1):

(Vv + ve) + (u+ ue)
(v + ve)(u + Ue)

V + Ve

U+ Ue

(Vv4+u)+ (v+ 0)e = (v+u) + Te,
VU + (UV + Uv)e = VU + Ve,
v (uv+uav) v v

—— €= — — —¢€.
u u? u w2

Pro kazdou slozku gradientu tedy musime provést jeden prichod.
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Pro obecnou funkci f : R — R plati:

. 2 f(v) . . .
f(v+ve) =) ig)v’e’ = f(v) + F(v)ve
i=0
a staci tedy vycislit funkci f pro (dudélni) hodnotu (v + 1¢) a koeficient u € ve
vysledku nam udava jeji derivaci.
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Dualni ¢isla

Vyhoda dualnich Cisel je v tom, ze je Ize snadno implementovat pouze s
pomoci pretizeni operatoru.

Nevyhoda je potfeba extra vypoctu pro kazdou slozku gradientu.

Stale je ale moznost implementovat dopfedny méd pomoci Jakobiana.

Dopfedny méd muze byt implementovany jako:
® soucast prekladace,
e formou precompileru,
® pomoci pretizeni operator( v C++ — autodiff.
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https://autodiff.github.io/

Zpétny méd

* P¥i zpétném modu nejprve pocitame Jakobian

Jo=Y 1
Yo
¢ Dale napocitavame
of
;U1 — “igt' _o°
oM Y

e K tomu ale potfebujeme znat hodnotu y? a pro jeji vypodet i y° proi=2,...n.
Proto musime nejprve provést tzv. dopredny chod nebo také aktivaci.
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Zpétny méd

1: procedure FORWARDMODE(X)
To o= OO _ ok _

2 0% O
3: fori=n...,1do Forward pass
4: VP = 1(7P)
5: end for
6: fori=1... ndo Backward pass
: . o
7. '\]]I - 8% }‘/*IO
. ient R _ 9| _ 9% .
8: pull back the gradient o |y = o0l = 99 x I

9: end for
10:  return (o, 22
11: end procedure

)

X
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Zpétny méd

e Vypocet nyni probiha ve dvou priachodech.
¢ Navic si musime ukladat hodnoty }7,-0, coz mlze byt pamétové narocné.

V praxi se zpétny méd implementuje dvéma moznymi postupy:
e grafovy pristup,
e tracking base.
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Zpétny méd - grafovy pristup

¢ V tomto pripadé predpokladame znalost kompletniho vypocetniho grafu.
* To je pfipad treba neuronovych siti.
¢ Na zakladé tohoto grafu vytvotime rozSifeny graf, podle kterého se bude
pocitat gradient.

Vratime se k naSemu prikladu.
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Zpétny moéd - grafovy pristup
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Zpétny moéd - grafovy pristup
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Zpétny moéd - grafovy pristup
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Zpétny moéd - grafovy pristup

44/55



Zpétny moéd - grafovy pristup




Zpétny moéd - grafovy pristup

ohy | Ohy _
x4 +'6n -

Xo + cos(Xq)
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Zpétny méd - grafovy pristup

Vysledkem zpétného chodu je kompletni gradient.

Zpétny chod je proto vyhodnéjsi pro pocitani gradientt, které maji hodné
slozek.

UloZeni vypocetniho grafu v paméti mize byt pamétoveé narocné.

Pomocné proménné ulozené v rozsitené Casti grafu se oznacuiji jako
adjungované (adjoint).

Tento postup pouzivaji knihovny jako Theano a TensorFlow.

® Operace jako tf.mul (a, b) nebo tf.add (a,b) neprovadi vypoclet, ale
vytvari vypocetni graf.

Explicitni znalost umoZnuje provést optimalizace v preprocesingu.

Tvorbu rozs§ifeného grafu pro vypocet gradientu Ize snadno zopakovat a
ziskat tak i vy$Si derivace.
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Zpétny mdd - tracking based

Pokud nezname vypocetni graf predem, mizeme ho vytvorit dynamicky za
béhu programu.

Takto vytvoreny graf se Casto nazyva jako paska - tape.
Tento pfistup vyuziva napf. PyTorch.

Implementuje se snadno pomoci pretizeni operatora.
Implementace v C/C++ napf. ADOL-C.
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https://github.com/coin-or/ADOL-C

Zpétny méd

e MlZeme si vS§imnout, Ze vypocet se hodné podoba algoritmu zpétné
propagace (backpropagation)
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Dynamické programovani

Vidime, ze

of _ Of dhgohy  Of dhg dhy

9%, Ohg Ohy 0%, 0y Ohp Ox;
kde kazdy ¢len odpovida jedné cesté v grafu z uzlu x; do uzlu f(X).
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Dynamické programovani

e Zejména u neuronovych siti takovych cest pfibyva exponencialné s rostouci
hloubkou sité.

® | diky tomu jsou neuronové sité tak efektivni vypoCetni model.
e Metody AD Ize chéapat i jako aplikaci dynamického programovani na ulohu
vypoctu gradientu.
e Napt. u zpétného chodu napocitavam postupné derivace vici skrytym
proménnym a na jejich zakladé rozsifujeme znalost gradientu vaci dal$im
skrytym proménnym, az dojdeme je vstupnim promeénnym.
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Backpropagation pro NN
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Backpropagation pro NN
Kde plati napf.

ohy OW 1 X4 Y11 WigX
= = 0= (5,‘ka,

oL " oL 8h1 K _ n oL
- — 2 X X
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Derivovani ve funkcionalnim programovani

e Vypocetni grafy, které jsme vidéli v pfedchozi ¢asti, ze daji vytvaret i z kodu,
ktery vypocitava néjakou matematickou funkci.

¢ Ve vysledku tak mizeme derivovat i kéd nebo funkce ve smyslu
funkcionalniho programovani.
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Zdroje

Dalsi zdroje:
@ Scientific programming in Julia, T. Pevny, V. Smidl, M. Zorek, N. Heim.

® A. G. Baydin, B. A. Pearlmutter, A. A. Radul, J. M. Siskind, Automatic
differentiation in machine learning: a survey, Journal of Marchine Learning
Research, vol. 18, pp. 143, 2018.

©® www.autodiff.org
@ juliadiff.org
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https://juliateachingctu.github.io/Scientific-Programming-in-Julia/dev/lecture_08/lecture/
https://www.jmlr.org/papers/volume18/17-468/17-468.pdf
https://www.jmlr.org/papers/volume18/17-468/17-468.pdf
https://www.jmlr.org/papers/volume18/17-468/17-468.pdf
https://www.autodiff.org/
https://juliadiff.org
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