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Schurova véta

Theorem 1
Pro libovolnou matici A € C™" existuje unitarni matice U takova, Ze

A =U'RU,
kde R je horni trojuhelnikova matice.

Theorem 2
Pro libovolnou normalni matici A existuje unitarni matice U takova, Ze

A =U*RU,
kde R je diagonalni matice. Je-li A hermitovska, pak R ma na diagonale realna

cisla.

2/48



SVD rozklad

Ukazeme si urCité zobecnéni této véty, tzv. singularni rozklad (SVD, singular
value decomposition), ktery fika, ze
X = ULV,

kde X € €™ je libovolnd, U € C™" aV € C™™ jsou unitdrnia ¥ € R™" je
diagonalni s nezapornymi prvky.

Nejprve si odvodime SVD pro Ctvercové matice a nasledné zobecnime pro
obdélnikové.
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SVD rozklad

Lemma 3
Bud X € C™", pak plati:

* Pokud Vv je jednotkovy viastni vektor matice X*X prislusny k nenulovému
viastnimu &islu \, potom XV je vlastni vektor matice XX* se stejnym
prislusnym viastnim &islem X. Navic plati || XV||, = V/A.

* Pokud U je jednotkovy viastni vektor matice XX* prislusny k nenulovému
viastnimu éislu \, potom X* U je vlastni vektor matice X*X se stejnym
prislusnym viastnim ¢islem X. Navic plati || X*d|, = V.
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SVD rozklad

Proof.
Necht V je jednotkovy vlastni vektor matice X*X, pak plati

X*XV = AV = XX* (XV) = X (X*XV) = XMV = ) (XV).
Pro normu plati

XV = (XV, XV) = v X*XV = VAV = A||7)2 = A

Druhé tvrzeni se dokaze stejné.
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SVD rozklad

Lemma 4
Necht X € C"", potom matice X*X a XX* maji stejna viastni Cisla \1, ..., Ap.

Necht vy, . .., V, jsou pFislusné ortonormaini viastni vektory hermitovské matice
X*X, pak Ize najit ortonormalni viastni vektory U, . .., U, hermitovské matice
XX*, které splriuji

XV =+/Ndiproi=1,...,n.
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SVD rozklad

Proof.
e Pokud V; je vlastni vektor matice X*X ptislusejici nenulovému vlastnimu &islu
Aj, pak definujeme
G- XV,
SERVAY
a podle predchoziho lematu je u; jednotkovy vlastni vektor matice XX*. Déle
plati

—y — —\ X — 1 — — ;X' —y —
07 G = (X¥)" (X)) = ——=V X'XV; =, [V, = 0.
=]

OJ
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SVD rozklad

Proof.

e Pokud ma matice X*X r nenulovych vlastnich Cisel, pak ma stejny pocet
nenulovych valstnich Cisel i matice XX*. U obou tedy zbyva n — r nulovych
vlastnich &isel a pfisluSnych vlastnich vektord. Pak pro libovolny z téchto

vlastnich vektoru plati .
vV )\;U/ = XV,' = 0,

nebot je-li v; nulovy vlastni vektor matice X*X, pak plati

X*XV; = 0 & (X*XVj, V) = 0 & (XV;,XV}) =0 < XV = 0.
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SVD rozklad

Theorem 5
Pro libovolnou matici X € C™" existuji unitarni matice U € C"" aV € C"" a
diagonalni matice * = diag{c4,...,0n} € R™", kdeoy >0, > ... >0, >0

takové, Ze plati
X =UxV*.

Sloupce matice U se nazyvaji levé singularni vektory a radky matice V* se
nazyvaji pravé singularni vektory. Hodnoty o; se nazyvaji singularni hodnoty
matice X. Je-li r nejmensi takové, Ze o, > 0, pak matice X ma hodnost r.
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SVD rozklad

Proof.
Z predchoziho vime, Ze pro vlastni ¢isla 1, ..., A, vlastni vektory ty, ..., Uy
matice XX* a vlastni vektory vy, ..., vV, matice X*X plati

Vil = XV,

coz Ize psét jako
(Gy,...,Un) E=X(V4,...,Vn),

kde ¥ = diag {V/A1,....V/An} = diag {o1,...,0n}. Maticové pak Ize psat
UX = XV a pfenasobenim matici V* zprava dostavame

Urv* =X.

9/48



SVD rozklad

Pokud matice X neni ¢tvercova, muzeme ji na ¢tvercovou doplnit pfidanim
nulovych fadkd nebo sloupcd.
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SVD rozklad

Lemma 6

Bud’'X € C"° obdélnikova matice a necht B € C™" je Ctvercova matice, ktera
vznikla z matice X doplnénim nulovych sloupcu a radkd tak, Ze n = max{r, c}.
Pak existuje rozklad

B - Y1 0 Vi 0\
IB_(X,O)_IU< 0 0>< 0 V2> pokud ¢ < n,

> v

(X)) _(Uy O >4 0 .
IB_(O>_<O IU2><O O)W pokud r < n,

U >

kdeU,V e C"", L e R, Uy € C"1, V4 € C%¢, Uy € C" "7, WV € CN91€ g

Y€ ]Rmin{r,c},min{r,c} .
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SVD rozklad

Proof.
Ukazeme pro pfipad B = (X, 0). Pak B*B = ( }\é ) (X 0)= ( XOX g )
tato matice ma maximalné ¢ nenulovych vlastnich &isel. Ty tvofi matici ¥ € R%¢ a
prislusné vlastni vektory tvofi sloupce matice V1 € C°°. Matici Vo, € C"—61-¢
tvori libovolné ortonormalni vektory tvofici bazi C"—¢. Je-li pak v; i-ty sloupec
matice V, pak je

v X*X Vi - R .
IB*]B( 81 > = ( 6‘/”1 ) = ( )\’g” > = \vproi<ec,

0 X*X0 0 L
B*B = . =| - | =0vproi>c,
( Viz > ( 0Vi2 > ( 0 ) g

tj. vektory V4, ..., V, jsou vlastni vektory matice B*B a o4, ..., 0¢,0,...,0
pfisludna vlastni Cisla. Matici U pak Ize zkonstruovat stejné jako v dikazu SVD
rozkladu pro Ctvercové matice. O
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SVD rozklad

Theorem 7

PIny singularni rozklad (Full SVD): Pro libovolnou matici X € C™™ existuji
unitarni matice U € C™" aV € C™™ a diagonalni matice

Y = diag{c1,...,0q4} € R%9 prod = min{n,m}, kde oy > 0o > ... > 04 >0
takové, Ze plati

= (g)v*prom<n,
=U(X

0) V* prom > n,

Sloupce matice U se nazyvaji levé singularni vektory a radky matice V* se
nazyvaji pravé singularni vektory. Hodnoty o; se nazyvaji singularni hodnoty
matice X. Je-li r nejmensi takové, Ze o, > 0, pak matice X ma hodnost r.
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SVD rozklad

¢ Tento tzv. plny rozklad obsahuje uméle pfidané sloupce matic U a V, které se
nasobi s nulovym blokem pfidanym k matici X.

¢ Pokud je odstranime, dostavadme tzv. ekonomicky rozklad.
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SVD rozklad

Theorem 8

Ekonomicky singularni rozklad (Economy SVD): Pro libovolnou matici

X € C™™ existuji unitarni matice U € C"? aV € €™ a diagonaini matice
Y = diag{oy,...,04} € R%9 prod = min{n,m}, kde o1 > 0o > ... > 04 >0
takové, Ze plati

X =Uxv*
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SVD rozklad
. Full SVD
l;

Zdroj:S.L.Brunton, J.N.Kutz, Data-driven sicence and engineering, Cambridge university press,
2022.
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SVD rozklad

e Dale Ize jesté eliminovat nulové singularni honoty o;.
e Tim dostavame tzv. kompakini singularni rozklad.
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SVD rozklad

Theorem 9

Kompaktni singularni rozklad (Compact SVD): Pro libovolnou matici X € C™™
existuji unitarni matice U € C™" aV € C™" a diagonalni matice

Y =diag{o1,...,0,} € R" prorank X = r < min{n, m}, kde

o1 > 0o > ... > o, > 0 takové, Ze plati

X =Uxv*
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SVD rozklad

V riznych aplikacich nas ¢asto zajima nejlepsi aproxamice matice.
Plati

min{n,m}
X= Z oiUiv;.
i=1
Nabizi se tedy zahodit Cleny, kde je o; hodné malé, tj.

k<min{n,m}
X%XKZ Z 0,’&,‘\77.

i=1

Tim dostavame tzv. zkraceny singulérni rozklad.
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SVD rozklad

Theorem 10

Zkraceny singularni rozklad (Truncated SVD): Pro libovolnou matici X € C™'™
existuji unitarni matice U € C™* a'V € €™k a diagonalni matice

Y = diag{o1,...,0x} € RFK pro k < rankX < min{n, m}, kde

o1 > 00 > ... > o, > 0 takové, Ze plati

X ~UXV™,
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SVD rozklad

H‘i-}

Zdroj:S.L.Brunton, J.N.Kutz, Data-driven sicence and engineering, Cambridge university press
2022.
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Theorem 11
Je-li X = UXV* SVD rozklad matice X, pak plati

m
X[z =01 [X[F=,|>_ 0%
\ =

kde || - ||r je Frobeniova norma

n,m
IX[lE= | > lagl?.
ij=1

SVD rozklad
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Principle component analysis, PCA

pljde nam o nalezeni hlavnich komponent podle variance dat
predpokladame, Ze data X, . .. X, tvofi fadky matice X
napocitame stfedni hodnotu

data vycentrujeme .
M=X-1z"

napocitdme a proximujeme kovarian¢ni matici

(D:%M*M%WAV*EIU:MW
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52000 % 1500,

Zdroj:S.L.Brunton, J.N.Kutz, Data-driven sicence and
engineering, Cambridge university press, 2022.

SVD rozklad

Aplikace v datové kompresi —
obrazek Ize chapat jako matici a
tu aproximovat pomoci SVD

e plvodni obrazek

e k=25, 057% mista

e k=20, 2.33% mista

e k=100, 11.67% mista
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SVD rozklad
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SVD rozklad

XX

Zdroj:S.L.Brunton, J.N.Kutz, Data-driven sicence and engineering, Cambridge university press,
2022.
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SVD rozklad

Ze vztahu X ~ Xy = ZL oil;v* vidime, Ze SVD generuje bazi jak pro fadky tak i
pro sloupce matice X.

LATENT
DIMENSIONS COMPONENTS
- d— « ks LATENT

@ COMPONENTS DIMENSIONS
- "é’ o E E «— k— g «d >
= ORIGINAL 5llgcs 53 5 £ z [ Top-k Basis
on DATA ~an O X 55k k| x £ gk| VECTORs OF
< E %?2‘0 << S 2 || ROWsOF D
3 allFg 8 S P

> %,: IMPORTANCE OF

D Q, LATENT COMPONENTS

Zdroj:Ch.C.Aggarwal, Linear Algebra and Optimization for Machine Learning, Springer, 2020.
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SVD rozklad

e SVD rozklad se také nékdy zapisuje ve zkracené forme.
X ~ (UL) V* = UsV*
N——
=Us
® Pfenasobenim matici V zprava, pak dostavame vztah
XV =Us.

¢ Vypocet SVD rozkladu pak Ize také formulovat jako optimalizacni Glohu:
max IXV|2 za podminky V*V = I € Rk,
nebot

k k k
max | XV|2 = max Z HXV,-HZ = max Z VX XV = Za,-z.
v ViV g Vi Wk i i=1

sV T
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SVD rozklad

Vypocet SVD rozkladu Ize provést také nasledujici minimaliza¢ni ulohou:
in |X - UsV*|2.
[S;"QV | =V*[r
¢ Zde ani nemusime udévat podminku V*V = L.
* Kazdé optimalni feseni (U, V() Ize prevést takto

U0y = pOR L kde v = QR.
U v

e Podminky optimality jsou

XV-UsV'V=0&X=UsV"
=I
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Autoenkodéry

autoenkodér je neuronova sit, ktera ma vstupni a vystupni vrstvu o stejné
dimenzi

Ukolem autoenkodéru je replikovat data ze vstupu na vystup

jako ztratova funkce se tedy voli L norma rozdilu mezi vstupnimi a vystupnimi
daty

autoenkodér by se tedy mél naucit identické zobrazeni

to neni vibec jednoduché i v pfipadé, kdy budou mit i vSechny vnitini vrstvy
stejnou dimenzi jako vstup a vystup

problematické jsou nelinearity na jednotlivych neuronech

¢ napiiklad ReLU zahazuje informace o zapornych vstupech
® sigmoid a tanh jsou sice teoreticky invertovatelné, ale numericky velmi $patné
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Autoenkodéry

INPUT LAYER OUTPUT LAYER s
IS g
HIDDEN LAYER < ENCODER DECODER a
2 |(MULTILAYER NEURAL | & | (MULTILAYER NEURAL| G
= NETWORK) NETWORK) 2
G| FUNCTION F(.) FUNCTION G(.) 'g,
o
g g
F(X) =
T CONSTRICTED T
LAYERS IN -
OUTPUT OF THIS LAVER PROVIDES X MIDDLE X'=(GoF)(X)
REDUCED REPRESENTATION
(a) Three hidden layers (b) General schematic

Ch.C.Aggarwal, Neural Networks and Deep Learning.

¢ hlavni podstata autoenkodéru ale spociva v tom, ze vnitfni vrstvy Ize udélat
vyrazné mensi nez vstupni a vystupni
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Autoenkodéry

autoenkodér je symetricky podle prostfedni nejuzsi vrstvy
prvni polovina se nazyva encoder

¢ cilem enkoderu je provést kompresi vstupnich dat na dimenzi prostfedni vrstvy
druha polovina se nazyva dekodér

¢ cilem dekodéru je provést rekonstrukci vstupnich dat z informace na prostfedni
vrstvé

T

aby z nich dekodér mohl co nejlépe zrekonstruovat vstupni data
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autoenkodér Ize vyuzit pro vypocet
maticového rozkladu

uvazujeme sit' s pouze jednou
vnitfni vrstvou a bez nelinearit
efekt takové sité pak Ize zapsat jako
soucin

VIwx
ukazeme si souvislost s SVD
rozkladem

Autoenkodéry

INPUT LAYER OUTPUT LAYER

OUTPUT OF THIS LAYER PROVIDES
REDUCED REPRESENTATION

Ch.C.Aggarwal, Neural Networks and Deep
Learning.
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Autoenkodéry

¢ na vstup autoenkodéru budeme zadavat radky matice X a na vystupu
budeme pozadovat to samé, tj.

VIWX"=XT & XWV =X
e pii trénovani autoenkodéru budeme fesit Ulohu
min IXWV — X
e feSenim je WV =T, tj. W musi byt pseudo-inverze matice V

W = (WTW)_1 v
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Autoenkodéry

e SVD rozklad matice X Ize psat jako
X=Uzv’
e pfenasobenim matici W' zprava dostavame

XWT =UsV/ W = UL(WV)" = US
~—~—
=1

e tj. na vstupu prostfedni vrstvy tedy dostavame matici UX
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Autoenkodéry
¢ vyhodou tohoto pfistupu je, Ze Ize snadno rozS$ifit o nelinearity
e SVD rozklad hleda linearni transformaci, ktera "odhaluje podstatu" dat
e autoenkodér dokaze hledat i nelinearni transformace

* ¥ + + * + *
* * + " + o+
* o ** . . + ++ + + " ** . + . +
*x + o+ %+ o+ %0 O
+ o4 o x*e% o4
° (:3 .. e o0 o o't
0o e [ o °
0 o [ ] e o o o° ®
° s . o °
° o ° ) o ®
0 o, °
o
2-D VISUALIZATION WITH 2-D VISUALIZATION WITH
NONLINEAR AUTOENCODER PCA

Ch.C.Aggarwal, Neural Networks and Deep Learning.
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Autoenkodéry - odstranéni Sumu a detekce outliert

¢ nelineérni autoenkodéry Ize pouzit napt. pro odstrariovani Sumu nebo detekci
outliert

® 0boji se Spatné kéduje pomoci jednoduchych transformaci

® za UCelem odstranéni Sumu mazeme AE trénovat tak, ze na vstup davame
obrazek s pfidanym Sumem a na vystupu pozadujeme plvodni obrazek bez
Sumu
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Autoenkodéry - generovani obrazku

AE m0zeme natrénovat na zpracovani obrazk

potom Ize vzit pouze ¢ast odpovidajici dekodéru

pokud budeme dekodéru na vstup davat rizné vektory, bude generovat
odpovidajici obrazky

k tomu se Casto pouzivaji tzv. variaCni AE (variational autoencoders)

u nich nas zajima hlavné prostfedni skryta vrstva, kterd maze mit predem
dané nahodné rozdéleni, napf. Gaussovské

enkodér pak provadi transformaci vstupnich dat na data s timto rozdélenim

pokud pak generujeme nahodné vektory s Gaussovskym rozdélenim,
dekodér k nim vytvari pfisluSné originaly
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Autoenkodéry - spojovani multimodalnich dat

IMAGE OUTPUT

| IMAGE INPUT |

JOINT SPACE

N

TAGS: GIRL,
CARPET, SIT

TAGS: GIRL,
CARPET, SIT

TEXT OUTPUT

| TEXT INPUT

Ch.C.Aggarwal, Neural Networks and Deep Learning.
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Recommender systems

uvazujeme ulohu, kdy mame matici A € R™¢
pro nuzivatelt a d produkti fiké prvek aj, jak hodnoti uZivatel i produkt j

v praxi ale kazdy uzivatel hodnoti jen nékolik malo produktl a proto je vétSina
prvkd nedefinovanych

data tedy popisujeme formou trojic (userld, itemld, rating)
autoenkodér dostava na vstupu userld ve formé one-hot-encoding vektoru
vystupem je vektor o d slozkach s hodnocenim jednotlivych produkti
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e ztratova funkce je definovana jako k
norma chyby na vystupu

e komplikace je v tom, Ze pro nékteré
vystupy neni chyba definovana

e proto délame update pouze pomoci
vystupd, které zname
® pfi vypocCtu gradientu ignorujeme
vystupy, pro které chyba neni
definovana
e vahy, pro které neni gradient
definovan, ignorujeme

Recommender systems

USERS ITEMS

ONE-HOT ENCODED INPUT

Ch.C.Aggarwal, Neural Networks and Deep
Learning.
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Recommender systems

OBSERVED RATINGS (SAYANI): E.T., SHREK OBSERVED RATINGS (BOB): E.T., NIXON, GANDHI, NERO

Ch.C.Aggarwal, Neural Networks and Deep Learning.
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Recommender systems

e v kazdé iteraci tak vlastné trénujeme jen urcitou ¢ast sité

e to se nékdy pouziva i pfi u¢eni za pomoci kompletnich dat pouze za tuc¢elem
urychleni trénovani

¢ diky tomuto postupu se tak da napocitat maticovy rozklad matice s
nedefinovanymi prvky
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Konvoluéni autoenkodéry

g "
g a w g
[a]
g ENCODER DECODER o 9 =
F (MULTILAYER NEURAL (MULTILAYER NEURAL] G 2 ENCODER DECODER a
2 NETWORK) NETWORK) a El (CONVOLUTIONAL (DE-CONVOLUTIONAL] L—J
§ FUNCTION F(.) FUNCTION G(.) I 2 NETWORK) NETWORK) a
& 3 G| runcTioN F(.) FUNCTIONG() |
[w] o 2
F(X) & © S
FIX) g
T CONSTRICTED T
X LAYERS IN Xl = (G o F) (X) T CONSTRICTED OR SPARSE T
MIDDLE X SPATIAL LAYERS IN MIDDLE X'= (G o F) (X)
(a) A traditional autoencoder architecture (b) Convolutional autoencoder

Ch.C.Aggarwal, Neural Networks and Deep Learning.

44/48



Konvoluéni autoenkodéry

jde o AE, kde obé ¢asti jsou konvoluéni sité
prostfedni vrstva pak miZze byt bud’ pIné propojena nebo také konvoluc¢ni

architektura AE by méla byt symetricka, tj. mélo by dochazet k symetrickému
stfidani konvolu¢nich vrstev, nelinearit a poolingu

Convolve = RelLU =- Pool = Middle Code = Unpool = ReLU =- De-convolve

Encoder Decoder

napf. ReLU neni mozné pfimo invertovat, tj. decoder neni presnym opakem
encoderu
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Konvoluéni autoenkodéry - komprese obrazovych
daty

24bpp 0318bpp 0.299bpp 0.295bpp
(@) Raw (b) JPEG (c) JPEG2000  (d) CAE

Fig. 6: Examples of raw image (a) and reconstructed images
(300 x 300) cropped from Kodak images using (b)JPEG,
(c)JPEG2000 and (d)CAE.

Z. Cheng, H. Sun, M. Takeuchi and J. Katto, "Deep Convolutional AutoEncoder-based Lossy Image
Compression," 2018 Picture Coding Symposium (PCS), pp. 253-257, 2018.
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Konvoluéni autoenkodéry - komprese obrazovych

~ daty

24bpp

0.318bpp
(a) Raw

0.299bpp
(b) JPEG

0.295bpp
(c) JPEG2000

(d) CAE
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Konvolu¢ni autoenkodéry - predtrénovani

hlavni potiz pfi aplikovani CNN muze byt nedostatek otagovanych dat
Ize si pomoci predtrénovanim sité pomoci AE

sit, kterou chceme trénovat si predstavime jako enkodér a doplnime k ni
symetricky dekodér

vznikly AE mohu trénovat pouze na samotnych obrazcich, tj. bez supervize

timto pristupem si ale mohu velice dobfe natrénovat pocatecni vrstvy sité,
které se uci niz8i droven abstrakce

nasledné si vezmu jen enkodér a jako klasickou CNN ho dotrénuji na
otagovanych snimcich, kterych uz ale nyni potfebuji vyrazné méné
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