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Rezidualni sité

IDENTITY
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e videli jsme, jak sit ResNet vyuziva tzv. skip connections
e zkratka obchazejici jednu vrstvu mé vyznam identity
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Rezidualni sité
e aktivace jednotlivych vrstev pak Ize popsat jako
X = 30 4 F(x()y
e o0 |ze pfepsat do tvaru

X1 = 3D 1 At F(x),

pro At =1
e tento tvar odpovida Eulerové metodé pro feSeni ODR
dx o
— = F(X,t
o = F%.D

E. Weinan, A proposal on machine learning via dynamical systems, Communications in
Mathematics and Statistics, vol. 5, no. 1, pp. 1-11, 2017
T. Q. Chen, Y. Rubanova, J. Bettencourt, and D. K. Duvenaud, “Neural ordinary differential

equations,” in Advances in Neural Information Processing Systems, pp. 6571-6583, 2018
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https://link.springer.com/content/pdf/10.1007/s40304-017-0103-z.pdf
https://link.springer.com/content/pdf/10.1007/s40304-017-0103-z.pdf
https://arxiv.org/pdf/1806.07366.pdf%20http://arxiv.org/abs/1806.07366.pdf
https://arxiv.org/pdf/1806.07366.pdf%20http://arxiv.org/abs/1806.07366.pdf

Optimalizace s ODR

e misto u¢eni NN se tak mGzeme zabyvat Ulohou hledani vhodnych parametr(
pro ODR tak, aby napf. generovala predepsana data

vlastné tak hledame matematicky model pro generovani experimentalnich dat
jde o ulohu zvanou physics from data - Youtube
e optimalizace s ODR jsou také znamé jako optimalni procesy

L.S. Pontryagin, Mathematical Theory of Optimal Processes: The Mathematical Theory of Optimal
Processes, Routledge, 1987.
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https://www.youtube.com/watch?v=KmQkDgu-Qp0&list=WL&index=58

Optimalizace s ODR

Méjme ODR tvaru

d(t,p) = f(@(t,p),t.p)na(o,T),
i(0,p) = o(P),

kde
® [ je vektor parametri p € P = R™
e U(t,p): (0, T) x P — R" je neznama funkce
e f(U(t,P), t,B) : R" x (0, T) x P — R" je dana prava strana
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Optimalizace s ODR

Méjme zobrazeni
e hy(u(t,p),t,p): R"x (0, T) x P— R,
® ho(U(T,P),p): R" x P— R.

Pak mGzeme definovat funkcional J jako

)
J(B) = /0 hy(U(t, B). t, p)dt + ho(T(T, B). B)
a resit ulohu

p* = argmin J(P).
peP
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Optimalizace s ODR

Example 1
e predpokladejme, Ze mame zadana (experimentalni) data d(t)
¢ volbou

2

)

h1(a(t75)7tap) = U(tvﬁ)_a(t)
hZ(U(Tvﬁ)ap) =0

e dostavame funkcional

J(B) = /O ' d(e.5) - d(o)| o

e a hledame parametry 5* tak, e ODR (10) s pravou stranou f(i(t, 5*), t, B*)
generuje nase data.
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Optimalizace s ODR

Example 2
* méjme zadany finalni stav 8( T)
e volbou
h1(a(t7ﬁ)atap) — 0,
he(d(T.B).p) = [d(T.B) - d(T)
¢ dostavame funkciondl ,
J(P) = |(T.B) — d(T)

* a hledame parametry p* tak, Ze pocatecni podminka (10) vede k finalnimu
stavu d(T) , tj. mGzeme fesit inverzni dlohu k Uloze (10)-(10)
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Optimalizace s ODR

e pro nalezeni optimalnich parametr(i p* opét potiebujeme spoditat
V5J(P)

® to Ize udélat tremi rdznymi zplsoby
@ piimym vypoctem pomoci malych perturbaci parametrti p
® pro vétsi pocet parametrd to mize byt vypocetné velmi naroné
® algoritmicky pomoci tzv. automatic differentation - Julia
® u ODR je to v soucasnosti ¢asto nejjednodussi pfistup
® odvozenim tzv. adjungovana rovnice (adjoint equation) - obdoba
backpropagation
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Adjungovana rovnice

® pro odvozeni adjungované rovnice pouzijeme Lagrangeovy multiplikatory

e definujeme funkcional J*(p) jako
— T ST (=7 = s 7 — —
J(B) = /0 o+ XT (6(B)~ F) ct + hy + 5L (@ |1 —0o)

kde X2 € C((0, T); R") jsou Lagrangeovy multiplikatory
* pokud i je feSeni ODR (10)-(10) potom
i—f = 0na(0,T),
Ult—o —to = O,
a J(P) = J*(P) plati pro véechna X1 »
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Adjungovana rovnice

e gradient J* ma tvar

T o L oFan oF

o [Tomoi oh (o0 ofoi of
Vel (p) = ot o  op M <aﬁ oiop o) T

Ohy Ohy . (00 Oy

ol 8,5 ‘tzT + 8,5 |t:T +)‘2 (8,5 |t:0 6,6

e vypocet du/0p a Bﬁ/c‘)ﬁ by vyZadoval opétovné feseni ptvodni ODR a
postupnymi perturbacemi p
e téchto ¢lenl se chceme zbavit
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Adjungovana rovnice

* zaCneme s vyrazem 9u/dp

T 5 T —
/XTaudt = /Afaa“dt
0 0

' op op ot
T —
>+ 0 ou
= N ——=adt
/0 1 otop
T XT — . -4 T
_ [ 90Uy [/\Ialf]
o Ot dp P 1o
T ox ou ~70U -7 0U
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Adjungovana rovnice

® g tak dostaneme

- ohy L’T T&f ou ohy T&f
Vil (B) = AT 3 N ot
p/"(P) /0 <8u 1 8)8p+6p TR

<ﬂ 8hg> ou . 3h2

ou —»T()UO
M+ =)=
1 op =T ‘

’t T+(/\2 /\1>8p

ou
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Adjungovana rovnice

¢ a splnénim nasledujicich vztahl

e muzZeme nulovat vyrazy pfed g—g
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Adjungovana rovnice

® (3)-(4) Ize splnit feSenim adjungované ODR

Ny - of  Oh
-1 = X=-—na(0,7),
ot 55 ag ") ©)
- oho
M ‘t:T - T g =T @
e 3 nasledné nastavit _ _
Xalt=0 = M | _q -

¢ uvedena ODR ma pocate¢ni podminku zadanou vbodu t =T
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Adjungovana rovnice

* provedeme transformaci
Xi(t) = Xq(T —t)fort € (0, T)

e avidime, ze

Xy AN oy T
9 — ot @ A1(0) = \q(T)

e adjungovanou rovnici (6)-(7) Ize tedy transformovat na tvar

0N _ 50T —tp).T—tp) om(T—t)
ot 1 ol ou

X? ‘t:O =

a(0,7), (8

_ohe
ou
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Adjungovana rovnice
Vypocet gradientu pak vypada takto:
1: vyfe$ primarni rovnici

‘Nl

u(t.p) = 1(d(t.p).t.p) na (0, ),
G(0,p) = Uo(P),

2: za pomoci znalosti primarniho feSeni vyfe$ adjungovanou rovnici

S
bl

X _ 00T —tP).T-tp) om(T-1
ot ou ou
Ohy

o = 52

a(0.7)
N

3: s pomoci znalosti X dopogitej Ay (t) = Xi(T — t) a Aalt—o = A1
4: nakonec spocCitej samotny gradient

. ohy of oho 8U0
sJ*(P) = — — A at —_é X
VJ*(p) '/0 <8p 18p> + li=T +X2—= P

=0
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Adjungovana rovnice

Pro jednoduchost nyni pfedpokladejme, Ze je

ohy
- — ().
ou
Pak je ma adjungovana rovnice tvar
ox: o, of
::‘X*‘443 ) 7-‘
ot~ Ngg (@)

coz vede na exponencialni feseni.
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Adjungovana rovnice

¢ To je velka nevyhoda tohoto pfistupu, rovnice na intervalu (0, T) ¢asto
diverguje/exploduje (blow-up).

¢ Je to proto, ze pokud Spatné odhadneme parametry ODR, pak na celém
intervalu (0, T) vznika velika odchylka primarni rovnice od zadanych dat a
adjungovana rovnice na to pak reaguje velkou citlivosti.

e Tato metoda je tak velice citliva na dostatecné presny pocatecni odhad
parametri ODR.
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Sparse Identification of Non-linear Dynamycs

Uvazujme ODR tvaru:

i)y = f(d(t),t,P)na(0,T),
u(0) = do,

Funkci f budeme hledat ve tvaru

fi(d, t, P) Zp,cb,ut )T é(d,

SINDy
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SINDy

Zavedeme si matici naméfenych dat v rlznych ¢asech ty,. .., ty
X(t)"
X = : e R™",
X(tm)T

a podobné matici derivaci

X(t)"
X = : e R™",

X(tm)T
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SINDy

Dale si zavedeme bazi funkci, ze kterych budeme ?vyjad?ovat:

o(x) = (TXX2... X9 _sin(X)...) € R™,

kde napf.
’ sin(X(t)7) sin(x1(t)) ... sin(xp(ty))
sin(X) = : = : . :

sin(X(tm) ") sin(X{(tm)) sin(X,.,(tm))

* X9 je matice jejiz sloupcové indexy odpovidaji véem moznym polynomim
slozek vektoru X(t;)) proi=1,...,m.
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SINDy

Zavedeme jesté matici
f(d 11, )
F = : e R™",
AT, tm, B)T
Pak ma ale platit
X =TF = o(X)P,
kde P = (P4, ... Pn), kde p; € RY.
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SINDy

Resime tedy Glohu
P =arg mIEin HX - CD(X)]PH + AP,

coz je linearni regrese.
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SINDy - priklad

Jako priklad si uvedeme Lorenzlyv atraktor:

X = O‘(y—X),
y = x(p—2)-vy,
zZ = xy-—pz.

Pak dostavame
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Jako bazi zavedeme

1 x |t1
1 x |t2

y|f1

O(X) = Y :|’2

T Xtw Yiw Zltw X2 ltn Y2 ltw 22 |tm

A nasledné

z2 |t1
z2 |f2

yz |?1
y |?2

X2 ’t1
x? ’fz

z |f1
74 |f2

P = (Px, Py, Pz) € R*".

SINDy - priklad

yz|f1
yz |f2

Xz |f1
XZ |,

Xy |t1
Xy |t2

XY tn XZ |t YZ |tn

c ]R‘m7q’
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Zdroje

© DiffEgFlux.jl — A Julia Library for Neural Differential Equations

® Ch. Rackauckas, M. Innes, Y. Ma, J. Bettencourt, L. White, V. Dixit,
DiffEqFlux.jl - A Julia Library for Neural Differential Equations,
arXiv:1902.02376.

® V.M Alexejev, V.M.Tichomirov, S.V.Fomin, Matematicka teorie optimalnich
procest, Academia, 1991.
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https://julialang.org/blog/2019/01/fluxdiffeq/
https://arxiv.org/abs/1902.02376
https://arxiv.org/abs/1902.02376
https://arxiv.org/abs/1902.02376
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