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Optimalizace s PDR

® nyni si uvedeme podobnou metodu zobecnénou pro PDR
e ukazeme si ji na konkrétnim prikladu rovnice vedeni tepla

—Au(X,t)=0 na Qx(0,T), (1)

u()_(',O) up(X) na Qx(0,T),
ou(x,t) _
on

=0 na 92 x(0,7),

kde Q je vypocetni oblast, napf. Q = [0, 1] x [0, 1].
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Rovnice vedeni tepla

¢ budeme fesit nasledujici optimalizacni dlohu

) o ) 1 oo N2
mﬁ;n F(p) = mﬁ;n /Q > (u(X, T; p) — ur(X))~dx (2)

ou(X, t. p)

kud plati
pokud plati T

—Au(X,t;p) =0 na Qx(0,T),

u(x,0,p) = up(X,p) na 2x(0,T),
du(X, t, p)

o7 =0 na 92 x(0,T).

¢ feSime tedy Ulohu, kdy mame dany finalni stav funkce ur a chceme najit
prislusnou pocate¢ni podminku ug(-, P)
e aplikaci je napf. tzv image debluring
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Rovnice vedeni tepla
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Rovnice vedeni tepla

Derivace podle parametrt g ma tvar ...

= [ (WR.TiB) - ur() 5u(R TiB) + 22(R) (5u(7.0.6) - (3. ©)) 0%

dp
// (% < <8U(62‘ m)—aaﬁ(Au()?,t;ﬁ)))d)?dt

oy o0 (55 (455 7) ) as
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Rovnice vedeni tepla

Upravime ¢asovou derivaci pomoci per-partes...

L0y (52) - e (2532 L

O\ (X, t) Ou(X, t; p)
— dxdt
/Q/o ot op
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Rovnice vedeni tepla

Pro podobnou Upravu prostorovych derivaci pouzijeme Greenovu vétu:

Theorem 1
Necht Q je oblast vIR" a funkce u,v € C'(Q). Potom plati

87)(, vax = /uaxlder/ uvndSproi=1,...n,

kde i je vnéjsi normovand normala hranice oblasti Q.
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Rovnice vedeni tepla

Au(x t; p)) dXdt =

oy
o, (
Lk

~u(X, t; p)) dxdt =
aaﬁ (%, t: B)dxdt

_ 9
p"

u(x, t; p)

dSdt

O\ (X, 1)
fi
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Rovnice vedeni tepla

Tyto Upravy umozni vyjadfit gradient J ve tvaru:

dJ - . . R o . .
- /Q (W%, T3P) = ur() + M (%.T)) -u(¥. T:p)

dp
D %.0.8) — (). (%

+ (%) = Xi(X,0) 5 (x,o,p)—Az(x>a—5uo<x,p>df

T —
- / / (aM(X’ N t)) ggdidt

9 (0u(X,t;p) 9 o L OM(X )
>\ /\ = , =
/an/ 3(X, 1) + A ( t))0p< 57 >+8pu(x,tp) 07
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Rovnice vedeni tepla

V&echny derivace u(X, t; p) podle parametrii g mohou byt eliminovany za pomoci
nasledujicich rovnic:

u(X, T; ) —ur(X) + M(X,T) =0 onqQ,
Ag(?)—Aﬂ)?,O)ZO on €,
O\

WJFA/\1:0 on Q x (0,7),

A3(X, 1)+ M (X, t)=0 ondQ x (0,T),
O

S5 =00n 02 (0, 7).

10/20



Rovnice vedeni tepla

Gradient J Ize pak vyjadfrit ve zjednodusené podobé:

; , fdd _
a jak vime, plati b=

dF

=

dp”’

= —/Q/\1()?70)p
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Rovnice vedeni tepla

Rovnice pro Ay maji tvar zpétné rovnice vedeni tepla:

= —AX (X, 1) onQx(0,7),
M(X, T)=B(X)— u(X,T;p) onQ,
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Rovnice vedeni tepla

e tato rovnice se fesi zpétné v Case, protoze zname stav \; v Case T
e provedeme transformaci \*(X, 7; p) = A\(X, T — t; p) ¢imZ dostaneme

ONET) _ Axy(x7) onx (0.7) ®)
>1k()_(' ) (X) - U()_(', Trﬁ) on Qv

N (X,7) _

T—OOI‘]@QX (O, T)

* je zde vidét podobnost s aktivaci a backpropagation u NN
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Rovnice vedeni tepla

Vysledny algoritmus se sklada z téchto kroku:
@ pro dané parametry p, fe$ primarni rovnici (1)
@ spoditej ur(X) — u(X, T; p) a fe$ zpétnou adjungovanou rovnici (8) pro X;(X, 7)
© pomoci Ay(X,t = 0) = Xj(X,7 = T) vypocitej gradient 4 dF =4 5 dany vztahem
(7)

@ pomoci gradientu STJs napocitej novy odhad p a jdi na krok 1.
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Rovnice vedeni tepla

Figure: PlGvodni obrazek a dva rozmazané obrazky generované jako feseni rovnice
vedeni tepla. Difuzni koeficienty jsou d; = 0.5 a d> = 0.75.
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Rovnice vedeni tepla

dﬁna/ = 0.546.

Figure: Rekonstrukce obrazku z By (X), d = 0.5. Byly pouzity dva rizné odhady difuzniho
koeficientu. Odhad di,i; = 0.25 vedI na djin = 0.341, odhad dj, = 0.75 vedl na
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Rovnice vedeni tepla

Figure: Rekonstrukce obrazku B,(X). Byly pouzity dva riizné odhady difuzniho koeficientu.
Odhad dini = 0.5 vedl na hodnotu dj,y = 0.575, odhad dji; = 1.0 vedl na hodnotu
dfinar = 0.822.
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Rovnice vedeni tepla

Figure: Pavodni obrazek a obrazky rozmazané se Sumem. Difuzni koeficienty jsou
dy = 0.5 pro Bi(X) a d> = 0.75 pro Bx(X).
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Rovnice vedeni tepla

Figure: Rekonstrukce obrazki se Sumem. Odhad difuzniho koeficientu u prvniho obrazku
dinit = 0.25 vedI na hodnotu djny = 0.464. Odhad djni = 0.5 u druhého obrazku vedl na
hodnotu dﬁna[ = 0.796.
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Rovnice vedeni tepla

Figure: Detail rekonstrukce obrazki se Sumem.
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