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Physics-informed neural networks

Méjme nasledujici PDR
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Reseni této rovnice budeme hledat pomoci pIné propojené neuronové sité.
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Physics-informed neural networks
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Physics-informed neural networks

Obecné, méjme rovnici tvaru

aal}l"i_-/\/(u?vuvvzuv"') = 0Onaf2x (0’ T)7

ulp = gna(0,7),
Uli—o = Upnaf.
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Physics-informed neural networks

Ztratovou funkci pak definujeme jako:

kde

Lppe

Lini

Lpna

L = Lppe + M Lini + X2Lpnd

Nppe v :
1 Ou(xi, & % X X
3 u(X;, ) + N (u(X, t), Vu(Xi, 1), V2u(X:, t),...)>
Nppe ot

pro (X, ;) € 2 x (0, T),

N. .
1 ni N . N
(u(%;,0) — uo(¥)))® pro % € Q,
Nini =
1 Npna ~ . ) .
N > (u(X, ti) — g(%i, 1)) pro (X, 1) € 2 x (0, T).
bnd

i=1
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Physics-informed neural networks

e Body (X;,t;) € Q x (0, T), (X, ;) € 9Q x (0, T) a X; € Q volime ndhodné.

e Velkou vyhodou PINNLU je to, Ze jsou tzv. bez sitové. Nutnost vytvaret
numerickou sit’ je pfitom jednou z nejvétSich komplikaci pfi feSeni PDR.

e Do ztratové funkce Ize pfitom také pfidat ¢len pro fitovani na experimentalné

namérena data
Laata = ||u(¥i, ) — d(%;, ;)||3-

M. F. Fathi, I. Perez-Raya, A. Baghaie, P. Berg, G. Janiga, A. Arzani, R. M.
D’Souza, Super-resolution and denoising of 4D-Flow MRI using physics-Informed
deep neural nets, Computer Methods and Programs in Biomedicine, Volume 197,
2020.
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Physics-informed neural networks
¢ PINNy Ize také snadno pouzit pro optimalizace s vazbami danymi pomoci
PDR

e Méjme ulohu
min J(u(w)),

w

kde u(w) je feseni PDR

U+ A(U, Wpge) = 0naQx (0,T),

u ’t:O = UO(Wini) na Q,
Uloa = g(Wpng) na (0, T)

- T ST =T T
aw = (Wpgg, Winj» Wppg) -

e Je-li u(w) reprezentovano pomoci NN, Ize poéitat V ;u snadno pomoci AD
bez nutnosti fesit adjungované PDR.
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PINN - slabé resSeni

¢ Hlavni vyhoda PINNU neni v samotném hledani feSeni PDR - na to jsou
klasické metody stéle efektivné;si.
¢ Vyhody jsou:
® moznost snadno fitovat feSeni PDR s daty,

® feSeni optimalizaCnich Gloh s vazbami danymi pomoci PDR,
® moznost kombinovat ostatnimi typy NN.
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PINN - slabé resSeni

e Zakladni PINNy hledaji klasické feseni.
¢ Pfi numerickém feSeni PDR ale preferujeme spiSe slabé rfesent.

Uvazujme Laplaceovu ulohu:

—Au = 0naq,

Ulpa = 9.
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PINN - slabé resSeni

Prvni rovnici vynasobime tzv. testovaci funkci ¢ € C3°(€2) nulovou na hranici 02 a
integrujeme:

/ —Aupdx =0
Q

Pouzijeme Greenovu vétu a dostaneme:

/—Aude:/ goVuﬁdS—/VU-V@dX:—/VU-VgodX.
Q oQ Q Q
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PINN - slabé reSeni
e Lze ukazat, ze pokud je u € C?(Q) a spliuje
—/VU-Vg@dXZO, (1)
Q

pro libovolné ¢ € C3°(R2), pak u je klasicke feSeni plvodni rovnice.

* Pokud je u € H}(R) a splfiuje (1) pro libovoIné ¢ € C5°(2), pak jde o slabé
reSeni.

¢ Vyhoda slabého feSeni je v tom, Ze vyZzaduje jen derivace do prvniho fadu a
to jen skoro vSude.

e Uké&Zeme si, jak hledat slabé feSeni pomoci PINNU.

G.Bao, X. Ye, Y. Zang, H. Zhou, Numerical solution of inverse problems by weak
adversarial networks, vol.36, no.11, 115003, 2020.
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PINN - slabé feSeni
Zavedeme znaceni
(Alu], 0) = /Q VuVipax
a definujeme indukovanou normu

oo (AL
ML= 228 el

Y

kde H'—normu definujeme jako

Hmmm=4&+wwm:
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PINN - slabé resSeni

JelikozZ feSeni tulohy ma splnovat

(Alul, ¢)
Ize ho hledat i jako
2
min || A[u]|| = min sup (Alu], )"
u u oz llellp

Pro okrajové podminky pak hledame

: 2
min 1B[u]llZ2 (o)

14/15



PINN - slabé resSeni

Funkce u a ¢ aproximujeme pomoci dvou neuronovych siti funkcemi us a
g,
Celkem definujeme ztratovou funkci

JE— Alug 7%59 2
L(61,62) = min max M
A H%

2

+Bn:7:n HB[U@] 12(5Q)

H1

Aproximace integralu se provadi pomoci Monte-Carlo integraci.

Pravé feSeni min-max sedlové Ulohy se vyskytuje i u tzv. generative
adversarial networks.
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