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https://www.youtube.com/watch?v=vkz7TtYh4FY&t=15s

Oberhuber Aritmeticky vektor

Vektory

Definition 1
Aritmeticky vektor X je uspofadana n-tice Cisel x; € C,
i=1,...,n PiSeme

X1

>1
Il
m
!
>

Xn

3/29



Oberhuber Aritmeticky vektor

Vektory
Definition 2
Definujeme séitani vektort po slozkach tj.
X1+ )1
X+y= :
Xn+ Yn

a nasobeni vektoru ¢islem po slozkach tj.

AX1

AXp
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Oberhuber Aritmeticky vektor

Vektory

Definition 3
Definujeme standardni skalarni soucin dvou vektoru

n
(X.9)=>_xii
P
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Obernuber Axiomy skalarniho soucinu

Vektory

Pro takto definovany skalarni soucin plati nasledujici:
° (X,X)>0a (X, X) =0eXx=0

* (%.9) = (7.%)
e X+y,2)=(X2)+(V,2)

o (AX,¥) =X (X.¥),
kde X, y,Z € C"a )\ € C. Jde o Ctyfi axiomy, ktery definuji
obecné skalarni soudin.
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s Schwarzova nerovnost

Vektory

Pro vektory X a y plati tzv. Schwarzova nerovnost

() < (%.%)- (7.9)-
Rovnost nastava, pravé kdyz vektory X a y jsou linearné
nezavislé.
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Oberhuber

Vektory

Matice

Definition 4
Matice s rozmeéry n x m (tj. n fadkd a m sloupcu) je dana
Cisly aj € C,i € h,j € M. Matici Ize také chapat jako
posloupnost m vektorl z nichz kazdy ma n radku (slozek).
PiSeme
a1 ... aim
A= Do e Ccmm

an'] . e anm
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s Matice

Matice Def|n|t|0n 5
Definujeme s¢€itani matic po prvcich, tj. pro A, B € C™™ je
air+byr ... am+bim
AA,—F Hg - E .'_ E )
am +bnpt ... am+ bpm

déale definujeme nasobeni matice €islem, tj. pro
AceCP xeCje

Adyi ... Aaim
AA = T
)\an‘] [N )\anm
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s Matice

Hatice Definition 6
Definujeme nasobeni matice a vektoru, tj. pro A € C™" a

XeCmije
Do @ik
AX = : e
2o 1 @niXi
a nasobeni dvou matic, tj. pro A € C"% B e €K™ je

K K
doimt @kbikr .. iy @1kbkm

AB = e cmm

k k
2/21 apkbkt ... 2/21 ankbkm
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Tomas H
Oberhuber M athe
Matice

P¥i nasobeni matic plati asociativita, tj.

(AB)C = A (BC),

ale obecné neplati komutativni zakon, tj.

AB # BA.

11/29



s Determinant matice

Hatice Definition 7
Pro Ctvercové matice fadu n, tj. A € C™", definujeme

det A = Z SgNTa17(1) ** * @nn(n)>
€Sy

kde S, je mnozina vSech permutaci na nh a
1 )# TRANSPOZICr

sgnm = (
Definition 8

Bud A € C™™. Subdeterminant fadu g vybrany z matice
A je determinant libovolné ¢tvercové matice fadu q ziskané
z matice A odstranénim libovolnych n — g fadki a m— q
sloupcu.
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Oberhuber

Matice

Transponovand a komplexné
sdruzena matice

Definition 9
Transponovana matice k matici A € C"" je matice AT,

pro niz plati
.
(87),=
ij
proiemajeh.

Definition 10
Komplexné sdruzena matice k matici A € C™' je matice
A, pro niz plati B
(A)ij = &j,
proiehnaienm.

13/29



Oberhuber Transponovana a komplexné
sdruzena matice

Matice

Plati ndsledujici vztahy:
o (AB)T =BTAT
e AB=AB
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Tomas Ctvercové matice

Oberhuber

Matice

Definition 11
Hermitovsky sdruzena (konjugovana) matice k matici
A € C"™ je matice A* pro niz plati

A* = AT,

Plati:
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onomas Ctvercové matice

Matice

Pro vSechna X, y € C" plati:

(AX,7) = (AX) Y =XTATy = XTATY = XTA*y = (X, A*).
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Tomas

Oberhuber Hodnost matice

Matice

Definition 12
Hodnost (rank) matice A znaCime h(A) nebo rank (A) a

je to maximalni pocet nenulovych subdeterminantl riizného
fadu vybranych z matice A.

Definition 13
Obraz (range) matice A € C™ je vektorovy prostor
definovany jako

range(A) = {AX € C" | X e C"}.
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Tomas
Oberhuber

Matice

Jadro matice

Definition 14
Jadro (kernel) matice A € C™™ je vektorovy prostor

definovany jako

ker (A) = {)?e cm | M:ﬁ}

Plati nasledujici vztahy:
® Pro A € C"™ je rank (A) = rank (AT).
e Pro A € C"" je rank (A) = rank (A*).
® Pro A € C™" je rank (A) + dim (ker (A)) = m.
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Matice

Ctvercové matice

Definition 15
Ctvercova matice A € C™" je regularni, prave kdyz je jeji
hodnost rovna n. Jinak je tato matice singularni.

Plati, Ze det A # 0 < A je regularni.
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Tomas Ctvercové matice

Oberhuber

Matice Definition 16

Matice A € C™" je silné regularni, pravé kdyz plati

a
det ( "
aoq

ar agpe
det doq do2

as1 asz

a1 # 0,
aiz
0,
a22> 7
a3
a3 # 0,
as3

detA # O.
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Matice

Ctvercové matice

Definition 17

Ctvercova matice A € ©"" je diagonalni, pravé kdyz
aj=0proi#jai,jen.

Definition 18

Jednotkova matice I je diagonalni matice takova, ze
aj=1proieh.

Pro regularni matici A existuje matice A~" takova, ze
AA-T=ATA=T.
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s Ctvercové matice
Matice

Definition 19

Pro Ctvercové matice A € C™" definujeme:
e Ajenormalni & AA* = A*A
* A je samosdruzena < A* = A

® samosdruzena matice A je symetricka < A € R™"
® samosdruzena matice A je hermitovska < A € C™"

e A je izometricka < A* = A~
¢ izometricka matice A je ortogonalni < A € R"™"
® izometricka matice A je unitarni < A € C"".
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s lzometrické matice
Matice

¢ T je ortogonalni i unitarni
e je-li A € R"" pak plati:
® jsou-li matice A a B ortogondlni = AB je ortogonalni
* je-li A ortogonalni = A~" = AT
® je-li A ortogonalni = det A = +1
e je-li A € C"", pak plati:
® jsou-li matice A a B unitarni = AB je unitarni
* je-li A unitarni = A~ = A*
® je-li A unitarni = |det A| =1
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Oberhuber Un'térnll mathe

Matice

Theorem 20
Pro unitarni (resp. ortogonalni) matici U plati, Ze jeji
sloupce jsou ortonormailni.

Proof.

n
o = () = (UU")j = >_ il = (U, Uj)
k=1

n
55 = M)y = (U V); = > Utk = (U, Uy)
k=1
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Blokové
matice

Blokové matice

Definition 21

Blokova matice je takova, Ze jeji jednotlivé prvky tvori opét
matice. Pfitom musi platit, ze prvky blokové matice ve
stejném sloupci maji stejny pocet sloupcu a prvky blokové
matice ve stejném radku maji stejny pocet radka.

ayy a2 | 13 as ais

A_| @ @2|as a4 axs | _ ( Ay fA12>
31 a3 | 833 34 aAss Az Ax
dq1 Aaq2 | Q43 Aaa4 Aass

25/29



s Blokové matice

By1 B2 )
Blokové NeChf ]B = .
matice ( IBZ‘I IB22

e Pokud maiji prislusné bloky matic A a B stejné rozméry,
pak Ize tyto matice secist po blocich, tj.

ALB— < Ayt +Byy A2+ By >

Azq + By Az + Boo

e Je-li A € R, pak

[ MDAy AAg2
)\A_()\/Am Ao )
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Tomas

Oberhuber BIOkOVé mathe

e Chceme-li spocitat soucin C = AIB, pak plati

Elsie C— < Ci1 Caz > _ ( A1 Aq > < B Bi2 >
Ca1 Co Azr Ap B2y Bz )’
kde
C11 = Ay1Byy + Aq2Bey,
Ci2 = A41By2 + Aq2B2o,
Co1 = A21Byy + A2oBoy,

Coo = Ap1Bio+ AxpBoy,

a pozadujeme, aby matice A4y méla stejny pocet
sloupcl jako ma matice B14 fadkd. To samé
pozadujeme pro bloky A1, a By a podobné pro dalsi
bloky.
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Ridké matice

Ridké matice

Definition 22
Ridka matice je takova matice, kterd ma vétsinu svych
prvku nulovych.

28/29



Tomas
Oberhuber

Ridké matice

Ridké matice

Remark 23
U fidkych matic se snazime ukladat do paméti jen nenulové

prvky (CSR format) a stejné tak provadeét veskeré vypocty
pouze s nenulovymi prvky. Tim Ize mnoho algoritmi v
numerické matematice vyrazné zefektivnit.
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