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Obernber lterativni metody

Iterativni
metody

Budeme se zabyvat metodami pro fedeni tlohy AX = b's
regularni matici A. Chceme najit efektivnéjsi metody, nez
je GEM.

* iterativni metody generuji posloupnost {X(¥)},°  ktera
konverguje k feSeni soustavy

k) ox

lim XK = ¥

k—oo

e prakticky tak (obecné) nikdy nedostaneme presné
feSeni, ale mizeme dostat (témé¥) libovolné presnou
aproximaci
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Obernuber lterativni metody obecné

Iterativni
metody

e obecné plati, ze volime libovolné x(© a dale
napocitavame

7+ Z B0 | gk

kde volba B(¥) a &k zalezi na pouzité metodé
¢ dale pozadujeme, aby pro v8echna k platilo

X — B(k))-(’* + E(k),

kde X* je pfesné feseni soustavy AX = b
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Iterativni
metody

lterativni metody obecné

Theorem 1
Iterativni metoda tvaru

k1) Z BRgR) 4 gk,
splriujici

x*=BW g 1+ gk,
konverguje k X* pro libovolné X(©) pravé kdyz,

lim BOBK-  BO =g,

k—o0
Dlkaz.
Plati
) _ g — Bk 4 gk=1) _ k-t gr _ glk-1)

— B&-Dxk=1) _ glk=1) g+
— B&K-1 ()-('(k—1) _ ;*)

— BK-DHpK-2) RO (,7(0) _ ,7)
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s Citlivost a stabilita iterativnich
Iterativni metOd

metody

pokud béhem vypoctu dojde k néjaké chybé, tieba
vinou zaokrouhleni, mizeme se na vysledny vektor
divat jako na nové x(©), které muize byt libovolné a
metoda bude konvergovat i tak

chyby ve vypoctech se tedy nekumuluji, ale eliminuji
jde o tzv. samoopravujici viastnost iterativnich metod

tim padem jiz dale nemusime studovat citlivost
iterativnich metod na vypocetni chyby
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Obernuber lterativni metody obecné

Iterativni
metody

Iterativni metody pro feSeni linearnich soustav se déli na:
e stacionarni — B(%) a ¢ jsou konstantni t;.

) — BR) 4 &

e nestacionarni — B%) a &% jsou rtizné pro kazdé k
Vyhoda stacionarnich metod je, Ze pracujeme jen s jednou
matici. Jsou proto jednodussSi na implementaci a také na
numerickou analyzu. Dale budeme studovat pouze
stacionarni metody.
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Oberhber Stacionarni iterativni metody

Theorem 2
Metoda dana vztahem

Stacionarni
metody

7k B 4 g
a splriujici
X* =BX* + ¢,
konverguje k X* pro libovolné X(©) pravé kdyz plat,

lim BX = 6.

k—oo

Dukaz.
Plyne zvéty 1 a

lim B& 1 BO = |im B

k—o00 k—o00
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Oberhber Stacionarni iterativni metody

Stacionarni

metody Theorem 3
Metoda dang vztahem

xk+t1) = B 4 ¢
a splriujici
X" =DBX" + ¢,

konverguje k x* pro libovolné X(©) pravé kdyZ plati, Ze
p(B) < 1.

Dikaz.
Plyne z podminek pro konvergenci posloupnosti BX. O
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Oberhber Stacionarni iterativni metody

Stacionarni

metody Theorem 4
Postacujici podminkou pro to, aby metoda dana vztahem

xk+t1) = B0 4 ¢
a splriujici
X* = BX* + ¢,

konvergovala k X* pro libovolné X©) je, Ze | B|| < 1 v néjaké
maticové normé ||-||.

Dulkaz.
Plyne z podminek pro konvergenci posloupnosti BX. O

9/73



Tomas
Oberhuber

Stacionarni
metody

Stacionarni iterativni metody

Theorem 5
Aposteriorni odhady chyb pro stacionarni iterativni
metody: Pro metodu danou vztahem

XD = B 4 ¢
a splriujici
X* = BX* + ¢,

kde X* je fesenim soustavy linearnich rovnic AX = b, plati
nasledujici odhady chyby aproximace feseni:

o 70— %) < [ |45 - B] = ] 7,

o %9 x| < ||@- )| iBy kD — 29,
pfi pouZiti souhlasné maticové normy s danou vektorovou
normou.
Remark 6

Zde jsme pouZili definici rezidua v k-té iteraci
79 = AxK) _ b,
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Obernuber Stacionarni iterativni metody

Stacionarni
metody Remark 7
e aposteriorni odhady chyb jsou duleZité pro zjisténi, kdy
vypocet metody zastavit a to sice tehdy, je-Ii |79
nebo || Xk — X(9)|| dostatecné malé
* pojem "dostateCne malé" se casto vztahuje k normé
matice A nebo pravé strany b rovnice, tj. poZadujeme
napfr.
7]

b

<€
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Stacionarni
metody

Stacionarni iterativni metody

Theorem 8

Apriorni odhad chyby pro stacionarni iterativni metody:

Bud'||B|| < 1 v néjaké maticové norme. Pak pro
posloupnost { X9} . generovanou pfedpisem

) — BRW 4 G
a splnujici
X* =BX* + C,
plati
H gk _

[l

— Bl

kde pouzita maticova norma je souhlasna s pouZitou
vektorovou normou.
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Obernuber Stacionarni iterativni metody

Stacionarni
metody

® nyni jiz vime, za jakych podminek stacionarni metoda
konverguje k néjakému vektoru X* a znamé odhady
chyb

¢ dale se budeme zabyvat otazkou, jak volit matici B a
vektor C, aby vztah

X* =BX* + C,

platil pro fe$eni X* soustavy linearnich rovnic AX = b
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Obernuber Metoda postupnych aproximaci

Metoda v , . Vv . , .
postupnych ¢ pfi navrhu nejjednodussi iterativni metody chceme najit

sproxmact néjaky zplsob, jak zlepsit uréitou aproximaci reseni x(K)
* potfebujeme tedy odhadnout, jaké chyby se s danou
aproximaci dopoustime
¢ jediny odhad, ktery mame k dispozici, je reziduum

A6 — ax® _ B
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Metoda
postupnych
aproximaci

Metoda postupnych aproximaci

zkusme tedy metodu

)—(’(k+1) _ )—(»(k) _ F(k) — X( ) Ax( (]I A) (k) —|—b

vidime, Ze metoda splfiuje podminku
X :(H_A))?*+5(<:>A)?'*:5)
je tedy

I—A,
¢ = b

tuto metodu nazveme metodou postupnych
aproximaci
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Metoda
postupnych
aproximaci

Metoda postupnych aproximaci

bool postupneAproximace( const Matrix& A,
const Vector& b,
Vector& x,
double eps )

double normB = norm( b );
double r = eps + 1.0;
Vector y;
while( r > eps )
{
/% xxx
= Postupne aproximace
*/
r = 0.0;
for( int i = 0; i < n; i++ )

double r_i
for( int j

[x xx%

= Vypocet rezidua

«/

r = sqrt( r ) / normB;
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Metoda
postupnych
aproximaci

Metoda postupnych aproximaci

e stacionarni metody pro feSeni soustav linearnich rovnic
jsou implementovany v programu
stationary-solver

—-—input-file — vstupni soubor s matici
--method — pouzita metoda

® richardson, jacobi, gauss-seidel a sor

® ——relaxation r —relaxacni parametr
® ——matrix-format dense/ellpack —format pro

uloZeni matice soustavy
® pro fidké matice je urCen format ellpack

® ——initial-value v - nastaveni vektoru X(®)
® ——max-iterations n — maximalni mozny pocet

provedenych iteraci
--convergence-residue r — hodnota kritéria pro
zastaveni vypoctu (jde o proménnou eps v kddu)
—-—verbose n
® nastavuje Uroven vypisovanych informaci v prabéhu
vypoctu
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Obernuber Metoda postupnych aproximaci
e jak uvidime pozdéji, metoda postupnych aproximaci je
vlastné Richardsonova metoda s relaxacnim
parametrem rovnym 1

Metoda ¢ na tuto hodnotu je tento parametr nastaven

postupnych . .

aproximac automaticky, pokud neuvedeme jinak
Example 9

1 stationary—solver —method richardson \
2 —input—file data/matrix—pd.mtx
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Metoda
postupnych
aproximaci

Metoda postupnych aproximaci

Theorem 10 .
Metoda postupnych aproximaci pro rovnici AX = b (s
regularni matici A) ve tvaru

X+ = (1 — A)X*) + b,

konverguje pro kazdé x(©) k feseni zadané rovnice préavé
kdyz

p(I—A)<1.
Je-li

IT— Al <1,
pro néjakou maticovou normu ||-||, pak tato metoda také
konverguje k Feseni soustavy pro libovolné xX(©).
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Metoda
postupnych
aproximaci

Metoda postupnych aproximaci

Theorem 11

Bud' p (x) polynom proménné x. Bud' A € C™", A € o (A).

Pak p () € o (p(A))-

Dlkaz.
Lze ukazat snadno s vyuzitim Jordanova tvaru matice.

O
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Oberhber Metoda postupnych aproximaci

Theorem 12
Bud' A hermitovska a PD. Pak metoda postupnych
aproximaci konverguje pravée kdyZz plati

Metoda

postupnych

aproximaci 2 > A > 0.

Dukaz.
Je-li A hermitovska a ma-li byt p (I — A) < 1, pak musi byt
o(I —A) c (—1,1) a podle pfedchozi véty

c(A)e (0,2) <21 > A> 0.

Remark 13
Takovych matic ale moc neni.

21/73



Obernber Pfedpodminéna metoda
postupnych aproximaci

abychom zlepSili konvergenci metody postupnych

aproximaci, pouZijeme tzv. pfedpodminéni

soustavu AX = b vynasobime vhodnou regularni matici

H

Predpodminéni e dostaneme soustavu

— rad

HAX =THb

feseni se tim nezméni

22/73



Obernber Pfedpodminéna metoda
postupnych aproximaci
* metoda postupnych aproximaci ma nyni mit tvar

x(k+1)

Predpodminéni

5K _ 7k
X% —HAX®) + Hb
K _H (A)‘('(k) - 5)

(I -HA) X" + Hb

® a samozfejmeé plati podminka

(I - HA) ¥* + Hb = X* — HAX* + Hb = X*
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Obernber Pfedpodminéna metoda
postupnych aproximaci

Predpodminéni o ze vztahu Xkt = (I — HA) %) + Hb vidime, Ze
B — I—HA,
¢ = Wb

e plati tedy nasledujici véty
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Predpodminéni

Pfedpodminéna metoda
postupnych aproximaci
Theorem 14

Predpodminéna metoda postupnych aproximaci pro rovnici
AX = b (s regularni matici A) s pfedpodminénim H ve tvaru

XK+ — (1 — HA) XK + Hb,

konverguje pro kazdé X(%) k Feseni zadané rovnice pravé
kdyz

p(I—HA) < 1.
Je-li

IT—HA| <1,
pro néjakou maticovou normu ||-||, pak tato metoda také
konverguje k Feseni soustavy pro libovolné X(©).
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Predpodminéni

Pfedpodminéna metoda
postupnych aproximaci
Theorem 15

Bud’ A hermitovska a PD. Pak pfedpodminéna metoda
postupnych aproximaci konverguje, pokud plati

W+ W*>A>0,

kde W = H~'. Konvergence je navic monoténni vzhledem
k vektorové normé ||-|| 4.

Remark 16
Pro metodu postupnych aproximaci bez predpodminéni, je
W =1 a dostavame jiZz dokazané kritérium

21 > A > 0.

Tato véta nam ale nefika nutnou podminku!!!
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Obernber Pfedpodminéna metoda
postupnych aproximaci
® nyni vyvstava otazka, jak volit matici H
o ze vztahu Xkt = ¥(K) — HAX() 4 Hb dostavame, ze
pfivolbé H= A""je

Pfedpodminéni v
redpodmineni X(k+1)

= 0 —HAX® + Hb
= X0 _A"AxK 4+ A-Tp
= xk) _ x(k) | g+

vk

= X

* metoda by tak konvergovala po jedné iteraci

e ziskat A~' ale umime jen pomoci GEM, éemuz jsme
se chtéli vyhnout

e umeéni je najit matici H tak, aby co nejlépe
aproximovala A~ ale byla snadno dosazitelna
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Oberhuber Richardsonovy iterace

e tato metoda je dana predpisem
XU+ = x(K) _ g(ARK) — E),

Bichardsonovy pro 9 = IR
erace e parametru 4 se fika relaxaéni parametr
e snadno vidime, ze

— 4T
T—0A
0b

o @E
\
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1
2
3
4
5
6
7
8

9
10
11

Richardsonovy 12

iterace

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29

Richardsonovy iterace

bool Richardsonovylterace( const Matrix& A,
const Vector& b,
Vector& x,
double theta,
double eps )
{
double normB = norm( b );
double r = eps + 1.0;
Vector y;
while( r > eps )
{
[% xxw
= Richardsonovy iterace
*/
r =0.0;
for( int i =0; i <n; i++ )
{
double r_i = b[ i ];
for( int j = 0; j <n; j++ )
rei= i AL I ] e x[ ]
y[ i 1 =x[ i ] — theta « r_i;
r=r + r_i * r_i;

o soa
« Vypocet rezidua

*/

r = sqrt( r ) / normB;
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Richardsonovy
iterace

O©CoO~NOOOAWN =

—_
N = O

Richardsonovy iterace

Example 17

stationary —solver —method richardson \
—relaxation 0.5 \
—input—file data/matrix—pd.
stationary —solver —method richardson \
—relaxation 1.0 \
—input—file data/matrix—pd.
stationary—solver —method richardson \
—relaxation 1.5 \
—input—file data/matrix—pd.
stationary—solver —method richardson \
—relaxation 2.0 \
—input—file data/matrix—pd.

mtx

mtx

mtx

mtx
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Oberhuber Richardsonovy iterace

Theorem 18
Je-li A hermitovska a PD, pak metoda Richardsonovych
iteraci konverguje, prave kdyz

2

-I>A>0.
6> >0

Konvergence je navic monoténni vzhledem k vektorové
Richardsonovy ~
iterace norme HHA

Dukaz.

Dlkaz postacujici podminky plyne z véty 15, kde W = %]I.
Ze jde o nutnou podminku Ize ukazata podobné jako u
metody postupnych aproximaci. O

Remark 19
Pro hermitovskou a PD matici A metoda konverguje pro

2

9<m.
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s Jacobiho metoda

Jacobiho e navrhl ji Carl Gustav Jakob Jacobi (1845)
¢ u Jacobiho metody napoditavame i-tou slozku vektoru
xk+1) z vektoru X(¥) tak, aby byla spinéna i-ta rovnice
soustavy tj.

1
Xi(k+1) = = (b/ — aj X1(k) _ a/gXék) _
1
(k)

k k
*a,",',1XI-(_% — a,»’,-+1x,.+1 — ... a,-,,x,(, )) s

proi=1,...,n
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Jacobiho
metoda

Jacobiho metoda

bool JacobihoMetoda( const Matrix& A,
const Vector& b,
Vector& x,
double eps )

double normB = norm( b );
double r = eps + 1.0;
Vector y;
while( r > eps )
{

[x wns

+ Jacobiho iterace

o was

+ Vypocet rezidua

*/

r =0.0;

for( int i = 0; i <n; i++ )
double Ax_i = 0.0;
for( int j = 0; j < n; j++

j
Ax_i = Ax_i + A[ i ][

= sqrt( r ) / normB;
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Iterativni
metody

Stacionarni
metody

Metoda
postupnych
aproximaci

Predpodminéni E

xample 20
Richardsonovy p
iterace 1

Jacobiho 2
metoda

Gaussova-
Seidelova
metoda

Super-
relaxacni
metoda

Shrnuti a
porovnani
pfimych a
iterativnich
metod

Jacobiho metoda

stationary—solver —method jacobi \

—input—file data/matrix—pd.mtx
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s Jacobiho metoda - numericka
analyza

e matici A prepiSeme ve tvaru

A=D-L-R,

Jacobiho

metoda kde
* D je diagonéla matice A
® TL jsou zaporné vzaté prvky matice A pod diagonalou
® R jsou zaporné vzaté prvky matice A nad diagonalou
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s Jacobiho metoda - numericka
analyza

e pro numerickou analyzu Ize tuto metodu maticové
zapsat takto

Jacobiho }(k+1) = ]Di‘l |:B + (D — A) }(k)]

metoda

= D 'L+R)¥® +D b
- ]1—]1)—%) 9 1D 1p
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s Jacobiho metoda - numericka
lterativni analyza

metody

Stacionarni
metody

Metoda
postupnych
aproximaci

Predpodminéni e vidime tedy, ze

Richardsonovy
iterace

Jacobiho
metoda

Gaussova-
Seidelova
metoda

T o &
I
S
(o)

Super-
relaxacni
metoda

Shrnuti a
porovnani
pfimych a
iterativnich
metod
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Jacobiho
metoda

Jacobiho metoda - numericka
analyza

Theorem 21
Nutnou a postacujici podminkou pro to, aby Jacobiho
metoda konvergovala pro libovolné X(© je

P (]1)—1(1L+R)> <.
Postacujici podminkou je
H]D*1(1L + ]R)H <1,

v libovolné maticové norme ||-||.
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s Jacobiho metoda - numericka
analyza

Definition 22
Matici s prevladajici diagonalou nazveme takovou matici,

pro kterou plati

Jacobiho

metoda
Z }a/]| < |aii’ s

J=1, i
provSechnai=1,...n.
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s Jacobiho metoda - numericka

analyza
Theorem 23
Ma-Ii matice A previadajici diagonalu, pak Jacobiho metoda
konverguje k feseni soustavy rovnic AX = b pro libovolnou

volbu X(©).
Theorem 24
_ Je-li matice A hermitovska a PD, pak Jacobiho metoda
P konverguje k fedeni soustavy rovnic AX = b pro libovolnou

volbu X9, pravé kdyZ plati 2D > A > 0 tj. A a2D — A jsou
pozitivné definitni. Konvergence je navic monotonni
vzhledem k vektorové normé ||-|| 4.

Dukaz.
Dukaz postacujici podminky plyne z véty 15, kde
W =H"" =D. Ze jde o podminku nutnou Ize dokéazat

podobné jako u metody postupnych aproximaci, neni to ale

trivialni. 2
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Jacobiho metoda - priklad
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Example 25

AR

e e R e e e R T

- OFNO ~NO i

O+ O-Ao O
— OO~ O —io

N e — — —

)

AN AN AN AN AN AN/ .
O I [N ST IS (O~ 00

O O —lr—ImItmist~Io
O IO |oue IFER I |00 |00
N N N '

O~ AN MIT B ©

Jacobiho
metoda
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Gaussova-
Seidelova
metoda

Gaussova-Seidelova metoda

e roku 1823 ji popsal Carl Friedrich Gauss v jednom
dopise svému studentovi Ch.L.Gerlingovi
e roku 1874 ji publikoval Phillip Ludwig von Seidel
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s Gaussova-Seidelova metoda

¢ narozdil od Jacobiho metody, tato metoda vyuziva k

C g S(k+1) s v
napocitani nové slozky vektoru x,.( +1) jiz napocitané

slozky tohoto vektoru tj. X1 . x(FD)

1 Xj—1
* metoda je tedy dana predpisem

k41 1 k+1 k+1
X,-( ) = —(b,-—a,-1x1( )—a,'gXé )—...
diji
k+1 k k
—3/7/,1XI-(_1 ) a,-,,-+1x,.(+% — .= a,-,,x,g )) s

Gaussova-

Seidelova proi=1,...,n.

metoda
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Gaussova-
Seidelova
metoda

N U A WN =

Gaussova-Seidelova metoda

bool GaussovaSeidelovaMetoda( const Matrix& A,
const Vector& b,
Vector& x,
double eps )

double normB = norm( b );
double r = eps + 1.0;
while( r > eps )
{

[x wan

« Gaussova—Seidelova iterace

*/
for( int i = 0; i <n; i++ )
double s = 0.0;
for( int j = 0; j <n; j++ )
if(j!=1i)
Cos=s+ AL e x[ ]
xLi T = (bl i T—-s) /AT [T
}
[x wan
= Vypocet rezidua
*/
r = 0.0;
for( int i = 0; i <n; i++ )
{
double Ax_i = 0.0;
for( int j = 0; j <n; j++ )
Ax_i = Ax_i +A[ i Il j 1 +x[j 1
r=r+ (Ax_i—b_i )~ ( Ax_i — b_i )
}
r = sqrt( r ) / normB;
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s Gaussova-Seidelova metoda

Iterativni
metody

Stacionarni
metody

Metoda
postupnych
aproximaci

Predpodminéni Example 26
_Richardsonovy
lerace 1 stationary—solver —method gauss—seidel \

Jactol?jiho 2 —input—file data/matrix—pd.mtx
metoaa

Gaussova-
Seidelova
metoda

Super-
relaxacni
metoda

Shrnuti a
porovnani
pfimych a
iterativnich
metod
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Gaussova-
Seidelova
metoda

Gaussova-Seidelova metoda -
numericka analyza

e pro numerickou analyzu lze tuto metodu maticové

zapsat takto
x(k+1)

— Lxk+1)
Fkt1)

ID)_(‘(I(Jr'l)

x(k+1)

x(k+1)

b+

(

®
®
-

I (D-L) [A} XK 4

5

) [b+ R

Vb4 Lkt 4 ]R)?(k)}

L) 'R¥® + (D -1L)""'b

~L)"

—»
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s Gaussova-Seidelova metoda -
Heratin numericka analyza

metody

Stacionarni
metody

Metoda
postupnych
aproximaci

Predpodminéni L4 V|d|,me tedy, ie

Richardsonovy

iterace IB _ (I]:) _ IL)_1R
Jacobiho N
metoda b

(9]
I
o
|
£

|

Gaussova-
Seidelova ]H = (
metoda

Super-
relaxacni
metoda

Shrnuti a
porovnani
pfimych a
iterativnich
metod
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Gaussova-
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Gaussova-Seidelova metoda -
numericka analyza

Theorem 27
Nutnou a postacujici podminkou pro to, aby

Gaussova-Seidelova metoda konvergovala pro libovolné
X(0) je

p ((]D - 1L)—11R) <1.
Postacujici podminkou je

H(]D—]L)‘WRH <1,

v nékteré maticové normé ||-||.
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Gaussova-Seidelova metoda -
numericka analyza

Theorem 28

Ma-Ii matice A previadajici diagonalu, pak
Gaussova-Seidelova metoda konverguje k reseni soustavy
AX = b pro libovolnou volbu ¥©).

Theorem 29

Je-li matice A hermitovska a pozitivne definitni, pak
Gaussova-Seidelova metoda konverguje k feseni soustavy
AX = b pro libovolnou volbu %©). Konvergence je navic
monotonni vzhledem k vektorové normeé ||-|| ,.

Dikaz.
Plyne z véty 15, kde W=D — L a
W+W=2D-L-1L*=D+A>A>0. []
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Obethaber Gaussova-Seidelova metoda -
numericka analyza

Remark 30

Bud’ A PD matice takova, Ze 2ID — A neni PD. Potom

Jacobiho metoda nekonverguje, ale Gaussova-Seidelova

ano. Gaussova-Seidelova metoda je povaZovana ze lepsi
Gaussova- metodu, nez Jacobiho, i kdyZ v nekterych pripadech
e Jacobiho metoda konverguje lépe nebo konverguje tehdy,

kdyZ Gaussova-Seidelova metoda nekonverguje.
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Obernber Super-relaxa¢ni metoda

Iterativni
metody

Stacionarni
metody

Metoda
postupnych
aproximaci

Predpodminéni

Richardsonovy
iterace

Jacobiho

metoda

Saussova— e David M. Young, Jr., 1950

eidelova . 7 . z H
metoda ® je zndma zejména pod zkratkou SOR = Successive

Super- Over Relaxation method

relaxacni

metoda ¢ jde o modifikaci Gaussovy-Seidelovy metody

S e metoda funguje velmi dobfe zejména na linearni

primjeh 8 systémy pochazejici z metody konecnych diferenci pro
metod fedeni parabolickych nebo eliptickych parcialnich

diferencialnich rovnic
52/73



Tomas
Oberhuber

Super-relaxacni metoda

e Gaussovu-Seidelovu metodu mizeme prepsat do tvaru

kde

AxH)

Super-
relaxacni
metoda

)—(»I(k+1) _ )—(»i(k) L A)—(»i(k)

1 S(k+1 S(k+1 ~(k+1
= - (—8/1 X1( ) _ a,-2x2( ) _ e a,-,,-_1x,(71 )
aji
=(k =(k =(k g
—a,-,-x,( ) a,'7,-+1x,(+3 - .= a,-,,x,g ) + b,‘)
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relaxacni
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Super-relaxacni metoda

SOR metoda je pak definovana jako

D = g9 oax™)

]

w je tzv. relaxacni parametr
je-liw = 1, dostavame Gaussovu-Seidelovu metodu

podobnou modifikaci Ize snadno provést i pro Jacobiho

metodu
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relaxacni
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Super-relaxacni metoda

bool sorMethod( const Matrix& A,
const Vector& b,

Vector& x,

double eps,
double omega )

double normB = norm( b
double r = eps + 1.0;
while( r > eps )
{

[% xxx

= SOR iterace

)5

*/
for( int i = 0; i <n; i++ )
{
double s = 0.0;
for( int j = 0; j <n; j++ )
s=s+AL i [ j]~x[jD
x[ i ] +=omega » ( b[ i ] —s ) /A[ i J[ i ];
}
[x wan
= Vypocet rezidua
*/
r = 0.0;
for( int i = 0; i <n; i++ )
{
double Ax_i = 0.0;
for( int j = 0; j ++ )
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Obernber Super-relaxa¢ni metoda

Iterativni
metody

Stacionarni
metody

Metoda
postupnych
aproximaci

Predpodminéni Examp|e 32

Richardsonovy i
iterace 1 stationary—solver —method sor \

—relaxation 1.2 \

Jacobiho 2
3 —input—file data/matrix—pd.mtx

metoda

Gaussova-
Seidelova
metoda

Super-
relaxacni
metoda

Shrnuti a
porovnani
pfimych a
iterativnich
metod
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Super-
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Super-relaxa¢ni metoda -

numericka analyza

® maticove Ize metodu zapsat jako

$UH) = 300 1 D1 (L&D — DO 4 REW 1 B)

g.

XD = (T — w(D — W) "A)XK) + (D — wL) b,

g.

I-w(D-wlL)"'A

(D —wL)" " (1 —w)D +wR),
w(D — W)™,

w(D — wL)'h.
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Super-relaxa¢ni metoda -
numericka analyza

Theorem 33

Nutnou a postacujici podminkou pro to, aby SOR metoda
konvergovala pro libovolné X0 je

p(By) < 1.
Postacujici podminkou je
[Boll <1,

v nékteré maticové normé ||-||.
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Super-relaxa¢ni metoda -
numericka analyza

Theorem 34
Pro libovolné w € R plati

p(By) = w—1],
a tedy SOR metoda nekonverguje prow < 0 nebo w > 2.

Theorem 35

Ma-Ii matice A previadajici diagonalu, pak SOR metoda
konverguje k feseni soustavy AX = b pro libovolnou volbu
X0 pokudje0 < w < 1.

Ddkaz.
Zatim neznam. O
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Theorem 36

(Ostrowski): Je-li matice A hermitovska a pozitivne definitni,
pak SOR metoda konverguje k feseni soustavy AX = b pro
libovolnou volbu X(©) pravé kdyz, 0 < w < 2. Konvergence je
navic monoténni vzhledem k vektorové normé ||-|| 5.

Dukaz.
Dlkaz postacujici podminky z véty 15:

Super-
relaxacni

1 2
metoda w:wD_L:>W+W*:<w_1>D+A>A>O

O

60/73



Tomas
Oberhuber

Super-
relaxacni
metoda

Super-relaxa¢ni metoda -
numericka analyza

Remark 37

Budeme zkoumat konvergenci SOR metody v zavislosti na
parametru w. Kromé konvergence samotné nas bude
zajimat i jeji rychlost, tj. budeme chtit najit wy takove, aby
bylo p (B,,) resp. ||B.|| co nejmensi.

Remark 38

Viiv parametru w na rychlost konvergence budeme
analyzovat pro specialni typ matic tzv. dvoucyklickych,
shodné usporadanych. D4 se ukazat, Ze tyto matice
vznikaji prave pii reseni eliptickych nebo parabolickych
rovnic pomoci metody konecnych diferenci.
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Obernber Super-relaxa¢ni metoda -
numericka analyza

Definition 39

Elementarni permutaéni matici I; pro (1 < /,j < n)
nazveme takovou étvercovou matici n-tého fadu, kterd ma
vs$echny diagonalni prvky rovny 1, kromé prvkl na i-tém a
Jj-tém Fadku, které jsou rovny 0. Mimodiagonalni prvky jsou
nulové kromé prvkl na pozicich (i,j) a (j, i), které jsou

rovny 1.
1
1
0 . 1
P
Iy
Super- : 1
relaxaéni 1 ... ... ... 0
metoda 1
1

Permutaéni matici nazveme kazdou matici, kterou Ize
vyjadfit jako soucin libovolného poétu elementérnich
permutacnich matic.
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Obernber Super-relaxa¢ni metoda -
numericka analyza

¢ nasobenim libovolné obdélnikové matice elementarni
permutacni matici zleva resp. zprava odpovida
prohozeni i-tého a j-tého fadku resp. sloupce

a tedy elementarni permutacni matice je symetricka a
Super- ortogonalni
relaxacni

metoda e ... atedyipermutaCni matice je symetricka a
ortogonalni
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Super-
relaxacni
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Super-relaxa¢ni metoda -
numericka analyza

Definition 40
Ctvercova matice C se nazyva slabé cyklicka s indexem
2, jestlize existuje permutacni matice P takova, ze matice

PCP’ je blokového tvaru

T_( ¢ My
PCP _<ﬂ\/[2 0
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Super-relaxa¢ni metoda -
numericka analyza

Definition 41

Necht A =D — I. — R. Matice A se nazyva dvoucyklicka,
je-li odpovidajici Jacobiho matice By = D~'(LL + R) slabé
cyklicka s indexem 2.

Definition 42
Dvoucyklicka matice A se nazyva shodné usporadana,
jestlize vlastni ¢islo matice

’
aD 'L+ -D 'R
(6]

nazavisi na volbé Cisla o # 0.
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Theorem 43

Necht matice A je dvoucyklickd, shodné usporadana.
Necht X # 0 je vlastni ¢islo matice B, aw # 0. Necht’
splriuje rovnici

A+ w—1)2=u?u2A
Pak 1. je viastni ¢islo Jacobiho matice B, a naopak, je-li .

vlastni ¢islo matice B, pak pfislusné X je viastnim Cislem
matice B,,. Navic plati, Ze pro

Super- 2
relaxacni Wopt — ,

metoda
‘ 144/1 - p(By)

nabyva p (B,,) své minimum a SOR metoda tedy
konverguje nejrychleji.
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Shrnuti

Podminky na matici A pro konvergenci metod:

s prevladajici diagonalou

hermitovska a ...

Jacobi
Gauss-Seidel
SOR

v
v

2D > A >0
A>0
A>0
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Vyhody iterativnich metod

e jsou-li vhodné pouzity, jsou mnohem rychlej$i nez
primé metody zalozené na GEM

* GEM ma slozitost n3, pro velké matice je téméf
nepouzitelna

* napoditani nového X% je zaloZeno na nasobeni matice
a vektoru nebo velice podobné operaci, ktera ma
slozitost n?

® v praxi se ¢asto podari, Ze dobrou aproximaci reseni
ziskame po par iteracich nehledé na velikost matice
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Shrnuti a
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Vyhody iterativnich metod

7 vs

Iterativni metody dokézi 1épe vyuZzit vlastnosti fidkych matic.

pri Sikovném ulozeni fidkych matic mize mit nasobeni
matice a vektoru je$té mensi narocnost, nez n?
modifikace GEM pro obecné fidké matice je mozna, ale
algoritmicky velmi slozita

pti aplikaci GEM na fidkou matici muze vzniknout
mnoho novych nenulovych prvkd a narUst tak naroky
na pamet

iterativni metody neméni samotnou matici A, diky tomu
jsou snaz8i na implementaci

v nékterych situacich ani nemame matici A explicitné
uloZenou v paméti, pak je GEM nemozné pouzit
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Obernber Vyhody iterativnich metod

e jterativni metody dokazou velice efektivné vyuzit
znalosti priblizného feSeni, konverguji pak velice rychle

¢ v pripadé GEMu je nam jakykoliv odhad feseni k
nicemu

Shrnuti a

porovnani
pfimych a
iterativnich
metod
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Nevyhody iterativnich metod

vétSina z nich neda ani teoreticky presné feseni po
konec¢ném poctu kroku

musime umeét rozhodnout, kdy zastavit napocitavani
dal$ich iteraci X(¥)

pocCet nutnych iteraci silné zavisi na konkrétni matici a
tim padem i doba vypoctu, u GEM doba vypoctu na
samotné matici témeér nezavisi

vySetfovani konvergence je ¢asto velice slozité

* modifikovana GEM funguje pro libovolnou regularni
matici
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Vypocetni priklad
Example 44

Pomoci programu stationary-solver otestujte
jednotlivé metody.

e vyhoda stacionarnich metod oproti GEM jsou vidét na
PD matici gr_30_30.mtx

e Spatna konvergence na PD matici bcsstk01.mtx
¢ indefinitni matice pores_1.mtx
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Shrnuti

e konvergence stacionarnich metod, apriorni a
aposteriorni odhady chyb
e Jacobiho, Gaussova-Seidelova a SOR metoda
® odvozeni, maticovy tvar (matice B, H), konvergence
e porovnani pfrimych a iteracnich metod pro reseni
linearnich soustav rovnic

® podle ¢eho byste se rozhodli, kterou tfidu metod
pouzijete?
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