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s Gaussova eliminaéni metoda

GEM

¢ jde o pfimou metodu pro feseni linearnich
algebraickych soustav nebo pro vypocet inverzni matice
budeme uvaZovat pouze regularni matice A € C™"
na zakladé této metody je odvozeno mnoho modifikaci
metoda se sklada ze dvou fazi
e pfimy chod - spodiva v prevedeni tlohy AX = b na
tlohu UX = d se stejnym fedenim X jako ptvodni
Uloha, s horni trojuhelnikovou matici U a modifikovanou
pravou stranou d
e zpétny chod - spoéiva v fedeni Glohy UX = d pomoci
zpétné substituce
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s Gaussova eliminaéni metoda -
primy chod

GEM

Méjme regularni matici A € C™" a pravou stranu b € C".
Resime ulohu:

a1 a2 -+ an X1 b;
a1 ax» -+ ag X2 by
am d8p2 - @ann Xn bn

e Predpokladame, ze prvni diagonalni prvek ai4 je
nenulovy. Nazveme ho hlavnim prvkem nebo pivotem
v prvnim kroku.

e Podélime prvni fadek soustavy Cislem a;1 a
dostaneme:
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s Gaussova eliminaéni metoda -

GEM pl’im)'/ chod
1T U2 - Uip X1 ol
a1 a» -+ ag X2 b,
. = 5
am dp2 -+ amn Xn bn

an . b
kde uj; =zt proj=2,...nad = ..

¢ Nyni odeCteme jeho aj; nasobek od kazdého i-tého
fadku pro i = 2,...n. Tim jsme vynulovali prvni
sloupecek od druhého do posledniho fadku.

6/49



s Gaussova eliminaéni metoda -

GEM

1 U2
0 ag2)
0 agz)

kde

proi,j=2,...,n.

primy chod
Uin X1 ad
agn) Xo bg)
A )\ )\ ey
a,('j1) = aj—anlj,
b = b —and;
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s Gaussova eliminaéni metoda -
GEM plv’im)'/ ChOd

V dal§im kroku pouzijeme stejny postup na soustavu

) () (8
af.,12) ag,,) Xn bf,”

ktera ma o jedna mensi rozmeéry.
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Opernber Gaussova eliminac¢ni metoda -
GEM plv’im)'/ chod
Po n krocich dojdeme k soustavé
1 U w3 - Uy Xq ad;
1 Uz -+ Uy Xo az
1 Un_1n Xn—1 dn—1
1 Xn C#

kde v k-tém kroku pocitdme pro i,j =k +1,...,n

(k—=1) k—1
Ui = éak/ do = l)i :
K = k=1 “kT 2k
Qx Ay
K k—1 k—1
A0 = A ANy,

B9~ b0 e,

a definujeme a( ) = aja b(o) b;.
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GEM

O©CoONOO A WN =

Gaussova elimina¢ni metoda -

e pozor, v kédu indexujeme od 0 do n — 1

for( int k = 0; k < n; k++ )

{

flo son

= Deleni k—teho radku pivotem
*/

b[ k] = b[k]/A[k][kl,
for( int i =n—1; i >= k; i— )

ALK DD T T =AL K0 01 /ALK I kK 1

flo son

= Eliminace prvku pod pivotem
«/

for( int j = k+1; j < n; j++ )

{

[% xxx

+ Odecitani k—teho radku od j—teho

primy chod

r/
bl j]= b[J]fA[J][k]*b[k]
for( int i =k+1; i <n; i++ )
AL I 1] =
AL Il T T=ALJ Il k] ALK I[P T;
AL J Il k] =
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s Gaussova eliminaéni metoda -
GEM zpétny chod

e nyni fe§ime soustavu s horni trojuhelnikovou matici a
pravou stranou d
e z posledni rovnice je snadno vidét, Ze

Xn:dn

e z pfedposledni rovnice a ze znalosti x, snadno
dostaneme
Xn—1 = dp_1 — Up—1,nXn

e obecnépakjeprok=n,...1

n
Xk = dk — Z UkiX;.

i=k+1
1 for( int k = n—1; k >= 0; k— )
2 f
3 x[ k1 =0>b[k ];
4 for( int j = n=1; j > k; j— )
g) x[ k] =x[ k] —=AkI[j1~x[]j]l
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s Gaussova eliminaéni metoda -

GEM L slozitost
Vypocetni slozitost GEMu

e dale si ukazeme, Ze pocCet operaci nutnych k provedeni
GEM je tadové roven n®
¢ budeme analyzovat vypocetni slozitost algoritmu GEMu
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Gaussova elimina¢ni metoda -
slozitost

/% %%

» Deleni k—teho radku pivotem
*/

b[ k] =Db[ k] /A[ k][

Il kK 1;
for( int i =n—1; i >= k; i—

)
}A[k][i]=A[k][i]/A[k][k];

¢ na fadku 6 provadime jedno déleni a jedno pfifazeni =
2 operace

¢ nafadku 9 provadime také jedno déleni a jedno
pfifazeni = 2 operace

e tfadek 9 je vnoren do cyklu, ve kterém se vzdy provadi
jedno porovnani (i >= k) a jedna dekrementace (i-
-) = 2 operace

e cyklus se provede n-k-krat = 4(n — k) operaci

e pficteme 2 operace za fadek 6 a 2 operace za prifazeni
i=n-1 z inicializace proménné i v cyklu na fadku 7

e celkem mame 4 + 4(n — k) operaci
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GEM

Gaussova eliminaéni metoda -
slozitost pfimého chodu

+ Eliminace prvku pod pivotem
/

for( int j = k+1; j < n; j++ )

» Odecitani k—teho radku od j—teho
/

b[i]fblllfA[J][k]-b[k]:
for( int i =k+1; i <n; i++
AL 0] =
0 ALG N0 T T —ALG ML k] ALK IL P
AL I k] =

}

Obdobné dostavame:

e 3 operace na fadcich 23 a 24

® 2 operace v kazdém cyklu smycky na Fadku 21

e 2 operace v inicializaci for cyklu na fadku 21 (i=k+1)
e celkem pro smycku na fadcich 21-25, ktera se opakuje
(n— k —1)-krat pak 5(n — k — 1) + 2 operaci

na fadku 20 provadime 3 operace

na fadku 26 provadime 1 pfifazeni

uvnitt smycky zacinajici na fadku 15, provadime tedy
5(n—k—-1)+6

pfidame jesté 2 operace za porovnani a inkrementace
ve smyéce = 5(n—k—1)+8

smycka se provede (n — k — 1)-krat

celkem tedy (vEetné inicializace smy¢ky)

2+(n—k—1)[5(n—k —1)+8] =2+5 (n—k—1)2+8(n—k—1)]
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s Gaussova eliminaéni metoda -

GEM slozitost pfimého chodu
pricteme 4 + 4(n — k) operaci za fadky 3—10
vnitfek smy¢ky zacinajici na fadku 1, tedy obsahuje

44+4n—K)+2+5(n—k—-12+40n—k—-1)+ 2 =
r.3—10 ri2—27 r.15;j=k+1

= 5k2 — 2k(5n+17) 4+ n(5n + 34) — 27
operaci
e to vSe je uvnitf smycCky iterujiciprok=1,...n
pocitame tedy sumu

n

2
> |5Kk2 — k(10n+19) + n(5n+19) =27 + 2
k=1 k<nk++

D 0
k=0
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Oberhuber Gaussova elimina¢ni metoda -
GEM slozitost pfimého chodu

¢ vyuZzijeme zde znalosti z prvniho ro¢niku pro scitani
sumy

Zkz n(n+1)(2n+1)

e celkovy V)'Isledek je

n
Z[5k2—k(10n+19)+n(5n+19)—25 1=
k=1

5, 105, 101

L S A
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Oberhuber Gaussova elimina¢ni metoda -
GEM slozitost pfimého chodu
e pii asymptotické analyze nas zajima pouze
asymptotické chovéani vysledného vztahu pro n — o
e zajima nas proto pouze nejrychleji rostouci ¢len celého
vysledku, tj. n®
e ten vznikl ze sumy S°7_, k? v sumé (1)
e ostatni ¢leny této sumy jsme proto klidné mohli
zanedbat
e stejné tak neni dulezita konstanta 5 pfed k2 ve stejné
sumé
¢ proto také nemusime odvozovat presny pocet operaci,
jen jejich radovy pocet
* na CPU navic stejné zpracovani kazdé operace trva

rizné dlouho, takze pfresny vyraz pro ¢asovou
narocnost neni mozné ziskat
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Gaussova elimina¢ni metoda -

slozitost pfimého chodu
zjednodus$ené tak Ize postupovat takto:
v pfimém chodu postupné v n krocich eliminujeme
nenulové prvky pod diagonalou
v k-tém kroku této Upravy nejprve délime k-ty fadek
pivotem tj. FAdové n — k operaci
nasledné musime v kazdém fadku s indexem
k +1,...,nupravit prvky se sloupcovymi indexy
k,...,n
to je celkem fadové (n — k + 1)? operaci
cely pfimy chod tak radové zabira (n — k mizeme
zanedbat, je radové mensi)
n

d(n—k+172~n

k=1
operaci.
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Tomas

Obernuber Gaussova eliminaéni metoda -
GEM slozitost zpétné substituce

e zpétny chod budeme analyzovat jiz strucnéji
® ve zpétném chodu celkem v n krocich postupné
napocitavame hodnoty feseni x,

¢ v kazdém kroku k od hodnoty d,,_. 1 odeCitame
nasobky jiz napocitanych slozek feseni vektoru X,
kterychje n — k + 1

e celkova slozitost je

n
Zn—k+1 ~ n?
k=1

19/49



Oberhuber Gaussova elimina¢ni metoda -
GEM slozitost zpétné substituce

e slozitost n® je velmi neptijemna
e GEM je vhodna pro malé matice, ale pro velké je
nelnosné pomala
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s Gaussova eliminaéni metoda -
GEM V)'/poéetnl' \h’klady

Priklady Ize nejsnaze zkouSet v systému Linux. Pod
Windows Ize provozovat Linux virtualné pomoci napf.
e VMware ...
® www.vmware.com/go/tryplayerpro-win-64
e ... nebo VirtualBox
® www.virtualbox.org
e nasledné Ize nainstalovat napf. Ubuntu Linux
® www.ubuntu.com/download/desktop
e zdrojové kody s numerickymi metodami Ize ziskat na
adrese

® gitlab.com/oberhuber.tomas/fjfi-num-src
e tlacitkem Download vedle History a Find file

1 # Rozbalit archiv se zdrojovymi kody

2 tar xvf fjfi —-num-src—master—<ID>.tar.gz

3 # Presunout se do vytvoreneho adresare

4 cd fjfi -num-src—master—<ID>

5 #Prelozit zdrojove kody

6 make

7 #Pripadne je mozne je nainstalovat do ${HOME}/. local/bin
8 make install
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www.vmware.com/go/tryplayerpro-win-64
www.virtualbox.org
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Oberniber Gaussova elimina¢ni metoda -
GEM vypocetni priklady
¢ GEM metoda je implementovana v programu
bin/gem-solver
* ma tyto parametry
® ——input-file matice.mtx
® soubor ve formatu mt x se vstupni matici
® prava strana se napocita tak, aby feSenim byl vektor ze
samych jedniCek
® ——pivoting yes/no
® zapind pivoting pro vyssi stabilitu (viz dal$i ¢ast
prednasky)
® ——verbose n
® nastavuje Uroven vypisovanych informaci v pribéhu
vypoctu
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Gaussova eliminaéni metoda -
vypocetni priklady
Example 1

e v adresari data je nékolik malych vzorovych matic
e vyzkousejte nasledujici vypocty
bin/gem-solver —input—file data/matrix —1.mtx —verbose 0

bin/gem-solver —input—file data/matrix —1.mtx —verbose 1
bin/gem-solver —input—file data/matrix —1.mtx —verbose 2
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Gaussova eliminaéni metoda -
vypocetni priklady
Example 2

® na strankach
® http://math.nist.gov/MatrixMarket/
® http://sparse.tamu.edu
* najdéte jiné matice a ozkousSejte rychlost a stabilitu
GEM.

Napftiklad:
bin/gem-solver —input—file bcsstk01.mtx
bin/gem-solver —input—file bcsstk06.mtx

bin/gem-solver —input—file bcsstk11.mtx
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s Pravidla o elementarnich
upravach

GEM -

numericka
analyza

Definition 3
Elementarni Upravou provedenou v obdélnikové matici
A € C™" nazveme:

e nasobeni vSech prvkl zvoleného i-tého fadku resp.
sloupce Cislem «

e priteni a-nasobku prvkl zvoleného j-tého fadku resp.
sloupce k prvkim j-tého fadku resp. sloupce
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s Pravidla o elementarnich
upravach

GEM -
numericka Remark 4

analyza L, .. . ., .
Nasobeni i-tého radku resp. sloupce matice A Cislem « je
ekvivalentni nasobeni matice A zleva resp. zprava matici

1 0

0

O —

s Cislem o na i-tém radku.
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s Pravidla o elementarnich
upravach

Gtk - Remark 5

numericka

analjza Pri¢teni a-nasobku prvku zvoleného j-tého fadku resp.
sloupce matice A k jejimu i-tému fadku resp. sloupci je
ekvivalentni nasobeni matice A zleva resp. zprava matici

1 0
0

tj. s matici s jedni¢kami na diagondle a ¢islem « na i-tém

radku a j-tém sloupci.

0

0
1
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GEM -
numericka
analyza

Pravidla o elementarnich
upravach

Remark 6

Provedeme-Ii na radky resp. sloupce obdélnikové matice A
konecny pocet elementarnich Uprav, je vysledek stejny, jako
kdyZ matici A vynasobime zleva resp. zprava matici, ktera
vznikne z matice 1 stejnymi dpravami.
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Oberhuber Gaussova elimina¢ni metoda -
numericka analyza

GEM -
numericka
analyza

¢ nyni si GEM popiSeme v maticovém tvaru, ktery nam
pomuze odvodit, za jakych podminek Ize tuto metodu

pouzit
¢ pro zjednodus$eni zapisu si zavedeme rozsifenou matici
soustavy
ayy a2 ... ain| by

ds1 doo ... dop bg
P= ) .

am amp ... am/|bn
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Oberhuber Gaussova elimina¢ni metoda -
numericka analyza

GEM -
numericka
analyza

® na konci prvniho kroku pfimého chodu ma rozsifrena
matice soustavy tvar

1 L?f% Ce L?{; ?ﬁ)
p() _ 0 ay, ... a,|b
0 Al . &l s

¢ toho bylo dosazeno vhodnymi elementarnimi Upravami

® vime, Ze kazdou tuto Upravou Ize popsat pomoci
vhodné matice
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Oberhuber Gaussova elimina¢ni metoda -
numericka analyza

GEM -

numericka
analyza

e vydéleni prvniho fadku matice P Cislem ay4 je
ekvivalentni vynasobeni matice P zleva matici
1
ar

;
M =
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Oberhuber Gaussova elimina¢ni metoda -
numericka analyza

GEM -
numericka
analyza

e pricteni —aoy nasobku prvniho fadku k druhému fadku
je ekvivalentni vynasobeni matice P zleva matici

1
M _ —apq 1
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Oberhuber Gaussova elimina¢ni metoda -
numericka analyza

GEM -
numericka
analyza

e pricteni —aky nasobku prvniho fadku ke k-tému rfadku
je ekvivalentni vynasobeni matice P zleva matici

1

MEJ) = —Aax1 1
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GEM -
numericka
analyza

Gaussova eliminaéni metoda -
numericka analyza

e dohromady pak je

MO =MD om0 = [ A
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Oberhuber Gaussova elimina¢ni metoda -
numericka analyza

e e obecné pred zahajenim k-tého kroku mame matici
ni
analyza P(k*” tvaru
1 U ... ... Uk Uip d1
1 Uok Uop d2
1 U1k ... Uk—1n| Okt
(k—1) (k—=1) | n(k—1)
D R DN by
k—1 k—1 k—1
agk ) afm ) bﬁ, )
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Oberhuber Gaussova elimina¢ni metoda -
numericka analyza

GEM - e na konci k-tého kroku mame matici P(¥) tvaru
numericka
°
clElp 1 U ... ... Utk U1 k1 Uip fo
1 e e Uok U2 k+1 Ce Uop d2
1 Uk—1k Uk—1k+1 - Uk—1,n | Ok—1
B
A K A
Ly k1 o kit | Brg
K K K
4., |
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GEM -
numericka
analyza

Gaussova eliminaéni metoda -
numericka analyza

* toho jsme dosahli nasobenim matice P(*—1) zleva
matici M) tvaru
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Oberhuber Gaussova elimina¢ni metoda -
numericka analyza

e e na konci pfimého chodu mame matici P(") tvaru
analyza
1 Uy ... ... Uin d1
1 el e Uop [0 3

1 Un—1,n | dn-1v
1 an

e pritom plati
P = MM MOP = MP,
kde jsme definovali

M = MO@nO=1) ()

38/49



Tomas
Oberhuber

GEM -
numericka
analyza

Gaussova eliminaéni metoda -
numericka analyza
¢ v blokovém zapisu pak vidime, ze
MP:(MAAM)
® pokud zavedeme znaceni
PO = (U,d),
pak dostavame

U=MA=A=M'U
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numericka
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Gaussova eliminaéni metoda -
numericka analyza

jelikoz M je dolni trojuhelnikové, vime, ze i M~ je

dolni trojuhelnikova a jeji diagonalni prvky jsou
prevracené hodnoty diagonalnich prvk( matice M
diagonalu matice M~ tedy tvofi prvky

{311,ag12)...a2;1}
definujme matici
D = diag (aﬂ,agz) . ..32;1) ,
pak Ize psat
A= (M_1]])‘1> DU,

kde matice M~'ID~" m4 jednitky na diagonale.
dostali jsme tak rozklad tvaru

A =LDR
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Oberhuber Gaussova elimina¢ni metoda -
numericka analyza

GEM -
numericka
analyza

® vime, ze rozklad A = LDR existuje jen pro silné
regularni matice

e to vyzaduje, aby vSechny "horni levé" Ctvercové
"podmatice" byly regularni

¢ to bude tehdy, kdyz béhem vypoctu GEM nenarazime
na nulového pivota

* provedeme presny dukaz
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GEM -
numericka
analyza

Gaussova eliminaéni metoda -
numericka analyza

Definition 7
Rikame, ze GEM lze provést, prave tehdy, kdyz zadny z
pivotl neni nulovy.

Theorem 8
Zakladni GEM Ize provést prave tehdy, kdyZ matice linedrni
soustavy A je silné regularni.

Dukaz.
Video na Youtube L]
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Oberhuber Gaussova elimina¢ni metoda -
numericka analyza

GEM -

numericka
analyza

Co kdyzZ ale matice neni silné regularni, ale pfitom je
regularni? Vime, ze feSeni soustavy existuje a radi bychom
ho néjak ziskali.
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s Modifikovana Gaussova
eliminac¢ni metoda

pokud matice soustavy neni silné regularni, nastane
L . “ o e (k—1)
poeiovan situace, Ze se objevi nulovy pivot &,

e feSenim je zvolit za vedouci prvek néktery jiny nenulovy

z matice
(k—1)

E2pm Ayn(k—1)

k—1
af,k ) <o 8ppk—1)

jelikoz matice A je regularni, nemuize byt uvedena
submatice nulova

e pro Uvahu nad tim, jak vybrat nejlepSiho pivota se
podivejme na nasledujici priklad
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Tomas

Oberhuber MOdlflkované G&USSOV&

eliminacni metoda
Example 9

Co zpusobi maly pivot v aritmetice s kone€nou presnosti
IF (10,2, -5, 5)? Mé&jme nasledujici soustavu a provadéjme

Modifikovana zékladni GEM.
GEM
1075 1 21 1 105 2.10%|1.10°
3 2 1|1 -1 3 2 1 1 —
2 3 3|3 2 3 3 3
1 10° 2.10° 1-10%
0 2-3-10° 1-6-10°|1-3-10° | —
0 3-2-10° 3-4-105|3-2.10°
1105  2.10% | 1-10°
0 -3-10% —-6-10%| -3-10°
0 —2-10°5 —4-.10%|—2-10°
e vidime, Ze posledni dva fadky jsou linearné zavislé
e doSlo k tomu, Ze diky déleni malym pivotem vznikl

extrémné velky radek, ktery pak prebil vSechny
nasledujici radky
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Oberhuber MOdlflkované G&USSOV&

eliminacni metoda
Example 10

Naopak velky pivot v aritmetice s koneénou presnosti
IF (10,2, -5, 5) se bude chovat nasledovné

105 1 21 1 10°% 2.10°5|1.10°°
3 21|11 ] -3 2 1 1 —
2 3 3|83 2 3 3 3

1 105 2.1075 1.10°5
0 2-3.10°5 1-6-10%(1-3.107° | »
0 3-2.10°5

3-4.107%|3-2.107°

1 1075 2.10°5|1.10°°
0 2 1 1
0 3 3 3

e po vydéleni jsme dostali hodné velky fadek, ktery pfi
naslednych Upravach zbytek matice ovlivnil jen mélo

e doslo také k vypo€etnim chybam, ale takovym, které
pfili§ neovlivni nasledujici vypocet

Modifikovana
GEM
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Modifikovana
GEM

Modifikovana Gaussova

eliminaCni metoda
modifikovana GEM tedy spociva ve vybéru vhodného

pivota

z predchozich avah plyne, Ze je nejlepsi vybirat za
pivota velké prvky (v absolutni hodnoté), napf. nejvétsi
prvek z matice

(k=1)

=P 8ypn(k—1)

a,(f;_U <o @pptk-1)
pokud se nachazi v i-tém fadku a j-tém sloupci,
provedeme prohozeni i-tého a k-tého sloupce a j-tého
a k-tého fadku a dal pokracujeme jako u bézné GEM
nevyhoda tohoto postupu je, Ze musime vzdy
prohledavat k2 prvk( a prohazovat i fadky
proto ¢asto vybirame v absolutni hodnoté nejvétsi
prvek z k-tého sloupce
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s Modifikovana Gaussova
eliminac¢ni metoda

Modifikovana
GEM

® v obou pfipadech ziskame nakonec permutaci radk
nebo i sloupcu, ktera prevede plvodné pouze regularni
matici na silné regularni
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Oggmiier Oté.Z ky

Otazky
e odvozeni GEM vcéetné algoritmu

¢ pro jaké matice Ize pouzit GEM
¢ vysvétlit modifikovanou GEM

49/49



	GEM
	GEM - numerická analýza
	Modifikovaná GEM
	Otázky

