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S Vlastni Cisla matic - aplikace

Vlastni ¢isla
matic

S,isg,eé?gy Vlastni ¢isla matic (eigenvalues and eigenvectors)

(eneet Modelovani a analyza vibraci

Redukéni metoda

Vypocet
kompletniho
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Shrnuti a
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Obernber Vlastni ¢isla matic - aplikace

Vlastni ¢isla
matic

o Modelovani a analyza vibraci — Tacoma bridge
problém

vlastnich Cisel
Mocninna metoda l | , .
Redukéni metoda

Vypocet

kompletniho

spektra matice

Trojtihelnikova
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LR algoritmus
QR algoritmus

Gram(v-Schmidtiv
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proces

Householderovy
transformace
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Hessenbergovy QR
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Shrnuti a
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Oberhuber VlaStnI' éiSla math -
Viastni &isla aeroelasticita
matic

Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojhelnikova

Aeroelastic Phenomena and Related Research - Part 2 —

LR algoritmus

https://www.youtube.com/watch?v=jW8I2hX4GSs

Givensovy rotace
QRiterace

Hessenbergovy QR

iterace
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https://www.youtube.com/watch?v=jW8I2hX4GSs

Obernber Vlastni ¢isla matic - eigenfaces
Viasin &iela Zpracovani obrazu — rozpoznani oblieju

.
'

Castecny
problém
vlastnich isel
Mocninna metoda
Redukéni metoda

Vypocet
kompletniho
spektra matice

Trojthelnikova
metoda

LR algoritmus
QR algoritmus

Gram(v-Schmidtiv
ortonormalizacni
proces

Householderovy
transformace

Givensovy rotace
QR iterace

Hessenbergovy QR
iterace

Shrnuti a
otazky
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Vlastni ¢isla
matic

Vlastni Cisla matic - spektra
atomu

6/108



Tomas
Oberhuber

Vlastni ¢isla
matic

Vlastni ¢isla matic

Theorem 1

Bud pn(x) = 3"k_o akx* polynom stupné n. Potom nalezeni
jeho korenu je ekvivalentni vypoctu spektra Frobeniovy
matice C € R™" svazané s polynomem p(x) a definované
jako

—(an-1/an) —(an—2/an) ... —(ai/an) —(ao/an)
1 0 .. 0 0
C = 0 1 .. 0 0
0 0 1 0
Remark 2

Z Abelovy véty pak plyne, Ze nelze sestrojit piimou metodu
pro vypocet kompletniho spektra matice pro n > 5.
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Vlastni ¢isla
matic

Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojthelnikova
metoda

Vlastni Cisla matic
Remark 3
e V/Sechny metody pro vypocet spekter matic jsou proto
iterativni.

e Je tedy nutné znat néjaky aposteriorni odhad chyby,
abychom dokazali stanovit vhodné zastavujici kritérium
pfi napocitavani iteraci.

e Apriorni odhady chyb aproximace vlastnich cisel v
tomto kurzu vynechame.
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Vlastni cisla
matic

Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojuhelnikova
metoda

LR algoritmus
QR algoritmus

Aposteriorni odhad chyby

Theorem 4 o
Necht A € ©C™" je hermitovska matice a necht A a X # 0

jsou napocitané aproximace vlastniho Cisla \ a viastniho
vektoru X. Pro residuum

A
%
X,

o
>

r=A

pak plati

~|

min
Ai€o(A)

N— )\ }2.

<

>0

N
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Castedny
problém

vlastnich cisel
Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojdhelnikova
metoda

Castecny problém vlastnich
Cisel

vypocet kompletniho spektra je velmi naro¢néa uloha

Casto nam staci nalézt tfeba jen jedno, v absolutni
hodnoté nejvétsi viastni Cislo

mluvime pak o ¢aste¢ném problému vlastnich Cisel
pro tento Ucel se pouziva hlavné mocninna metoda
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Mocninna metoda
Redukéni metoda

Trojdhelnikova
metoda

Mochninna metoda

¢ tato metoda konstruuje posloupnost vektoru {)‘(’(")};’i1
a Ciselnou posloupnost {p - 1
e postupujeme podle nasledujiciho predpisu (Xp Ize volit
libovolné kromé nulového vektoru)
gty = pxk),
Pk+1 = é‘ITy(k—H)v
PGS L (5
Pk+1
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Oberhuber MOCnInné metOda

Mocninna metoda
Redukéni metoda

Example 5

Pomoci mocninné metody naleznéte nejvétsi vlastni Cislo
matice

LR algoritmus 1
QR algoritmus

Gramav-Schmidtov A = 2
ortonormalizacni

proces 3
Householderovy
transformace

Givensovy rotace
QRiterace

Hessenbergovy QR
iterace
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Mocninna metoda
Redukéni metoda

Trojdhelnikova

Mochninna metoda

® mocninna metoda je implementovéna v programu
power—-method

® ——input-file — vstupni soubor s matici

® ——eigenvalue largest/smallest — jaké vlastni
Cislo hledame

® ——initial-value v — nastaveni vektoru x(©)

® ——max-iterations n — maximalni mozny pocet
provedenych iteraci

® ——convergence-residue r —hodnota kritéria pro
zastaveni vypoctu

® ——-verbose n

® nastavuje Uroven vypisovanych informaci v prabéhu
vypoctu
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Mochninna metoda

Remark 6

Metoda viastné funguje tak, Ze opakovanym nasobenim
matici A se zesiluje "prumét" vektord X(¥) do sméru
viastniho vektoru pfislusejiciho v absolutni hodnoté
nejvéetsimu viastnimu Cislu. Pokud by ale tento "prumet" byl
od zacatku nulovy, metoda se "nema od c¢eho odrazit".
Zajistit pfedpoklady véty neni jednoduché. Nastésti nas
zachrani zaokrouhlovaci chyby, které zpusobi, Ze casem
vZdy vznikne nenulovy "pramét" do vhodného vlastniho
vektoru a metoda ho nasledné zacne zesilovat. V praxi je
tak nejlepsi volit za X(%) vektor ze samych jednicek.
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s Mocninna metoda

wamsmen | NEOrEM 7
wees s Vektor X(K) z mocninné metody Ize vyjadfit takto

1

T(Z\vl'\{‘(-:'\mkcx.’é X’(k) —_— Aki(o) .
- pP1pP2 - - - Pk
, Theorem 8
cewse AZ na "normovani” jde tedy o aplikaci matice AX na

e pogatedni vektor X(0).

iterace
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s Mocninna metoda

Theorem 9

Necht matice A € C™" ma jedno v absolutni hodnoté
Wocnina metoca nejvétsi viastni ¢islo A jednondsobné nebo vicenasobné se

Redukéni metoda

stejnou algebraickou i geometrickou nasobnosti a
yM ..y jsou pFislugné viastni vektory. Necht matice X
prevadi A do Jordanova tvaru, t.

A =X""I,X

tak, Ze \ se vyskytuje na prvnich r fadcich J . Pak pro
libovolné X(©) takové, Ze alespori jedna z prvnich r sloZek
vektoru XX(©) je nenulova, plati, Ze v mocninné metodé
konverguje posloupnost py k viastnimu Cislu \ a
posloupnost XX k pfislusnému viastnimu vektoru.
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Mocninna metoda
Redukéni metoda

Mochninna metoda

Theorem 10

Necht matice A € C™" ma dvé v absolutni hodnoté nejvetsi
vlastni ¢isla Ay, —\1 s opacnym znaménkem. Necht

vy, y@) jsou pfislugné viastni vektory. Necht matice X
prevadi A do Jordanova tvaru, t.

A=X"1I,X

tak, Ze + )\ se vyskytuje na prvnich dvou fadcich T p. Pak
pro libovoiné X(©) takové, Ze alespori jedna z prvnich dvou
slozek vektoru Xx©) je nenulova, plati, Ze v mocninné
metodé konverguje posloupnost . /pakpzk+1 k absolutni
hodnoté nejvétsich viastnich Cisel a posloupnost

AXPR) + XXk k viastnimu vektoru pfisludejicimu k
vlastnimu &islu Ay a posloupnost AxXK) — X\, x(2K) k
vlastnimu vektoru prislusejicimu k viastnimu ¢islu —\4.
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s Mocninna metoda

Remark 11
Ve metode K napocitani samotného viastniho vektoru staci konstruovat
tzv. Krylovovu posloupnost X(0, Ax(0) A2x(O) . g déleni
cislem py neni nutné, je dobré jen pro lepsi numerickou
stabilitu.

Remark 12

Rychlost konvergence zavisi na poméru %’ Konvergenci
muzeme urychlit vhodnym posunem spektra o Cislo \*
Upravou pL"Jvodn/' matice na matici A — \*I. Tim muzZeme
zmensit pod// K p pak musime pricist \*.

A =A% )\*'
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojthelnikova

Mochninna metoda

Remark 13
Pokud chceme najit v absolutni hodnoté nejmensi viastni
cislo matice A, muzeme pouZzit mocninnou metodu na
matici A~". Nejmensi viastni Cislo pak bude . Pokud
chceme najit vlastni ¢islo matice A, které je nejblize
zvolenému ¢islu X' budeme hledat nejveétsi viastni ¢islo
matice

(A —x1)".

Hledané Cislo pak ziskdme jako 1 + V.
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojuhelnikova
m

Mochninna metoda

Remark 14
V pfipade z pfedchozi poznamky napocitavame

FHHD = a-1300.

Abychom se vyhnuli vypoCtu inverze matice A, pfevedeme
vziah na

At = (k)

a fesime soustavu linedrnich rovnic. S vyhodou Ize vyuZit
iterativni metody nebot:

e pro k malé je zbytecné fesit linearni soustavu s
vysokou presnosti a staci proto pocitat mensi poCet
iteraci

e pro k velké se po sobé jdouci vektory yk) g yk+1)
pfili nelisi a y(¥) je dobrym odhadem Feseni pro
soustavu s neznamym vektorem yk+1)

Tento trik, jak se zbavit vypoctu inverze matice, jez
pouze aplikujeme na jeden nebo nékolik vektoru, se v
numerice pouziva velmi ¢asto.
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s Redukéni metoda

e tato metoda slouzi k odseparovani jiz nalezenych
vlastnich Cisel, pokud chceme napt. napocitat vice nez

Redukéni metoda

jedno v absolutni hodnoté nejvétsi viastni Cislo

* nehodi se ale pro vypocet kompletniho spektra, kvali
rychlé ztraté presnosti

Remark 15
Bud' tedy A € C"" a \ € o (A) a X k nemu prislusny
vlastni vektor. Odvodime metodu pro vypocet matice

B e €11, kterd ma véechna viastni &isla stejnd jako A
az na \q, u kterého se snizi nasobnost.
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojdhelnikova
metoda

Redukcni metoda

* matici A prevedeme do baze, tvofené vektory
j?, é§27 ey ésn
e v této bazi bude matice vypadat takto

_ Ao G
P 'arP=( 2
< 9 ]B )’

kde PP je matice pfechodu mezi bazemi.
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojuhelnikova

Redukéni metoda
Tvar matice P je zfejmy, jeji sloupce tvori bazické vektory

X4

Xn 1
Inverzni matici k matici IP je takova, ktera prvni radek podéli
X1 a vynuluje v8echny prvky pod diagonalou v prvnim

sloupci. Takovou matici ale snadno najdeme, zname ji z
GEM.
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Redukcni metoda

Roznasobenim snadno ziskame tvar matice B

X: X: X:

age — 5312 ag3 — 5313 ... @ — gfam

832 — 3 @12 a3 — ;@3 ... an— 5 ain
B= 1 1 X1
X X X

anz — %812 @ng —5/a13 ... @nn— 5 @1n

Jeji tvar Ize také snadno odvodit, pokud si uvédomime, ze
pravy dolni ¢tverec matice AP o rozmérech

(n—1) x (n— 1) odpovida pfesné prvkim matice A. P¥i
nasobeni matici P~ zleva pak v tomto &tverci od kazdého

fadku / odecitame §- nasobek prvniho Fadku matice A. To

je pravé vyznam matice P~ .
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojthelnikova
metoda

Redukcni metoda

Podobné Ize odvodit, Zze

7 1
q = — (a2, &3,.--,a1n)
X
Nyni zndme matici B a mdzeme najit nékteré jeji viastni

&islo Ap. Bud' Z = (2o,...,2,)" k nému pfisludny vlastni
vektor. Jak najit odpovidajici vlastni vektor matice A?
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Oberniber Redukéni metoda
Logicky jako linearni kombinaci bazickych vektort danych
sloupci matice IP. K tomu ale musime dopocitat slozku z;.
Musi platit

A1 EiT Z4 . AMZ1 + (372 . MZ1+ an
f B b4 N BZ N \oZ

Mocninna metoda

Redukéni metoda

a tedy
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojdhelnikova
metod

LR algorit

Redukéni metoda
Pokud by bylo A1 = Ao, pak musi byt G7Z = 0 a z; Ize volit
libovolné.
Vlastni vektor matice A je pak dan jako

- Z1, - - 0
y_1P< F >_z1x+<2.>.
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojahelnikova
metoda

LR algoritmus

Trojuhelnikova metoda
Bud A € C"", feSime Glohu nalezeni vSech vlastnich Cisel
a vlastnich vektorud této matice.
Trojuhelnikova metoda
e konstruujeme dvé posloupnosti
o {LW}* € €™ dolni trojuhelnikové s jednitkami na
diagonale
e {RW} " € €™ homi trojuhelnikové
e L volime libovolng (napt. I)
o LM a R(M ziskame rozkladem matice AL tj. plati

LOORM = ALO
e 1L.() je dolni trojuhelnikova s jednickami na diagonale

e R je horni trojuhelnikova
e obecné pocitame iterace tvaru

LKEDREHD) — AT,k

e L&+ je dolni trojuhelnikova s jednickami na diagonéle
e R*+1) je horni trojuhelnikova
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Obernber Trojuhelnikova metoda

Mocninna metoda

e Remark 16
Pokud ukazeme, 2e .4 — 1. aR() — R, pak plati

Trojahelnikova

AL =LR = A = LRL "

LR algoritmus

;s v

a jde tedy a podobnostni transformaci a viastni ¢isla matice
A najdeme na diagonale matice R.

Givensovy rotace

QR ite e
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojahelnikova
metoda

LR algoritmus

Hessenbergovy QR
itera

Trojuhelnikova metoda
Remark 17 5
Jak vypocitat viastni vektory? Resime nejporve rovnici

(R—- ALy =o0.

Z tvaru matice R — M (dolni trojuhelnikova s 0 na diagonale
na i-tém radku) snadno vidime, Ze

0 j<i
1 j=i
J

Vi = '
Dok Vil >

=1
lj—x

nebot pro j > i musi platit

= ,
D Vit +Y] (rj—X) =0.
k=i

JelikoZ matice R, je matice A vyjadrena v bazi dané sloupci
matice 1L, plati, Ze vlastni vektory matice A jsou

X =Ly
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojahelnikova
metoda

Trojuhelnikova metoda

¢ 1.9 Ize volit libovoln&, nemusi byt ani doini
trojuhelnikova
¢ diky tomu ma metoda samoopravujici schopnost

* pokud bychom nékdy napoéitali LX) $patné, Ize ho bréat

jako nové LL(®
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s Existence LU rozkladu

Remark 18

Obé metody jsou postaveny na pocitani LU rozkladu. Ten
ale existuje jen pro silneé regularni matice. V prvni iteraci
musime predpokladat, Ze toto je spinéno. Pripomerime si
navic vzorce pro vypocet LU rozkladu:

j—1
/I'j = agj— Z /,-kukj proj < i
k=1
i—1
uj = (aj— Y lkukg)/lj proi < j
k=1

Z nich vidime, Ze prvky matic I. a U zavisi spojité na
prvcich matice A. Pokud tedy matici A zménime jen malo,
bude LU rozklad opét existovat.
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Mocninna metoda
Redukéni metoda

Trojahelnikova
metoda

Existence LU rozkladu

Theorem 19

Necht matice A je silné regularni tj. existuje jeji LU rozklad.
Bud’ matice E takova, Ze || E|| je dostatecné malé. Pak
existuje i LU rozklad matice A + E.

Theorem 20

Necht A =1+ E, kde ||E|| je malé. Potom existuje rozklad
A = LR, kde LL je dolni trojuhelnikova s jednickami na
diagonale a R je horni trojuhelnikova. Plati-li, Ze pokud
|E|| -0, pakL - TaR — 1.
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Obernuber Konvergence trojuhelnikové
metody
Theorem 21

Pokud existuje trojuhelnikovy rozklad matice
AKLO) = £(ORK) | pak plati

rk — 1"
RrRE)  — REORK-) RO,

Remark 22

V diikazu konvergence budeme zkoumat matici AKIL(0).
Odvodime, kdy existuje jeji LU rozklad AKTL() = £(KR(K),
Jelikoz plati, ze L) = (K, dokdzeme-li, ze £L¥) — L,
bude platit i .Y — 1. Pak jiZ Ize i dokazat, 2e R"¥) — R,
¢imz mame vySetrenou konvergenci trojuhelnikové metody.
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Oberhber Konvergence trojuhelnikové
metody

Theorem 23

Necht matice A € C™" je regularni a ma vsechna vlastni
v Cisla jednonasobna a rizna v absolutni hodnoté tj. existuje

regularni matice X, 2e A = XDX ™', kde

D = diag {\1,... An} pro|\i| > |A2| > ... > |An|. Déle
e predpokladejme, Ze pro dostateéné velké k existuji LU
: rozklady matic AL(K) a necht dale existuji LU rozklady
matic X a X~ 'L(O). Pak posloupnosti matic LK) a R z
trojuhelnikové metody konverguji a na diagonale matice R,
je spektrum matice A sefazené sestupné podle velikosti v
absolutni hodnote.

Remark 24
Pro konvergenci za jinych podminek Ize nahlédnout do
Skript.
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e LR algoritmus

Oberhuber

LR algoritmus
® konstruujeme tfi posloupnosti
¢ (AW} e gnn
o {]i(k)}:: € C™" dolni trojuhelnikové s jedniCkami na
diagonale
o {]f{(k)}:: € ©"" horni trojihelnikové

® na pocatku volime
A = A,
rORM = A0

N

A® _ ROFEM

® obecné maji jednotlivé iterace tvar
LORK — Ak
Ak — REFK)
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LR algoritmus

Remark 25
Z uvahy

INGR)

plyne, Ze pokud posloupnost { A)},” - konverguje k horni
trojuhelnikové matici, budou na jeji diagonale viastni Cisla
matice A.
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Oberhuber LR algoritmus

* ma mens$i naroky na pamét nez trojuhelnikova metoda

e trojuhelnikova metoda potrebuje pracovni pole pro
napocitani LU rozkladu, pro vysledek souginu AL®) a
pro matici A

® LR algoritmus potfebuje pracovni pole pro LU rozklad a
napoé&itani souginu ROL®)

® | R algoritmus nema tak dobrou samoopravujici
schopnost, takze vlivem numerickych chyb mdzeme
ziskat Spatné spektrum

® nepamatuje si matici A

® nekonverguije pro libovolnou pocateCni matici, tou je zde
matice A na rozdil od trojuhelnikové metody, kde ji byla
libovoln& matice IL(

LR algoritmus

QR alg
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Oberhuber Konvergence LR algoritmu

Mocninna metoda

Theorem 26

Existuje-li trojuhelnikovy rozklad matice A¥ = LORK), pak
plati

Trojtihelnikova
metoda

LR algoritmus
QR algoritmus

0 — EOEE £
' RW — RORED RO,

QR ite

Hessenbergovy QR
iterace
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Trojhelnikova
metoda

LR algoritmus

Konvergence LR algoritmu

Remark 27
Pokud v trojihelnikové metodé volime L(®) = I, pak je
AKLO) = Ak g musi platit

LW Lk~ fOR@ 10,

R0 Z RORE-D  RM = REORKED RO,

t.
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Oberhuber Konvergence LR algoritmu

Remark 28
e Z konvergence trojuhelnikové metody LK) — 1 a
R® — R, plyne

AW _ LORK) _ (L(k—ﬂ))“L(k)Rm S LLR = R,

tj. matice A%) z LR algoritmu skute&né konverguje k horni
trojuhelnikové matici. Na diagonale ma vlastni ¢isla matice
A serazené sestupné podle velikosti v absolutni hodnoté (to
uz jsme ukazali).
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Oberhuber Konvergence LR algoritmu

Nyni jiz mGzeme vSe shrnout ve formé nasledujici véty:
Theorem 29

Necht matice A € C™" je regularni a diagonalizovatelna a
predpokladejme, Ze trojuhelnikova metoda konverguje s
volbou I.\®) = 1. Pak LR algoritmus konverguje také, a plati,
Ze posloupnost A¥) konverguje k horni trojuhelnikové
matici s hlavnimi ¢isly matice A na diagonale sefazenymi
sestupné podle velikosti v absolutni hodnote.
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Oberhuber QR algoritmus

Remark 30

Velkou nevyhodou LR algoritmu je jeho spatna numericka
stabilita zejména pfi aplikovani na velké matice. Proto byl v
roce 1961 J.G.F. Francisem navrZeny QR algoritmus.
Funguje stejné jako LR algoritmus, ale misto LU rozklad
napocitava QR rozklad, tj. rozklad na unitarni a horni
trojuhelnikovou matici.

Omezime se nyni pouze na realné matice.
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Obernuber QR algoritmus

Theorem 31

Bud' A € R™" regularni matice. Pak existuje rozklad

A = QR, kde matice Q je unitarni a R je horni
trojuhelnikova. Pokud budeme predpokladat, Ze diagonaini
prvky matice R jsou kladné, pak je tento rozklad
jednoznacny.
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Oberhuber

Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojir
metod

LR algoritmus

QR algoritmus

Vypocet QR rozkladu

Existuji tfi zplsoby, jak napocitat QR rozklad:
e Gramuv-Schmidtiv ortonormaliza¢ni proces
e Householderovy transformace
e Givensovy rotace
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Oberhuber GramUv-Schmidtav
ortonormalizaéni proces
e jde o algoritmus, ktery prevede linearné nezavislé
vektory X(1) ..., X(" na mnozinu vektora g, ..., g,
které jsou vzajemné ortonormalni a tvori bazi stejného
prostoru jako pavodni vektory

Trojuhelnikova
metoda

LR algoritmus
QR algoritmus

Gram(v-Schmidtiv
ortonormalizacni
proces
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Oberhuber Gramuv-Schmidtav
ortonormalizaéni proces
. procedure GRAMMSCHMIDTKLASICKY(X(D) ..., X(")
: i .=F® .= =F".=0
= x0)]
G = Lz

fori=1,...,k—1do
(k) (q(f) x(K))
q(k) = q(k) (k)q(’)

end for
11: r,gk) = (_j(k)H
12: gk = k) q(k)

13: end for
14:  return [@D, ..., g, [F), ... F"]
15: end procedure
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Oberhuber GramUv-Schmidtav
ortonormalizaéni proces

e pro lepS$i numerickou stabilitu se pouziva modifikovany
G.-S. ort. proces

. procedure
S GRAMMSCHMIDTMODIFIKOVANY( (W x()y
7 fF(z) =...=f".=0

n) = IIX”II

Trojuk
metod

LR algoritmus
QR algoritmus
Gram(v-Schmidtiv

ortonormalizagni fori= 1,..., k —1do
— rk) = (aU) )
9: q(k) = a(k) — r(k)q(’)
10: end for .
11: = |lgk H
12: q(k) = (La(k)
T

13: end for
14: return [GM),..., M), [FD), ... F")
15: end procedure
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Oberhuber GramGV'SChmldtOV

ortonormalizaéni proces
e for cykly v proménnych k a j tvofi fadové n? iteraci, do
nich vnofené fadky 8 a 9 maji slozitost O(n), celkem je
tedy slozitost O(n®)

Redukéni metoda

Trojhelnikova
metoda

LR algoritmus
QR algoritmus

Gram(v-Schmidtiv
ortonormalizaéni
proces

Givensovy rotace
QRiterace

Hessenbergovy QR

iterace
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Oberhuber Gram GV'SChmldtGV
ortonormalizaéni proces

Theorem 32
Bud’' A € R™" regularni matice. PoloZme v
S Gramove-Schmidtove ortonormalizacnim procesu vektory
X . X" rovny jednotlivym sloupcum matice A, t.
XD =aq,.... X" = a,. Pak Ize psat
My hHz2 ... N#p
. . o ... Iop
(@i,...,an) = (q“),...,q(”)) B
I'nn

tj. A = QR, kde Q je unitarni a R je horni trojuhelnikova
matice (s kladnymi prvKky na diagonale).
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojdhelnikova
metoda

Householderovy
transformace

Householderovy transformace

Pfipomeneme si:

Definition 33
Householderovou reflekéni matici (elementarni unitarni
matici) nazveme kazdou matici H tvaru

H, = — 20",

kde w je Householdertv vektor, pro ktery plati
Wl =/ (w, W) =1.
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Oberhuber Householderovy transformace

Theorem 34
Necht H; je Householderova reflekéni matice a v € C" je

libovolny vektor. Pak vektor HV je zrcadlovy obraz vektoru
v podle nadroviny

; v tom smyslu, Ze splriuje nasledujici podminky:
. [Ha7] = 7]
° ]Hw\_/ + v elL
L4 (]Hw\_/ — \7) 1 L.

Householderovy
transformace
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojdhelnikova
metoda

Householderovy
transformace

Householderovy transformace

Remark 35

Chceme-li pomoci Householderovy transformace

transformovat vektor X na vektor y, kde || X||,, =

volime

Pokud zvolime y = + ||X||, &

—.\

—y

B HX Yl

), pak ziskdme unitarni

» pak

transformaci, ktera nuluje vsechny sloZky vektoru X kromé

prvni.
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Householderovy transformace
Remark 36

Pokud by byla prvni sloZka vektoru X silné previadajici .

Redukéni metoda

(x| ~ Hﬂ’w

pak bychom pii $patné volbé znaménka vektoru y mohli
dostat X — y velmi malé a délit témér nulou. Proto volime

proces
Householderovy

y = —signx [[¥]|, &
transformace
Sivensovy rotace tj.

. X -+ signxq H)_('Hz &4
W= -5 - = = .
X + signxy || x|, €],
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Oberhuber Householderovy transformace

® obecné, pokud pro k > 1 chceme zachovat prvnich
k — 1 slozek vektoru X a nulovat slozky k +1,...n,
pouzijeme matici

s s NG
k) _
QY = < o O ) )

kde Q(k) c Rn—k+1,n—k+1, 1K) c Rk_1’k_1 a

Gk — 1 2wk (W(k)) "

Householderovy
transformace

iy 7 4 signd®) |79, 89

)

[0+ signx® [z, &)

2
kde x(K) ¢ R"k*1 je vektor tvoteny poslednimi

n — k + 1 slozkami vektoru x a vektor (%) je prvni

vektor standardni baze prostoru R"—k+1.n—k+1,
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Obernber Householderovy transformace

e pro vektor y = Q)X pak plati,

X pro j=1,...,k—1
. K) 12 .
yi= 31gnx1( )HX(k)H2 pro j=k
0 pro j=k+1,...n

¢ vhodnou aplikaci Householderovych transformaci na
: sloupce matice A tak Ize eliminovat nenulové prvky
iy pod diagonalou

transformace

¢ jelikoz se vSe déje pomoci unitarnich transformaci,
ziskame unitarni pfevod na matici v hornim
trojuhelnikovém tvaru, tj. QR rozklad

e konkrétné si to ukdzeme na nasledujicim pfikladu
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Obernber Householderovy transformace -
priklad
Méjme matici A € R™". VypocCet QR rozkladu probiha takto:
e volime X() := A__tj. prvni sloupec matice A
e déle volime

oy RO s [[70], 60
w =

[0+ signad 0 &0

: kde 8(") je prvni bazicky vektor standardni baze
e prostoru R"

® napocitame

Q" = 1— 25 (Wm)T
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojhelnikova
metoda

LR algoritmus

QR algoritmus
Gramav. dtav
ortonormalizaéni
proces

Householderovy
transformace

Givensovy rotace

QR iterace

Householderovy transformace -

e potom je
v
(1) o
Q'A=]| 0 a; ay

. :1 1
0 Al &l

priklad

)

ann

kde r11 = ||X()||,, (provadime unitarni transformaci,
ktera zachovava velikost plvodniho vektoru).

® nyni ozna¢me

1 1

%

A .| %2 Gs
-1 :1

3572) a&zs)

(1)
821”
i

aly)
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Obernber Householderovy transformace -
priklad
* je tedy

Mocninn metoda r‘] 1 r'l 2 r1 3 oo f1 n

Redukéni metoda 0

e podobnym zptisobem upravime nyni A1)

Housshsero * postup je trochu podobny jako u Gaussovy eliminace
e volime
x® = Ag),

tj. prvni sloupec matice A(Y) a je x(®) € R"!
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Oberhuber Householderovy transformace -
priklad

e dale volime

X3 4+ sian1(2) H)-('(Z) H2 e

w? =

[%@ + signx® 5@, @

kde 8 je prvni bazicky vektor standardni baze
prostoru R~
® napocitame

Householderovy
transformace

6@ =1 — 2 (,,7,(2)> "

tJ Q(Z) c Rn—1,n—1
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Oberhuber Householderovy transformace -
priklad

e potom je
op oz I24 ... I2p
T/\nr:'mmv"l metoda (2) (2) (2)
Redukéni metoda 0 a3é3 83ét e a?zn)
OOAO = | 0 & &7 ... a7
'anrZ\g}‘(-:-\mkox ('2) ('2) ('2)
S 0 4 i - Am
Gramiv-Scl dtav
ortonormalizaéni
— %@
:iouseholderovy kde,r22 - ‘|I|X ||2
transformace [ ] nyn I OZ n aCm e
Givensovy rotace
QR iterace
Hessenbergovy QR (2) (2) (2)
3?23) a?g) a?zn)
A® ._ Q3 a4 -+ G4y

A2 42 A
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Obernber Householderovy transformace -
priklad

e potom Ize psét

oo oz g ... [I2p

e definujeme-li

Householderovy

lrlanslormac:;r; 7(2) _ 1 67_ B 1
ws ( 0 Q® ) —< B )

pak tato transformace pfi nasobeni zleva zachovava
prvni fadek a je stale unitarni.
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Obernber Householderovy transformace -

priklad
e potom je tedy vidét, Ze plati
iy re n3 N4 ... Nfp
Redukéni metoda O r22 r23 r24 . r2n
(2) 42 (2)
Q(Z)@(”/A B 0 O a?g) a?g) . a?é,)
0 0 a5 ay ... a,
(2 42 (2)
Householderovy O 0 an3 an4 e ann
Ny n2 N3 hHa ... Np
0 oo Io3 I'o4 ... Iop
- 0 O
Do A®
0 O
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Oberhber Householderovy transformace -
priklad
V dal$im kroku definujeme:

o x3:= A® . x® ¢ R-2
[ ]

oy X s 79, O
o

5+ signx® ), 80|

kde 8 je prvni bazicky vektor standardni baze
orono prostoru R"—2
e o GO =120 (7¥) T c Rn-2.n-2

@(3) —

OO =
o= O
& o, o,
w = =
[l
/-~
—
—
&
©
~_
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojhelnikova
metoda

LR algoritmus
QR algoritmus

Gramv-Schmidtav
ortonormalizacni
proces

Householderovy
transformace

Givensovy rotace
QR terace
Hessenbergovy QR

iterace

Householderovy transformace -

A dostavame tak:

@(3)@(2)@(1 )ZA _

i h2 R34
. 0 ro r3 Iy
—(3
Q 0 O

A2

1 nh2 N~3 ha
0 ro 3 g

44
. . :3
o 0o o a¥

a opét plati, ze raz = ||X©) |,

In
Iop

I3p
(3)
a4n

48

priklad
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojdhelnikova
metoda

LR algoritmus

Householderovy
transformace

Householderovy transformace

¢ postup shrneme v nasledujicim algoritmu
* matice, které vznikaji tpravou plvodni matice A a
obsahuiji prvky oznacované jako rj a af} v algoritmu

oznadujeme jako R(*)
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Householderovy
transformace

Householderovy transformace
1: procedure HOUSEHOLDERQR(A)
22 RMW=A
3: QM =1
4 fork=1,....,.n—1do
5 x(K) = 1R( ) (= sloéky k ...n k-tého sloupce )

()+51gnx HX H 8k

6: k) — RA—k+1
— [resne 0 S0

7 Q(k == 2W(k) (W(k)) Rn_k+1’n_k+1

8: @(k) - < 1) &0 ) c R

9: QU+ .= k)@(k

10: R+ .= QURW

11: end for

122 return QM R(M
13: end procedure
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojdhelnikova
metoda

Householderovy
transformace

Householderovy transformace

Vs v s

e for cyklus v proménné k vytvari fadove O(n) iteraci
e vnitfek tohoto cyklu obsahuje maticové nasobeni s
Housholderovymi transformacemi

* ukazeme, ze to Ize provést se slozitosti O(n?) a tedy je

celkova slozitost O(n®)
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Oberhuber Householderovy transformace
Aplikaci Householderovy transformace Hj na matici A Ize
provést takto

H;A = (I-2ww*)A=A-2ww*A
= A-2w(A*w)"

Coz Ize algoritmicky zapsat jako:
1: procedure HOUSEHOLDERTRANSFORMATION(A, w)
2 Vi=A*w
3: B :=2wv*

4: H; =A-B

5

6:

Householderovy
transformace

return Hy,
end procedure

A zde ma kazdy krok slozitost O(n?). Slozitost celého QR
rozkladu je pak O(n?).
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Givensovy rotace

G(i,),0) =

pro vektor X € R" odpovida soucin y = G (i,,0) X
rotaci sloZek (x;, x;) o Ghel # po sméru hodinovych

rucicek

1

Givensovy rotace

e Givensovy rotace jsou ortogonalni transformace, které
umoznuji eliminovat jednotlivé prvky vektoru X € R"

e pro dvojici indexu i, j a thel ¢ je Givensova rotace
definovana jako

cos 6

—sind

sinf

cosf
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Obernber Givensovy rotace
e plati tedy
X pro ki

Yk =1 CXi+ SX pro k=i
—SX;j+¢cX; pro k=]j

kde jsme pouzili znaceni s = sinf a ¢ = cos®.

® volbou
Xj X]
C=— S§=—"
\XE A+ xP \/XE A+ xP

pak bude y; = /X7 +x?ay; =0

* to odpovida rotaci o Uhel § = arctan —x;/x;

e pomoci Givensovych rotaci Ize postupné eliminovat
vS8echny prvky pod diagonalou a opét tak ziskat QR
rozklad
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Oberhuber Givensovy rotace - priklad
Méjme matice A € R™", ukdzeme vypocet jejiho QR
rozkladu pomoci Givensovych rotaci:
e v prnim kroku budeme nulovat prvni prvek v druhém
fadku (tj. asy), pomoci prvniho fadku
e volime tedy (horni index se vztahuje k soufadnicim
eliminovaného prvku matice)

2 2 . 2
&, + &, ayy T a4

21) . aiq 21) . anq
ol )_:7,5( ) o %l

a definujeme pfislusnou Givensovu rotaci

Givensovy rotace

e c) 1)
—— _g21) o2
q}(21) = 1
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Oberhuber Givensovy rotace - priklad

e vynasobenim matice A matici G(®") dostavame

G(21)A _
C(21) 3(21) a1 a2 ays ... ain
Mocninna metoda 21 )
Redukeni metoda 73(21) C( o1 dop dp3 ... dop
1 831 ds2 a3 ... a3
Trojhelnikova
- 1 ant 8n2 @p3 ... amn
QR algoritmus
(21) (21) (21) (21)
P I TR
o 0 &y’ ay' ... &,
Givensovy rotace = asq asp as3 ... asp
QR iterace . . .
ant an2 anz ... @ann

o zde plati a%") = | /a2, + &2,

e v této vysledné matici budeme chtit nulovat prvek as4
pomoci prvniho fadku
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Oberhuber Givensovy rotace - priklad

@21) 21 @ (1)

TRy By Uy

0 a3’ ag’ ... &,

dzy azx d3 ... dsp
Mocninna metoda *
Redukéni metoda an 1 an 2 an?3 an,rl

e definujeme
Trojuhelnikova ( 21
metoda N
LR algoritmus 0(31) = %7 3(31) = —
QR algoritmus (21 2 (21) 2
Gramiv-Schmidtov (élﬁ )) + ag? (321 )) + ag?
ortonormalizaéni
R
s e a dale definujeme pfislusnou Givensovu rotaci
Givensovy rotace
QR iterace 31 31
Hessenbergovy QR C( ) S( )
iterace 1
_gB) 6
G(31) = 1
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojhelnikova
da

LR algoritmus

QR algoritmus
Gramiv-S
ortonormalizaéni
proces

Givensovy rotace
QR iterace
nbergovy QR

Givensovy rotace - priklad

e tuto transformaci nyni aplikujeme zleva na matici
G®@)A a dostaneme

G(31)G(21)A —

21 21 21
3 531 51 ) 352) 353)
1 0 42 42
—s81 c®) a3 Az ass
1 aai dq2 a43
1 an1 @dp2 angs

31 31 31 31

0o B B W

0 ap & 3

as E 343 aan

an,1 an2 an3 ... Aann

2
o aplati a8 = (aﬁ”) + a2,
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojdhelnikova
metoda

Givensovy rotace
QR it e

Givensovy rotace - priklad
e stejnym zpusobem pomoci Givensovych rotaci

G(41) = G(a41vaﬁ1))7
GOV = G(as,a}),
cM = G(a,y,a] "

eliminujeme prvky asq, ast, . . .

I al’l1

)

e pritom kazda transformace G/ méni pouze i-ty a j-ty

fadek matice
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Oberhuber Givensovy rotace - priklad

e dostavame tak vztah

G(N‘I)G(nf‘lﬂ) o G(Z‘])A —

L1 A A ,1
0 0 A
Mocninna metoda 0 3(2221) 3(231) o aé2n1)
Redukéni metoda 0 3(31 ) 3(31 ) a(31 )
2 3 B n
Wy iy )
0 a2 a3 s 8gp =
mooda 0 gD go-1n (n-1.1)
LR algaritmus an(1 ,12) anz1 ,13) e an(—1 ,1’1)
QR algoritm n, n, n,
Grz:v?jv—‘&:uhs"\:i’uv 0 a">2 an>3 e ann
ortonormalizaéni
‘p‘voces rq o N3 Mn
transform: 0 22" 220 g
Givensovy rotace 22 23 2n
QRite ye 0 3%21) a(?:?;) 3%31)
ieraci . n
2ssenbergovy QR 41) 41) 41)
0 a, a,, -
(n—1,1) (n—1,1) (n—1,1)
0 anf1,12 an—1,13 ce an—1,1n
U T

* kde jsme oznadili ry; := agl".”
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojhelnikova
metoda

LR algoritmus
QR algoritmus

Gramiv-Sc

ortonormalizacni
proces

Givensovy rotace
QR iterace

nbergovy QR

Givensovy rotace - priklad

1 2 rs HMn

0 afz‘) a(z?) a(22n1)
0 &80 )
R AL U U )
0 ) Al oA,
0 af,f'z’1) aff”;) oA

e nyni pomoci Givensovych rotaci

31 21
¢l = @&, &g,

41 32
G2 = Glap a4,

51 42
G = aEg", a5,
GOP = o,y

eliminujeme prvky 32321), aféz), . afg’w
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojhelnikova
metoda

LR algoritmus

QR algoritmus
Gramv-Schmidtav
ortonormalizaéni
proces

Ho:
transform;

Givensovy rotace
QR iterace

sssenbergovy QR

Givensovy rotace - priklad

e dostavame tak, ze

Gn,ZG(n—LZ) B

i n2
0 a?
0 0
0 0

=
=
)

o O o
o

0
0

g glhp —

<r1sz> L
n, n,
22 o %
(42) A
TR 9 _
( .1 ,2) ( —.1 2)
an: 123) nn(—12rs
n. n.
n,3 an
ns In
3 opn
(32) (32)
?42) )
a4n

(n 12) . a(n—14,2)

n 1,3 n—1,n
(n2) (n2)
an3 ann

e kde jsme oznaili ry; := azj
e podobné eliminujeme dalsi prvky pod diagonalou

2)
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojhelnikova

metoda

LR algoritmus

QR algoritmus
Gramav-Schmidtav
ortonormalizaéni
proces

Househ
transformace

Givensovy rotace
QR iterace

Hessenbergovy QR
iterace

1
2
3:
4
5

6:

9:
10:
11:
12:
13:
14:
15:

Givensovy rotace

: procedure GIVENSQR(A)

RUD =A

Q(11):H

fork=1,....n—1do
foriI=k+1,...,ndo

k) = U~ 1k)/\/(r}5ll(—1,k))2+ (rl(km,k))?

s A ()

™ pro i=j=Ivi=j=k,
stk pro i=kAj=]I,
Gf./k) =¢ —stk) pro i=Inj=k
1 pro i=jANi#kNi#l,
0 jinak

RUK) .— @UORI-1.H0)
Q /k) Q(/ 1,k) (G(/k )
end for
RUHA+1) . R(Kkn)
QU1+ . lhn)
end for
return Q" R

16: end procedure
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojthelnikova

Givensovy rotace
QR it e

Givensovy rotace

e celkové vytvafime fadové n® Givensovych transformaci

¢ ackoliv je aplikace Givensovy transformace maticovym
nasobenim, vime, Ze ale méni vzdy jen dva fadky
(sloupce) dané matice

¢ aplikace Givensovy rotace tak Ize snadno
implementovat se slozitosti O(n)
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojuhelnikova

Givensovy rotace
QR it e

QR rozklad

Ukazali jsme si tfi zpUsoby, jak ziskat QR rozklad
e Gramuv-Schmidtlv ortogonalizani proces
® je numericky nestabilni

® pouziva se v modifikované podobé v nékterych
metodach pro feseni soustav linearnich rovnic

® Householderovy a Givensovy transformace jsou
numericky stabilné;jsi

e ve v3ech ptipadech je sloZitost n®
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Oggmiier QR I’OZ klad

e ztratu ortogonality Ize pomérovat pomoci hodnoty

IT— QR
® |ze ukazat, ze plati (¢ oznacuje strojovou presnost
aritmetiky)
Algoritmus IT— Q||
Householderiv QR rozklad €
Givenslv QR rozklad €
Klasicky GS r(A)%e
Modifikovany GS k(A)e
Iteracni GS €
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Obernber QR algoritmus
QR algoritmus
e pro zadanou matici A € R™" konstruujeme tfi
posloupnosti
© {T®} , eRm
e {Q®} .7 € R™" ortogonalni matice
e {R(®},”, € R™ horni trojuhelnikové
® na pocatku volime

™™ = A,
QORM = 1M,
T® — RMQM

e obecné maji jednotlivé iterace tvar
QWRKW = 1)
THHD = RIOQH,
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Oberhuber QR algOrIthS

e plati tedy
RK) (Q(k))*‘ (k)

k) — ROQK) — (Q(k))‘1 RQING]

resp.

k) — (Q(O)Qm o Q(k)) "A (Q(O)Qm o Q(k))

pro k > 0 a tedy matice T(¥) je ortogonaln& podobna
matici A.

QR iterace
Hessenbergovy QR
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Oberhuber Konvergence QR algoritmu

Remark 37
QR rozklad je opét spojitou funkci prvki matice A, jak Ize
vidét napr. z Grammova-Schmidtova algoritmu.

Lemma 38
Existuje-li QR rozklad matice A¥ = QR pak plati

o = @Mp® . . . W,
RE = RORKD RO,

Dukaz.
Stejny jako u LR algoritmu. O
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Konvergence QR algoritmu

Theorem 39

Je-li matice A € R™" takova, Ze jeji viastni Cisla \; splriuji
A > [A2| > ... > |Anl,

pak posloupnost TK) konverguje k horni trojihelnikové
matici s vlastnimi Cisly \j na diagonale sefazené podle

velikosti. Je-li A symetrickd, pak T¥) konverguje k
diagonalni matici.
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojdhelnikova
metoda

Givensovy rotace
QR iterace
Hess:

ergovy QR

QR algoritmus

e klasicky pristup ke QR rozkladu vyZaduje v kazdém
kroku r® operaci

e ukazeme si tzv. Hessenbergovy QR iterace se
slozitosti n?
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Obernber Hessenberglv tvar matice

Definition 40

Matice v Hessenbergové tvaru je horni trojuhelnikova
matice, kterd ma navic nenulové prvky bezprostfedné pod
diagonalou.

Remark 41

Hessenberguv tvar je ziejmé nejjednodussi tvar, na ktery
dokazeme libovolnou regularni matici prevést podobnostni
transformaci, kterou Ize ziskat pfimym algoritmem.

Hessenbergovy QR

iterace
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Obernber Hessenbergovy QR iterace

Hessenbergovy QR iterace
e metoda vyuziva Hessenbergtiv tvar matice

* na zacatku metody pfevedeme matici A podobnostni

transformaci do Hessenbergova tvaru se slozitost
o(n®)

., e ukazeme, ze nasleduijici iterace Ize provadét se

slozitosti O(n?)

Hessenbergovy QR
iterace
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Obernuber Hessenberglv tvar

bud A € R™", odvodime podobnostni transformaci na
Hessenberguyv tvar

v prvnim kroku nulujeme prvky v prvnim sloupci na
fadcich3az n

definujeme X() := (apy,...,am)" € R™!

X +sian1(1) }|Y(1)"25(1) o

e H)?(U +signx{ ||, é(1)H2

: kde &(") je prvni bazicky vektor standardni baze
prostoru R~

Hessenbergovy QR

e O =1 — 2w (vT/“))T c RA-1n-1

—(1) 1 07 1
(5 8)( w)
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Oberhuber Hessenbergov tvar

e transformaci aplikujeme na matici A zleva

S AN ._ @(1) A —

a1 a2 a3 ... din
R e =1 (1) =) =(1)
R s 3(1) 3(213) e 3(21,7)

0 ay ay ... &,
(1) =(1) (1
o e 0 &, a3 - ann
Hessenbergovy QR

iterace

¢ dostaneme tak matici, jejiz prvni sloupec odpovida
Hessenbergovu tvaru, neni ale podobna matici A
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojhelnikova

metoda

LR algoritmus

QR algoritmus
Gramav-Schmidtav
ortonormalizaéni
proces

Houst
transf

Givensovy rotace
QRiterace

Hessenbergovy QR
iterace

Hessenberglv tvar

e nyni proto provedeme nasobeni matici

@(1))*‘ _ (@1))* _q®

zprava
[ ]
—(1)=(1 —~(1) A =(1
Al )Q( ) ::Q( )AQ( ) _
ay1 a2 a3 ... Aain
() =(1) =(1 (1
TEHE W
9 a3'2 ay; a?n ( oM ) =
0 &) &) ... an
a111 aﬁ%) 3513) as}) hi1 hio a%) ag}?
5&1) 3%12; 8%13; 3%1,7; hoq h(212) 3%13; a%n;
0 ap ay a, |=| 0 ap a3 ... &, [=H"
0 ag_% ag% anT), 0 ag% aﬁ,g ag},
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Hessenbergovy QR
iterace

Hessenbergulv tvar

dale budeme eliminovat prvky (& ... a\3)"

definujeme x(2) .=

2(2) . _ 5
[%@ + signx® %@, 82

X3 + signx1(2) H)_('(Z)

( (1) ())

]
) g 51%) 4

Hze n—2
ceR

)

kde &) je prvni bazicky vektor standardni baze
prostoru R"—2

Q@ =1 - 2w (W) T

Q

@ _

Lo =

c ]Ran,nfz

o= O
& o, o
[ B |
Il
RS
—
—
n
©
~
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Obernuber Hessenberglv tvar
e aplikaci zleva na matici H() dostavame

h11 h12 3513) as1n)
1 et hp ay &)
IR o A 40 |-

Q(Z) . . .

1) 41 1)

0 35772 an,s an,n
h11 h1 2 a%) a%:n;
A
| S
il;l;zzn’buevgovy QR O O a 4 3 a 4 n
o o0 al .. a)

e pro zachovani podobnostni transformace opét
provedeme vynasobeni zprava
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Obernuber Hessenberglv tvar

°
hy1 hyo ag:s) L. 3(1}7)
ol S AR
Mocninna metoda =(2) (1 )*(2) _ 0 a32 a33 a3n o
o QTHVQ™ = e 2@ 1 =
Redukéni metoda 0 0 a43 a4n Q(Z)
=2 =)
Trojthelnikova 0 0 an,S ann
Lo: "l\;[:)rr‘:tmlus hyy  hyo aﬁ%) aﬁi) hyy hio  hy 3 aﬁzn)
Sramav-Schmidtav 2 2 2
gnuusrmzhiasm h21 h22 8(23) aén) h21 h22 h23 agn)
proces _(2 P 2 2
ussholdaro 0 & a a) _| O he2 hs ay _ @
Givensowy ro 0 0 afé) agzn) ] 0 o0 afé) ag]) B
E:s::n:::vgovy QR . . .
iterace
0 o0 af% ..oal) 0 o0 affg aﬁf),

e takto postupujeme ddle, az matici prevedeme do
Hessenbergova tvaru
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Hessenbergovy QR

iterace

Hessenbergovy QR iterace
Hessenbergovy QR iterace generuji posloupnost matic
H®), které jsou v Hessenbergové tvaru
pro QR rozklad matice H(*~") stagi eliminovat pouze
n — 1 nenulovych prvkl pod diagonalou
k tomu staci provést n — 1 Givensovych rotaci

definujme
T k K
(@®) =c®,... .6
pak je
r
(@k)) HK-1) — j*)
a tudiz

HED = OR®K)
a z definice QR iteraci je

H® = ROQW = R® (o) T (%)) T
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Obernber Hessenbergovy QR iterace
Lemma 42
Vysledkem nasobeni
K K\ T K\
RS )<Gg )> (Gg—)1>

je opét matice v Hessenbergovu tvaru.

* celou iteraci se nam podafilo provést s O(n?)
operacemi

Hessenbergovy QR

* na konci mame opét matici v Hessenbergovu tvaru
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojuhelnikova

QR iterace

Hessenbergovy QR
iterace

Hessenbergovy QR iterace -
priklad
Ukazeme si Hessebergovy iterace opét na prikladu. Méjme
na matici H v Hessenbergove tvaru.

h11 hi2 3 e h1,n—1 hi.n
hoy hoo  hog e ho n—1 ho
0 hs has e hspn1  han
H= . .
0 o 0 hnf1,n72 hnf1,nf1 hnf1,n
0 ... 0 0 Pon1 oo

Nasim cilem je eliminovat prvky ho1, hsa, ..., hy n—1 pomoci
unitarni transformace, ¢imz tuto matici pfevedeme na horni
trojuhelnikovy tvar. Pouzijeme k tomu Givensovy rotace pro
eliminovani jednotlivych prvka.
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Obernber Hessenbergovy QR iterace -
priklad

e k eliminaci prvku hey pouzijeme Givensovu rotaci

21 g2
Mocninna metoda 21 21
Redukéni metoda 73 C
G*' = G?'(h21, hyy) = 1

EZ[{O\LEMNKN(Q 1
LR algoritmus
P e ta eliminuje nasobenim matice H zleva prvek hoy
e pomoci prvniho fadku

i hz2 g 1.n—1 N
Hessenbergovy QR O h22 h23 PR h21n,1 h2.l7

iterace

s

G2 — 0 hyp hiz ... hsn1  h3p

0 LR 0 hn—1,n—2 hn—1,n—1 hn—1,n
0 ce 0 0 hn,n71 hn n

s
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Oberhuber Hessenbergovy QR iterace -
priklad

e dale budeme eliminovat prvek hs, pomoci druhého
fadku matice, tj. Givensovou rotaci

Mocninna metoda 1
Redukéni metoda
c2 g
32 32
—S C
2 . __ 2 1y
Trojthelnikové
metoda
LR algoritmus
QR algoritmus

Gramiv-Sc d
ortonormalizacni
proces

Householderovy
transformac

e nasobenim matice G2'H zleva dostaneme

Givensovy rotace

QR iterace 1 hH2 N3 1 n—1 Ion
Hessenbergovy QR

e 0 ro oI Tfon—1 Ton
ey | @ 0 P Peaa e

0 e 0 hn—1,n—2 hn—1,n—1 hn—1,n
O . O O hn,n—1 hn,n
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojhelnikova
met

LR algoritmus
QR algoritmus

Gramiv-S
ortonormalizacni
proces

Givensovy rotace
QRiterace

Hessenbergovy QR
iterace

Hessenbergovy QR iterace -
priklad

e takto postupujeme déle, az nakonec eliminujeme prvek
hn.n—1 pomoci pfedposledniho Fadku matice
Givensovou rotaci

1
Gn,n71 . Gn,n71 h h1 _ ’
= (hn,n—1, n—1,n71)_ 1
32 g3
_g32 32
e nasobenim matice G" "2 G%2G2'H zleva
dostavame
i Rz 3 ... N[p Mn
0 ro 3 ... rpq 2.n
qnn-1 QRO2H = 0 3 ... r3p 3n

o
o
o

'n—1,n—1 I'n-1n
0 ... 0 0 0 Inn
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Oberhuber Hessenbergovy QR iterace -
priklad
¢ vS§imneme si, ze Givensovy rotace vzdy meénily jen dva
po sobé jdouci radky
* nyni je potfeba napocitat matici

e (6)] (e (o)

e transpozice Givensovych rotaci pouze méni znaménko
mimodiagonalnich ¢lend, vzor matice ale zUstava stejny

¢ jelikoz ale budeme nyni provadét nasobeni zprava,

budou Givensovy rotace manipulovat se sloupci matice

QR iterace

Hessenbergovy QR
= R

Trojthelnikova

e provedeme to opét postupné
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojhelnikova
metoda

LR algoritmus
QR algoritmus

Gramv-Schmidtav

ortonormalizacni
proces

Givensovy

QR iterace

Hessenbergovy QR
iterace

Hessenbergovy QR iterace -
priklad

e dostavame

;
R(6?) =
iy 2 ns ... N1 M.n 2l g2t
0 rp 3 ... Ip 2,n 21 21
s c

0 0 rm3 ... f3p1  f3p 1 _
0 0 0 'n—1,n—1 In—1n 1
0 00 0 1o

hiy T2 n3 ... fa1 A

hY, Too 3 ... 1 fop

0 0 rm3 ... f3p1 f3n1

0 S 0 0 rn—1,n—1 rn—1,n

o ... 0 O 0 I'n.n

e Givensova rotace (G21 ) T pracuje pouze s prvnim a
druhym sloupcem matice R

e dllezité je, Ze jediny novy nenulovy prvek mlze
vzniknout na pozici prvku h},
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojhelnikova
met

LR algoritmus
QR algoritmus

Gram(v-! dtiv
ortonormalizacni
proces

Hot
transf

Given

y rotace
QR terace

Hessenbergovy QR
iterace

Hessenbergovy QR iterace -

e déle provedme nasobeni matici (G32) " zprava

() (@)

hly Tz ns 1,01 I.n
hly Too I 2,01 fo.n
0 0 rs r3,n—1 I3.n
0 ... 0 O ro1p1 TIn—1p
o ... 0 0 0 I'n,n
1o 7
hyy hip s M,n-1
o1t 7
21 h22 ra3 r2,n—1
22
h3p Tas I3,n—1
0 ... 0 0 rpqns
o ... 0 O 0

e tato Givensove rotace pracuje opét pouze s druhym a

r14,n
r27n
I3n

rn—1,n
I'n,n

c32
32

priklad

_g32
c32

tfetim sloupcem matice R (G21)T, novy nenulovy prvek
tak mGze vzniknout pouze na pozici prvku h;2
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Oberhuber Hessenbergovy QR iterace -
priklad

e jako posledni krok provadime nasobeni matice
R (621 ) T (Gsz) L (Gn—1,n—2) T matici (Gn,n—1)T

L]
Mocninna metoda T T T T
Redukéni metoda R (G21) (G32) .. (G”"v”’2> (G”v”’1) =
1 JJE
hiy hip T13 ... rHna ".n 1
1 17z

Trojhelnikova h21 h%z 523 s 2,n—1 2,n—1
metod 0 hyp Taz ... f3n1 I3nd
LR algoritmus : ) . . 1 —
QR algoritmus . : X
Gramuv-Schmidtav 032 —332
st 0 ... 0 0 fyptp-1 In-1n 32 032
e o ... 0 O 0 'nn
i 1 1 1 1 1
Givensovy rotace h1 1 h12 h13 . h1 1 h1 "
QR iterace h h h . h h
Hessenbergovy QR 21 %2 %3 2,n—1 %-,’7
ferace 0 hip hig ... h,, B,

0 0 0 A h!

e n—1,n—1 n—1,n
o ... 0 O h‘m 1 h .
e vidime, Ze vysledna matice je opét v Hessenbergové
tvaru
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Mocninna metoda

Redukéni metoda

Trojdhelnikova

QR iterace

Hessenbergovy QR
iterace

Vypocetni studie

e metody pro vypocet kompletniho spektra jsou
implementovany v programu eigenvalues

——input-file — vstupni soubor s matici
--method — pouzitad metod

® triangular, lr, gr, gr-hessenberg
--max-iterations n — maximalni mozny pocet
provedenych iteraci
--convergence-residue r — hodnota kritéria pro
zastaveni vypoctu
—-—verbose n

® nastavuje Uroven vypisovanych informaci v prdbéhu

vypoctu
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Tomas Shrnuti a otazky

Oberhuber

e CasteCny problém vlastnich Cisel
* mochinna metoda
® jak v praxi zarucit jeji podminky konvergence?
e * jak napogitat nejmensi vlastni &islo?
® redukéni metoda
¢ Uplny problém vlastnich Cisel
* trojuhelnikova metoda
* LR algoritmus
* QR algoritmus
¢ Grammuv-Schmidttiv ortogonalizac¢ni proces
* Householderovy transformace
[ ]
[ )

Givensovy rotace
Hessenbergovy iterace

Shrnuti a . P
otazky * na ¢em zavisi rychlost konvergence?

¢ jak konvergenci urychlit?
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