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Oberhuber Polynomidlni aproximace
Numericka
interpolace
funkei
* v numerické matematice ¢asto pracujeme s funkcemi,
které nelze vyjadrit analyticky
* nelze je tedy vyjadrit pfesné, ale Ize je alespon
aproximovat
¢ nékdy zase zname nékterou zavislost jen z
experimentu tj. zname funkéni hodnoty jen v nékolika
bodech

e pro svou jednoduchost se nejcastéji voli polynomialni
aproximace

2/29



Tomas

ey Lagrangeuv polynom

Lagrangetv

polynom ¢ jednou moznosti by byl Taylorav polynom
e problém je v tom, Ze ten potfebuje znat derivace
pomérné vysokych fadu
* méfeni derivaci experimentalné je ale velmi slozité az
nemozné

e vétSinou naméfime pouze funkéni hodnoty, ale zato v
nekolika riznych bodech

* misto Taylorova polynomu proto pouzijeme
Lagrangetiv polynom
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Lagrangetv
polynom

Lagrangeuv polynom

Matematicka formulace problému

Remark 1

Bud'f : R — R funkce jejiz hodnoty zname ve vzajemné
ruznych bodech xy < xy < ... < x,. Hledame polynom
Ln(x) co nejniZsiho stupné tak, aby platilo

Lo(x;)) = f(x;) pro Vi=0,...,n.

Za vhodnych podminek by mohlo platit, Ze L,(x) bude
blizko f(x) i v ostatnich bodech. Odhadujeme-Ii hodnotu f
mezi body Xy, . . . , Xn, jde o interpolaci jinak jde o
extrapolaci.

4/29



oot Lagrangelv polynom

Oberhuber

Remark 2
Lagrangesv Proi=0,...,n definujeme polynomy

polynom

n

X — Xj
=11 =%
X,‘—Xj

j=0#i

pro které plati
li(x) = dj-
Lagrangelv interpolacni polynom je definovan jako

La(x) = > f(x)li(x).
i=0
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Obernuber Lagrangelv polynom
Lagrangetv
polynom
Theorem 3
Bud'f: R — R abody xg, ..., Xn € Ds. Pak existuje prave

jeden interpolacni polynom P stupné n spiniujici

P(x;) = f(x;) pro Vi=0,...,n.
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Lagrangetv
polynom

Lagrangelv polynom

Example 4

Napoditejte Lagrangelv interpolaéni polynom pro funkci f
se znalosti funkénich hodnot f(—1) =1,f(0) =0,f(1) = 1.
Reseni:

Jetedyn=2axg=-1,x1=0,x=1.

Daéle plati
b(X)= %2 = x(x—1),
h(x)= 22772 =—(x+1)(x-1),
b(x)= 322700 = Ix(x +1).

a

1

Lo(x) = zx(x = 1)+ 0[—(x + 1)(x — 1)]+1§x(x+1) = x2.

2

Example 5
Napodcitejte Lagrangelv interpolaéni polynom pro funkci f
se znalosti funkEnich hodnot f(—1) = 1,f(0) =1, f(1) =1.
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Lagrangetv
polynom

Remark 6

Definice Lagrangeova polynomu neni pro vypocet pfilis
vhodna. Pro kazdé nové x potfebujeme znovu napocitat
li(x). Jmenovatele na x nezavisi, ale Citatele ano tj. musime
pfepoditat n? ¢lend. UkdZeme si, jak tento polynom
napocitat efektivnéji. PouzZijeme Newtonovu interpolacni
formuli.
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Pomérné
diference

Lagrangeuv polynom -
Newtonova formule

Definition 7
Bud f: R — R abody X, ..., X, € D;. Pomérné diference
(divided differences) prvniho fadu jsou podily typu:

o] = =100

f(xn) — f(Xp—
R

Pomérné diference k-tého fadu jsou podily typu:

X1, Xivk] — FIXG, - - s Xipk—1]
Xivk — Xi

f[Xi,...,Xi+k] =
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Pomérné
diference

Lagrangeuv polynom -

tonova formule

Ne
Pomérné diference napocitavame po é{gupcwh v
nésledujici tabulce:

Xo
X1
X2

X3
X4

Xn—4
Xn-3
Xn—2
Xn—1

f(Xo)
f(X1)
f(x2)

f(x3)
f(Xa)

f(Xn—4)
f(Xn-3)
f(Xn,Q)
f(Xn-1)
f(xn)

f[Xn—5, Xn—4]
f[Xn—4, Xn_3]
f[Xn—3, Xn_2]
f[Xn—2, Xn—1]
f[Xn—1, Xn]

flxo0, X1, X2]

f[X1 ) X2, XS]
f[X27 X3, X4]

f[Xn—6, Xn—5, Xn—4]
f[Xn—5, Xn—4, Xn—3]
f[Xn—4, Xn—3, Xn—2]
f[Xn-3, Xn—2, Xn—1]
f[Xn—2, Xn—1, Xn]

f[X07X1,...

k] Xn]
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Obernuber Lagrangetv polynom -
Newtonova formule

Pomérné
diference

Theorem 8
Pro pomerné diference k-tého rfadu plati

itk
f(x;
Xy Xiek] = Y %)

T .
j=i H:ﬂ:i,m;ﬁj(xf — Xm)
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Obernuber Lagrangetv polynom -

Newtonova formule
e pro n> 1 plati

Ln=Lo+(Ly —Lo)+ (Lo — Ly) +...(Ln — Lpn—1)

Ly — Lx_1 jsou polynomy stupné nejvySe k-tého a uzly
o X0, X1, . .., Xk_1 jsou jeho kofeny
plati tedy

Li(X) = Lk—1(X) = A(X — Xo) (X — X1) ... (X — Xk—1)

aA= f[Xo,...,Xk] tj

La(x) = f(xo) + f[x0, x1](x — x0) +
flXo0, X1, X2] (X — Xo) (X — X1) + ... +
flxo, .-, Xn](X — X0) - .. (X — Xp_1)
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Newtonova
formule

Lagrangetv polynom -

Newtonova formule
Example 9
Pomoci Newtonovy formule napocitejte Lagrangetv
interpolaéni polynom pro funkci f se znalosti funkénich
hodnot f(—1) = 1,f(0) = 0, f(1) = 1 za pfedpokladu, ze f je
dostatecné hladka.

Reseni:
f[Xo,X1] = %:717
flxi, %] = %:17
flxo. x1, %) = Maelboxl o
A tedy
Lo(x) = f(xo0) + f[xo, x1](x — Xo) + f[X0, X1, Xe](X — Xo) (X — X{)

= 1-1(x—Xxp) + 1(x — X0)(X — x1)
= 1—(x+1)+1(x+1)x

= x2
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Obernuber Lagrangetv polynom -
Newtonova formule

1 void dividedDifferences( const double nodes[ n+1 ],
2 const double fx[ n+1 ],
3 double differences[ n+1][ n+1 ] )
4
5 for( int i = 0; i <=n; i++ )
6 differences[ i ][ 0 ] = fx[ i ];

Newtonova ; for( int j =1; j <=n; j++ )

iyt 9 for( int i = j; i <=n; i++ )
10 differences[ i ][ j ] =
11 ( differences[ i ][ j—1 1] —
12 differences[ i—1 ][ j—1 1] ) /
13 ( nodes[ i ] — nodes[ i—j ] );
14 }
15}
16
17 double newtonFormula( const double nodes[ n+1 ],
18 const double differences[ n+1 ][ n+1 ],
19 double x )
20 {
21 double value = 0.0, product = 1.0;
22 for( int i = 0; i <=n; i++ )
23
24 value = value + differences[ i ][ i ] * product;
25 product = product = ( x — nodes[ i ] );
26 }
27 1}
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Chyba
aproximace

Lagrangeuv polynom - chyba
aproximace

Theorem 10

Bud' Iy, € Dy nejmensi interval takovy, Ze

X, X0, X1,...,Xp € Iy af manaly derivaci fadun+1. Bud' L,
Lagrangelv interpolacni polynom pfFislusny k funkci f a
bodum xg, X1, ..., Xn. Pak existuje £ € Iy takové, Ze

f(n+1)(§)

Rn(x) = f(x) — La(x) = m

wn(X),

kde
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Chyba
aproximace

Lagrangeuv polynom - chyba
aproximace

Remark 11

K vypoctu Lagrangeova polynomu nepotfebujeme znat
Zadnou derivaci funkce f. Pokud ale neexistuje n + 1
derivace funkce f, pak L,(x) vibec nelze povaZovat za jeji
aproximaci.
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Obernber Lagrangeuv polynom - fad
aproximace

Definition 12 5
Bud' Hy, okoli bodu xp a funkce f, g : Hy, = R. Rekneme,
Chyba Ze funkce f aproximuje funkci g na okoli Hy, s presnosti
aproximace fadu r, pravé kdyz plati
f(x) — 9(x)|

lim 22— ¢
X=X |X = Xol

kde C je kladna nenulovéa konstanta.
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Obernber Lagrangelv polynom - chyba

aproximace
Remark 13
Zapiseme-li chybu ve tvaru
D (E(x))
Rn(x) = f(X)—Ln(x) = ———222(x—Xg) (X—X1) . .. (X—Xp),
Chyba ! " (n+1)!
aproximace
vidime, Ze
(n+1)
o o))
x50 X — Xol B
1 (E(x0))

(Xo — X1)...(Xo — Xn)

(n+1)!

a podobné pro X1, ..., Xn.
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Obernuber Lagrangetv polynom - fad
aproximace
To znamena, Ze:
e Lagrangeuv polynom je dobrou aproximaci funkce f
jen na urcitych okolich bod x;.
e |Lagrangeuv polynom na téchto okolich aproximuje fci. f
s presnosti prvniho fadu nezavisle na volbé n.
Chyba ¢ \Volba vyssiho n ma smysl jen tehdy, pokud je
aproximace |f(M1)(x)| = 0 nebo alespori velmi malé na Iy. Pak je f
bud’ polynom nebo funkce blizka polynomu. Pokud
ne, dochazi k tzv. Rungovu jevu.
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Rungtv jev

Lagrangelv polynom - Runguv
jev

Remark 14

Runguv jev popisuje situaci, kdy pfi konstrukci Lagrangeova
polynomu volime stale vice uzlovych bodi a tim padem i
vy$8si n. Oc¢ekavali bychom, Ze chyba interpolace se bude
zmensovat, ale mize tomu byt praveé naopak. Tento jev je
Zptisoben clenem wp(x) ve vyrazu pro chybu interpolace a
jde o vyrazné oscilace Lagrangeova polynomu blizko

krajnich uzli xy a xp,.
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Rungtv jev

Lagrangelv polynom - Runguv
jev

Example 15

Méjme funkci
1

~ 11 25x2

na intervalu < —1,1 > a ekvidistantné rozlozené uzly
X0, X1,...Xn

f

2i
Xi=—— 17
n
proi=0,...,n. Lze ukazat, ze plati

lim < max \f(x)—Ln(x)]> = oo

n—oo \ —1<x<1
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Obernuber Lagrangelv polynom - Runguv
jev

Rungtv jev

-0.4 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

e Cervené je zobrazena puvodni funkce f
e modfre je zobrazen polynom Ls(x)
¢ zelené je zobrazen polynom Lg(x)
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Rungtv jev

Lagrangeuv polynom

Jsme ve sporné situaci:
e |Lagrangeuv polynom je obecné dobrou aproximaci
pouze na okolich zadanych uzll xg, . . . Xn.

e Pfidanim dodate¢nych uzli se ale zvysi n a diky
Rungovu jevu se celkova chyba aproximace mize
zvysit.

Resenim je interpolace po éastech, kdy fci. f na daném
intervalu aproximujeme nékolika Lagrangeovy polynomy
nizSich stupnud nez n.
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Obernuber Lagrangetv polynom -
interpolace po ¢astech

e interval (xg, X,) rozdélime na nékolik podintervald

* na kazdém podintervalu konstruujeme Lagrangeuv
polynom jen s pomoci uzll x;, které se nachazi v
daném podintervalu

e pokud jsou krajni body podintervalll tvofeny nékterymi
ze zadanych uzli a pokud na podintervalech

Saotan konstruujeme polynom alespori prvniho fadu, je

vysledkem aproximace spojitou funkci, obecné vSak ne
diferencovatelnou

Chceme-li provadét hladsi navazovani, je potfeba pouzit
tzv. Hermitovy polynomy.
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Hermitova-
Birkoffova
interpolace

Hermitova-Birkoffova
interpolace
Definition 16
Méjme funkci f : R — R, ktera ma na intervalu | C Dy

alespon M derivaci. Méjme vzajemné razné uzly
Xo, - - -, Xn € | a méjme dany

&) (x)

proi=0,...n,k=0,..., m,kde mje Nam; < M.
Definujme ¢&islo N = >°7_,(m; + 1). Pak existuje pravé jeden
polynom stupné N — 1 zvany Hermittv interpolacni
polynom, ktery spliiuje

H,(Vk,)1 (x;) = % (x),

proi=0,...,nak=0,...,m,.
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Hermitova-
Birkoffova
interpolace

Hermitova-Birkoffova

interpolace

Remark 17
Polynom Hk )1 Jje definovan jako

HN 1 X) sz(k XI)LIk

i=0 k=0

kde Lj je Hermitav charakteristicky polynom stupné
N — 1, pro ktery plati

d° (1 i=jAk=p
ook (Xj)_{ 0 jinak ’

a je definovan jako

L) = 00— 3 K906 Lk (x).

k=j+1

n
H X )™
Xj — Xk '

k=0,k#i

lj(x) =
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Hermitova-
Birkoffova
interpolace

Hermitova-Birkoffova
interpolace

Theorem 18

Bud’ x € R, Iy bud’ nejmensi interval obsahujici uzly

Xo, - - -, Xp @ bod x. Necht f ma na intervalu |, derivace do
fadu N. Pak pro chybu interpolace plati,

(N)
100) ~ H () = S,

kde ¢ € Iy, Qn (X) = (x — Xg)™H1 ... (x — x,)™+1,
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Interpolace v
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Interpolace v R”

Remark 19
Méjme body (X0, o), (X1, Y1), -, (Xn, Yn) € R? @
predpokladejme, Ze vSechna x; a y; proi = 0,1,...,n jsou

ruzna. Pak mizeme definovat bazické polynomy

j=tzi X
Ty
Piyy = I =—2
g T

Lagrangelv interpolacni polynom pak ma tvar

n
L) = 57 (i )P (y).
i=0,j=0
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e Lagrangeuv polynom - konstrukce, existence a
jednoznacnost

¢ Newtonova formule

e chyba aproximace

¢ Pokud sestrojim polynom L,(x) k funkci f, ktera
neni diferencovatelna, co Ize Fici o tom, jak L4(x)
aproximuje ?

¢ Jaky je fad aproximace funkce f Lagrangeovym
polynomem?

¢ podle ¢eho volit stupen Lagrangeova polynomu

e interpolace funkce po ¢astech a navazovani
Lagrangeovych polynomtu

Inerpolace v e interpolace s vy§§im fadem presnosti
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