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https://www.youtube.com/watch?v=ZsNd9PpR8EI&t=1835s

Obernuber Trojuhelnikova metoda
Bud A € C"", feSime Glohu nalezeni vSech vlastnich Cisel
a vlastnich vektorud této matice.
Trojuhelnikova metoda
i e konstruujeme dvé posloupnosti
S  {L},” € €™ dolni trojuhelnikové s jednitkami na
diagonale
e {RW} " € €™ homi trojuhelnikové
e L volime libovolng (napt. I)
o LM a R(M ziskame rozkladem matice AL tj. plati

LOORM = ALO
e 1L.() je dolni trojuhelnikova s jednickami na diagonale

e R je horni trojuhelnikova
e obecné pocitame iterace tvaru

LKEDREHD) — AT,k

e L&+ je dolni trojuhelnikova s jednickami na diagonéle
e R*+1) je horni trojuhelnikova
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Remark 1
Pokud ukdzeme, ze LX) — I aR(¥) — R, pak plati

AL =LR = A = LRL™’

;s v

a jde tedy a podobnostni transformaci a vlastni ¢isla matice
A najdeme na diagonale matice R.
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Trojuhelnikova metoda
Remark 2

Jak vypoditat viastni vektory? Resime nejprve rovnici

(R—- ALy =o0.

Z tvaru matice R — \I (horni trojuhelnikova s 0 na diagonéle
na i-tém radku) snadno vidime, Ze

0 j<i
1 j=i
J

Vi = L
Dok Virk >

=1
lj—x

nebot pro j > i musi platit

-t ,
> Yihik+y] (=) =0.
k=i

JelikoZ matice R, je matice A vyjadrena v bazi dané sloupci
matice 1L, plati, Ze vlastni vektory matice A jsou

X =Ly
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Obernber Trojuhelnikova metoda

Trojuhelnikova
metoda

LR algoritmus

¢ 1.9 Ize volit libovoln&, nemusi byt ani doini
trojuhelnikova
¢ diky tomu ma metoda samoopravujici schopnost
* pokud bychom nékdy napoéitali LX) $patné, Ize ho bréat
jako nové LL(®
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Existence LU rozkladu

Remark 3

Obé metody jsou postaveny na pocitani LU rozkladu. Ten
ale existuje jen pro silneé regularni matice. V prvni iteraci
musime predpokladat, Ze toto je spinéno. Pripomerime si
navic vzorce pro vypocet LU rozkladu:

j—1
/I'j = agj— Z /,-kukj proj < i
k=1
i—1
uj = (aj— Y lkukg)/lj proi < j
k=1

Z nich vidime, Ze prvky matic I. a U zavisi spojité na
prvecich matice A. Pokud tedy matici A zménime jen malo,
bude LU rozklad opét existovat.
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Existence LU rozkladu

Theorem 4

Necht matice A je silné regularni tj. existuje jeji LU rozklad.
Bud’ matice E takova, Ze || E|| je dostatecné malé. Pak
existuje i LU rozklad matice A + E.

Theorem 5

Necht A =1+ E, kde ||E|| je malé. Potom existuje rozklad
A = LR, kde L je doini trojuhelnikova s jednickami na
diagonale a R je horni trojuhelnikova. Plati-li, Ze pokud
|E|| =0, pakL - TaR — 1.
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Konvergence trojuhelnikové
metody

Theorem 6
Pokud existuje trojuhelnikovy rozklad matice
AKLO) = LORK) | pak plati

Lk = Lk,
RO = REORKE-D RO

Dlkaz.
Video na Youtube ]

Remark 7
V dikazu konvergence budeme zkoumat matici AKTL().
Odvodime, kdy existuje jeji LU rozklad AKTL(OO) = £(KRK),
Jelikoz plati, ze LK) = £k dokazeme-li, 2e L) — L,
bude platit i L) — 1L. Pak jiZ Ize i dokézat, Ze R(K) — R,
¢imz mame vysetfenou konvergenci trojuhelnikové metody.
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https://www.youtube.com/watch?v=zv2SlnIFAJk

Tomas

Oberhber Konvergence trojuhelnikové

metody

Theorem 8
I Necht matice A € C™" je regularni a ma vsechna viastni
S &isla jednondsobné a rizné v absolutni hodnoté tj. existuje
reguldrni matice X, 2e A = XDX ', kde
D = diag{\i,... \n} pro|A1| > |Xo| > ... > |\n|. Déle
pfedpokladejme, Ze pro dostatecné velké k existuji LU
rozklady matic AL(®) a necht déle existuji LU rozklady
matic X a X~ 'IL(O). Pak posloupnosti matic L.*K) a R z
trojuhelnikové metody konverguji a na diagonale matice R
je spektrum matice A sefazené sestupné podle velikosti v
absolutni hodnote.

Dukaz.
Video na Youtube |

Remark 9
Pro konvergenci za jinych podminek Ize nahlédnout do
skript doc. Humhala.
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https://www.youtube.com/watch?v=c0r0Acf8Yt0

Oberhuber LR algoritmus

LR algoritmus
® konstruujeme tfi posloupnosti

Tiojuhelniova b {A(k)}io:1 S (Dn’n
i slortmis o {]i(k)}:o € C"" dolni trojuhelnikové s jednickami na
=1
diagonale

. {]f{(k)}:o1 e ©"" horni trojuhelnikové
® na pocatku volime

AN = A,
rORM = A0
A — RMOFM
® obecné maji jednotlivé iterace tvar
LORK — Ak
Ak — REFK)
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Remark 10
Z uvahy

A1)

plyne, Ze pokud posloupnost { A)},” - konverguje k horni
trojuhelnikové matici, budou na jeji diagonale viastni Cisla
matice A.
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Oberhuber LR algoritmus

R * ma mens$i naroky na pamét nez trojuhelnikova metoda
e * trojuhelnikova metoda potfebuje pracovni pole pro
napocitani LU rozkladu, pro vysledek souginu AL®) a
pro matici A
® LR algoritmus potfebuje pracovni pole pro LU rozklad a
napoé&itani souginu ROL®)
® | R algoritmus nema tak dobrou samoopravujici
schopnost, takze vlivem numerickych chyb mdzeme
ziskat Spatné spektrum
® nepamatuje si matici A
® nekonverguije pro libovolnou pocateCni matici, tou je zde
matice A na rozdil od trojuhelnikové metody, kde ji byla
libovoln& matice IL(
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Konvergence LR algoritmu

Theorem 11
Existuje-li trojuihelnikovy rozklad matice Ax = LORK) | pak
plati

£k — fOOE@  fk)
R0 _ REORED RO

Dukaz.
Video na Youtube O
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https://www.youtube.com/watch?v=XIikZzci02I

Oberhuber Konvergence LR algoritmu

L Remark 12
s Pokud v trojiihelnikové metodé volime L© = 1, pak je
AKLO) = Ak a musi platit

LW Lk~ fOR@ 10,
R0 Z RORE-D  RM = REORKED RO,

t.
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Remark 13
Z konvergence trojuhelnikové metody LK) — 1L a
R® — R, plyne

AW = FORK) — (IL(H))_1 LORK  L-'LR =R,
tj. matice A%) z LR algoritmu skute&né konverguje k horni
trojuhelnikové matici. Na diagonale ma viastni ¢isla matice

A serazené sestupné podle velikosti v absolutni hodnoté (to
uz jsme ukazali).
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Oberhuber Konvergence LR algoritmu

metoda

Nyni jiz mGzeme v8e shrnout ve formé nasledujici véty:

Theorem 14

Necht matice A € C™" je regularni a diagonalizovatelna a
predpokladejme, Ze trojuhelnikova metoda konverguje s
volbou I.(O) = 1. Pak LR algoritmus konverguje také, a plati,
Ze posloupnost A%) konverguje k horni trojihelnikové
matici s hlavnimi ¢isly matice A na diagonale sefazenymi
sestupné podle velikosti v absolutni hodnote.
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