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https://www.youtube.com/watch?v=P7Fe8f9ibyU

Tomas
Oberhuber

QR rozkl;

QR algoritmus

Remark 1

Velkou nevyhodou LR algoritmu je jeho spatna numericka
stabilita zejména pfi aplikovani na velké matice. Proto byl v
roce 1961 J.G.F. Francisem navrZzeny QR algoritmus.
Funguje stejné jako LR algoritmus, ale misto LU rozklad
napocitava QR rozklad, tj. rozklad na unitarni a horni
trojuhelnikovou matici.

Omezime se nyni pouze na realné matice.
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QR rozkl;

QR rozklad

Theorem 2

Bud' A € R™" regularni matice. Pak existuje rozklad

A = QR, kde matice Q je unitarni aR je horni
trojuhelnikova. Pokud budeme predpokladat, Ze diagonalni
prvky matice R jsou kladné, pak je tento rozklad
jednoznacny.

Dukaz.
Video na Youtube L]
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https://www.youtube.com/watch?v=kI75hBqWzS0
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QR rozklad

Gramuv-Schmidtiv

ortonormalizaéni
proces
Householderovy

transf

Givensovy rotace

Vypocet QR rozkladu

Existuji tfi zplsoby, jak napocéitat QR rozklad:

e Gramuv-Schmidtlv ortonormalizaéni proces
® Video na Youtube

e Householderovy transformace
* Video na Youtube

e Givensovy rotace
¢ Video na Youtube
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https://www.youtube.com/watch?v=SjdDpd1ifkg
https://www.youtube.com/watch?v=nkxoJ5X_GGQ
https://www.youtube.com/watch?v=5sR3dsH_ipo
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GramuUv-Schmidtlv

ortonormalizaéni proces
e jde o algoritmus, ktery prevede linearné nezavislé
vektory X(1) ..., X(" na mnozinu vektora g, ..., g,
které jsou vzajemné ortonormalni a tvofi bazi stejného
prostoru jako plvodni vektory
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Oberhuber Gramuv-Schmidtav
ortonormalizacni proces

. procedure GRAMMSCHMIDTKLASICKY(X(D) ..., X(")
: D =@ = —F".—0
r' = ||X(”H
5,(1) 1 5(1)

ortonormalizaéni
proces

1
2

3

4

5:

6: Gik) .= k)
7 fori=1,...,k—1do
8 (k) (q(f) x(K))

9 q(k) = glk) — I_(k)q(i)
0

1

10: end for
11: r,Sk) =

3(k)”

12: g .= o q(k)

13: end for

14:  return [@D, ..., g, [F), ... F"]

15: end procedure
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QR rozklad

Gramuv-Schmidtav
ortonormalizaéni
proces

Givensovy rotace

Gramuv-Schmidtav
ortonormalizaéni proces

e pro lepS$i numerickou stabilitu se pouziva modifikovany
G.-S. ort. proces
1: procedure
GRAMMSCHMIDTMODIFIKOVANY(X(D ... X(7)

2 A .=F) .= =F".=0
1 .

s 0= 70,

4 g .= Lz

5 fork =2 ,ndo

6 gt .= xk)

7 fori=1,... k—1do
8 G <C-"(i) )

9 q(k) = a(k) — r(k)q(’)
10 end for
11: r,Ek) = 6(’()H2
12: G .= ﬁé(k)

k

13: end for
14: return [GM),..., M), [FD), ... F")
15: end procedure
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Oberniber Gramuv-Schmidtav
ortonormalizacni proces

Gramuv-Schmidtav
ortonormalizaéni

s e for cykly v proménnych k a j tvofi fadové n? iteraci, do
’ nich vnofené fadky 8 a 9 maji slozitost O(n), celkem je
tedy slozitost O(n?)
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Oberhuber Gram OV'SChmldtGV
i s ortonormalizaéni proces
Theorem 3

proces
Bud' A € R™" regularni matice. PoloZme v
Gramove-Schmidtoveé ortonormalizacnim procesu vektory

X . X" rovny jednotlivym sloupcum matice A, t.
XD =aq,.... X" = a,. Pak Ize psat
My hHz2 ... N#p
. . o ... Iop
(@i,...,an) = (q“),...,q(”)) B
I'nn

tj. A = QR, kde Q je unitarni a R je horni trojuhelnikova
matice (s kladnymi prvKky na diagonale).
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He holderovy
transformace

nsovy rotace

Householderovy transformace

Pfipomeneme si:

Definition 4
Householderovou reflekéni matici (elementarni unitarni
matici) nazveme kazdou matici H; tvaru

Hy =1-2ww*,

w

kde w je Householdertv vektor, pro ktery plati
[y =/ (w, W) = 1.

11/43



Tomas
Oberhuber

QR rozklad

p
Householderovy
transformace

Givensovy rotace

Householderovy transformace

Theorem 5
Necht H; je Householderova reflekéni matice a v € C" je

libovolny vektor. Pak vektor HV je zrcadlovy obraz vektoru
v podle nadroviny

L={xec| @5 = (w.%) =0}

v tom smyslu, Ze splriuje nasledujici podminky:
. [Ha7] = 7]
° ]Hw\_/ + v elL
L4 (]Hw\_/ — \7) 1 L.

12/43



Tomas
Oberhuber

QR rozklad

p
Householderovy
transformace

Givensovy rotace

Householderovy transformace

Remark 6
Chceme-li pomoci Householderovy transformace

transformovat vektor X na vektor y, kde || X||, = ||¥||,, pak
volime L
W = #
¥ =71,

Pokud zvolime y = +||X|, €, pak ziskame unitarni
transformaci, ktera nuluje vsechny slozky vektoru X kromé
prvni.
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Householderovy transformace

QR rozl
G

H holderovy Remark 7
transformace

Givensovy rotace

Pokud by byla prvni sloZka vektoru X silné previadajici tj.

i~ 7

27

pak bychom pii Spatné volbé znaménka vektoru y mohli
dostat X — y velmi malé a délit témér nulou. Proto volime

y = —signxq “?“25(1)
4.
X + signxq || X||,, €

W= _——— T
1%+ signx [[x][, &,
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Oberhuber Householderovy transformace

® obecné, pokud pro k > 1 chceme zachovat prvnich
k — 1 slozek vektoru X a nulovat slozky k +1,...n,
s pouzijeme matici

nsovy rotace

*®) g
W _ (1
“ —< 0 @(M)’

kde Q(k) c Rn—k+1,n—k+1, ]I(k) c Rk_1’k_1 a
QW =1 - 2wk (W(k>) "

X0 4 signx(®) 3], &0

wk) —

)

[0+ signx® [z, &)

2
kde x(K) ¢ R"k*1 je vektor tvoteny poslednimi

n — k + 1 slozkami vektoru x a vektor (%) je prvni

vektor standardni baze prostoru R"—4+1.
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Obernber Householderovy transformace

e pro vektor y = Q)X pak plati,

Householderovy
transformace

ivensovy rotace

X pro j=1,...,k—1
. K) 12 .
yi= s1gnx1( )HX(k)H2 pro j=k
0 pro j=k+1,...n

¢ vhodnou aplikaci Householderovych transformaci na
sloupce matice A tak Ize eliminovat nenulové prvky
pod diagonalou

¢ jelikoz se vSe déje pomoci unitarnich transformaci,
ziskame unitarni pfevod na matici v hornim
trojuhelnikovém tvaru, tj. QR rozklad

e konkrétné si to ukdzeme na nasledujicim pfikladu
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Obernber Householderovy transformace -

pfiklad
Méjme matici A € R™". Vypocet QR rozkladu probiha takto:

pr
Householderovy

pardomice e volime X(Y) := A_; tj. prvni sloupec matice A
e dale volime

oy RO s [[70], 60
w =

[0+ signad 0 &0

kde 8(") je prvni bazicky vektor standardni baze
prostoru R"
® napocitame
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Householderovy
transformace

Givensovy rotace

Householderovy transformace -

priklad

® potom je
nmom
1) (1 1
e B D B
QA 0 ap &y gy |
0 A o) .
kde r¢ = —signx(") || ¥") |, (provadime unitarni

transformaci, ktera zachovava velikost ptivodniho

vektoru).
e nyni oznaCme

1 1
4 &
1)

3
(1)

A ._ | %2 s
N

a7 ay

(1)
1
ayy
0

ann
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Oberhuber Householderovy transformace -
mm priklad
Eiouseholderovy ° je tedy
B 1 n2 N3 In

0

(1) A— '
: AM
0

e podobnym zptisobem upravime nyni A1)

® postup je trochu podobny jako u Gaussovy eliminace
® volime

x3) = Ag),
tj. prvni sloupec matice A(Y) a je x(®) € R"!
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Obernber Householderovy transformace -
priklad

pr
Householderovy
transformace

e dale volime

o XD 4signx® |7, 62
w =

[%@ + signx® 5@, @

kde 8 je prvni bazicky vektor standardni baze
prostoru R~
® napocitame
Q@ =1 — 2@ (,,T,(z)> "

tJ Q(Z) c Rn—1,n—1
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Householderovy transformace -

Tomas
Oberhuber
priklad
e potom je
Givensovy otace rp I3 I ”%n)
2 2 2
0 dY ..
GOAM = | 0 & a7 ... a5,
0 42 42 . 42
kde oo = —Sian.I(z) H)_('(Z)HZ
e nyni oznatme
42 40 . 42
® .. (2)
A@ ._ | %3 B - G4y
_2 _2 . 22
3573) 3574) agm)
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Obernber Householderovy transformace -
priklad

e potom Ize psét

pr
Householderovy
transformace

Givensovy rotace

oo oz g ... [I2p
0

N A —

QA : A®)
0

e definujeme-li

—~@ (1 0T \ [ 1
Q "(5 Q(2)>_< Q(2)>’

pak tato transformace pfi nasobeni zleva zachovava
prvni fadek a je stale unitarni.
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Obernber Householderovy transformace -

QR rozklad

pr
Householderovy
transformace

Givensovy rotace

—(2)—=(1
o2qMa =

1
0
— 0

M1

r2

roo
0

e potom je tedy vidét, Ze plati

r2

rs3
o3

rs3
o3

(2)
®
3

E
ags)

rq
rog

A2

priklad
4 In
%) 8
2 2
RCRR
Yy n
£
n
Iop
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Oberhuber Householderovy transformace -
priklad
o V dal$im kroku definujeme:
S e 4@ = A g, x®) ¢ Rr-2
[ ]
o . 3) 1= =
i@ x) 4 s1gnx; HX(S)Hz 8

5+ signx® ), 80|

kde 8 je prvni bazicky vektor standardni baze
prostoru R"—2

o GO =120 (7¥) T c Rn-2.n-2

@(3) —

oo =
o= O

& o, o,
« ~ -
|
//

—
—
n
c
~_
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Obernber Householderovy transformace -

A dostavame tak:

Householderovy
transformace

Givensovy rotace —=(3)=(2)~(1 o
. o¥02gMa =

iy Rz 3 N4

0 2 3 ra

Q®| 0 o
P AG)
0 O
i Nh2 nl3 nHa
0 rp 3 ra
0 0 rm3 ra
o o o &Y

P ]
o o o a¥

a opét plati, ze rs3 = —signx{>) | X® |,

In
Iop
I3p

(3)
a4n

(3)

ann
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Grar nidtav

ortonormalizaéni
proces
Householderovy
transformace

Givensovy rotace

Householderovy transformace

¢ postup shrneme v nasledujicim algoritmu
* matice, které vznikaji tpravou plvodni matice A a
obsahuiji prvky oznacované jako rj a af} v algoritmu

oznadujeme jako R(*)
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Obernber Householderovy transformace

1: procedure HOUSEHOLDERQR(A)
e 22 RMW=A
ey a2 Q=1
o 4. fork=1,...,n—1do
5 X(K) = lR( ) (= sloéky k ...n k-tého sloupce )
ok <>+mgnx L E—
= [ 0],
7: QW =1 - 2w(k> (W) e R—k+1n—ks
8: @(k) = < 1o Q) ) e R™"
9: QU+ .= k)Q(k
10: R+ .= QURW
11: end for

122 return QM R(M
13: end procedure
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Obernber Householderovy transformace

e e for cyklus v proménné k vytvari fadoveé O(n) iteraci
¢ vnitfek tohoto cyklu obsahuje maticové nasobeni s

s Housholderovymi transformacemi

* ukazeme, ze to Ize provést se slozitosti O(n?) a tedy je
celkova slozitost O(n®)

28/43



Tomas

Oberhuber Householderovy transformace
R rozkag Aplikaci Householderovy transformace Hj na matici A Ize
provést takto

Householderovy
transformace

nsovy rotace

HyA = (1—2@W*)A=A—2@WA

= A-2w(A*w)"

Coz Ize algoritmicky zapsat jako:
1: procedure HOUSEHOLDERTRANSFORMATION(A, w)
2 Vi=A*w
3: B :=2wv*

4: H; =A-B

5 return H

6: end procedure
A zde ma kazdy krok slozitost O(n?). Slozitost celého QR
rozkladu je pak O(n?).
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Obernber Givensovy rotace

e Givensovy rotace jsou ortogonalni transformace, které
umoznuji eliminovat jednotlivé prvky vektoru X € R"

e ¢ pro dvojici indexu /, j a Uhel 6 je Givensova rotace

Givensovy rotace deflnovéna Jako

1

cos 6 sin6
G (i,),0) = )
—sind cosf

e pro vektor X € R" odpovida soucin y = G (i, /,0) X
rotaci sloZek (x;, x;) o Ghel # po sméru hodinovych
ru€iCek
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Obernber Givensovy rotace
- e plati tedy
Xk pro K#1i,j

Yk =1 CXi+ SX pro k=i
—SX;j+¢cX; pro k=]j

kde jsme pouzili znaceni s = sinf a ¢ = cos®.

® volbou
Xj X]
C=— S§=—"
\XE A+ xP \/XE A+ xP

pak bude y; = /X7 +x?ay; =0

* to odpovida rotaci o Uhel § = arctan —x;/x;

e pomoci Givensovych rotaci Ize postupné eliminovat
vS8echny prvky pod diagonalou a opét tak ziskat QR
rozklad
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Oberhuber Givensovy rotace - priklad
Méjme matice A € R™", ukdzeme vypocet jejiho QR
rozkladu pomoci Givensovych rotaci:
e v prnim kroku budeme nulovat prvni prvek v druhém
fadku (tj. asy), pomoci prvniho fadku
e volime tedy (horni index se vztahuje k soufadnicim
eliminovaného prvku matice)

Givensovy rotace

21) . aiq 21) . anq
ol )_:7,5( ) o %l

2 B 2 2
\/3114'3%1 ajy + asy
¢ a definujeme pfislusnou Givensovu rotaci

o) g1
_g@) 2
@@ .- 1
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Oberhuber Givensovy rotace - priklad

oRromas * vynasobenim matice A matici G(") dostavame

Gramuv

GCIA =
Givensovy rotace

C(21) 3(21) a1 a2 ays ... ain
—s@) (21 o1 dop do3 ... dop
1 a3 a2 a; ... asn
1 am dpn2 ans ... amn

(1) (1) _(21) (21)

T TR A

0 ay’ ay’ ... a,

= d31 daz2 dss asn

ant dn2  an3 ann

¢ 4(21) _ 2
* zde plati a5’ = |/ &3, + a2,

e v této vysledné matici budeme chtit nulovat prvek as4
pomoci prvniho fadku
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QR rozklad

Gramuv-Sch

ortonorr i

proces 0
Househ V)

transformace

Givensovy rotace

e definujeme

o3 .

Givensovy rotace - priklad

1) @1 1)
By By sy
8y 8y ... Gy

dzz d33 ... asp
an2 ap3 ... @nn

s@ .
\/ + as? \/ + as?

e a déle definujeme pfislusnou Givensovu rotaci

GBY .=

o(31) 531

_gB) 3
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QR rozklad

Gramuv-Schmidtiv

ortonormalizacni
proces

Givensovy rotace

Givensovy rotace - priklad

e tuto transformaci nyni aplikujeme zleva na matici

G®YA a dostaneme

G(31)G(21)A —
o(31) sB31
1
B s61)
1
1
31 31 31
o By
0 ap’ ag
a1 dgp  as3
ani  ap2 ang

2
e aplati a3" = (aﬁ”) + a2,

21
a§1 )

0
az1
as

@) (21
By 8
8y " A
dzx  ass
dq2 a43
an2 ans
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Oberhuber Givensovy rotace - priklad
o e stejnym zpusobem pomoci Givensovych rotaci

G(41) = G(a41vaﬁ1))7
GOV = G(as,a))).
cM = Ga,,a] ")

eliminujeme prvky asq, ast, . . . » @nt
e pfitom kazda transformace G(¥) méni pouze i-ty a j-ty
fadek matice
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QR rozklad

Gramuv-Schmidtiv

ortonormalizaéni
proces
Householderovy
transformace

Givensovy rotace

Givensovy rotace - priklad

e dostavame tak vztah

G(N‘I)G(nf‘lﬂ) o

0 a,, ay;
0 %31) %31)
1 gl
0 ) a43 )
i 1.1 1.1
0 51:112)) 351,7(113))
n. n
0 an,z anS
e o
o ag) &y
0 (?31) a(31)
1 g
0 ) 343 )
: 11 1.1
; a(""zw%) o
n, n
0 an,é n,3

* kde jsme oznaili ry; := agj )

G(Z‘])A —
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Oberhuber Givensovy rotace - priklad

v 1 2 rs HMn
0 &) L) L&
0 &y ay) .. oa)
A SRR CO R )
0 ary) aly) oar
0 af:;) aff”;) aff;f)

e nyni pomoci Givensovych rotaci

31 21
¢l = @&, &g,

41 32
cd = q(ay),ad®),

51 42
G = aEg", a5,
60 - )

eliminujeme prvky ag321), aféz), ... afg’w
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QR rozklad
Gramuv-Sch
ortonorr
proces

Househ

transformace

Givensovy rotace

e dostavame tak, ze

Givensovy rotace - priklad

GmrRg-12 . gGght  geHa —

-

1
0
0
0

=

o O o

e kde jsme oznagili rpj := aln?

(f122) (132)
n, n,
o,
0 a%gz)
0 a3
) (n—.1,2)
o Eog
n,
0 a3
2 ns
o 223)
32
o o,
3
(n—.1,2)
o
n,
0 ap;

Mn

opn

(32)
)
a4n

(n—-1 ,2)
an(1,2r;

n,
ann

e podobné eliminujeme dalsi prvky pod diagonalou
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QR rozklad

Gramuv-Sch
ortonorr
proces

Househ
transformace

Givensovy rotace

1
2
3:
4
5

6:

9:
10:
11:
12:
13:
14:
15:

: procedure GIVENSQR(A)

Givensovy rotace

R(OD = A
Q(11):H
fork=1,....n—1do
foriI=k+1,...,ndo
clk) .—

G

O () ()

sk .— ’j&/q’k)/\/(’/ill:hk))z n <r/§(171,k)>2

™ pro i=j=Ivi=j=k,
stk pro i=kAj=]I,
—stk) pro i=IAj=k
1 pro i=jANi#kNi#l,
0 jinak
— QUOR(-1K)

RUK -

Q /k)
end for

Q(/ 1,k) (G(/k))

R(+1k+1) . R(kn)
— Qkn)

Q1A+
end for

return Q" R
16: end procedure
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Oberhuber G |Vensovy rOtaCe

e celkové vytvafime fadové n® Givensovych transformaci

¢ ackoliv je aplikace Givensovy transformace maticovym
nasobenim, vime, Ze ale méni vzdy jen dva fadky
(sloupce) dané matice

¢ aplikace Givensovy rotace tak Ize snadno
implementovat se slozitosti O(n)

Givensovy rotace
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Oggmiier QR I’OZ klad

Givensovy rotace

Ukazali jsme si tfi zpUsoby, jak ziskat QR rozklad
e Gramuv-Schmidtlv ortogonalizani proces

® je numericky nestabilni
® pouziva se v modifikované podobé v nékterych
metodach pro feseni soustav linearnich rovnic

® Householderovy a Givensovy transformace jsou
numericky stabilné;jsi
e ve v3ech ptipadech je sloZitost n®
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Oggmiier QR I’OZ klad

e ztratu ortogonality Ize pomérovat pomoci hodnoty

IT— QQ"
® |ze ukazat, ze plati (¢ oznacuje strojovou presnost
aritmetiky)
Algoritmus IT— Q||

Householderiv QR rozklad €
Givenslv QR rozklad €

Klasicky GS r(A)%e

Modifikovany GS k(A)e
Iteracni GS €
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