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https://www.youtube.com/watch?v=nnybvah3je8

Tomas
Oberhuber

lteraCni metody pro nelinearni
rovnice

Bud' f realna funkce jedné realné promeénné. Budeme
hledat feSeni rovnice

f(x)=0.

Reseni se sklada ze dvou krok:
e separace korend

* metody nekonverguiji globalné, tj. pro libovolné xp, jako
metody pro linerani soustavy — nejprve tedy musime
najit interval nebo intervaly, tak Ze obsahuji vzdy jen
jeden kofen rovnice

e vypocet kofene se zadanou presnosti
Kofen rovnice budeme znacit jako .
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Obernuber Separace kofenu

Separace
korent

e separaci korenl dokazeme provést jen pro algebraické
rovnice napi. pomoci Sturmovych posloupnosti — viz
Wikipedie, Numerical Recipes.

e obecné to ale nejde a musime mit néjaky predbézny
odhad podle feSené ulohy

® bez néj ¢asto nejsme schopni tyto rovnice fesit
To, ze separaci lze provést a za jakych podminek, fika
nasledujici véta:
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Obernuber Separace kofenu

Separace
korent

Theorem 1

Necht f je realna funkce jedné realné proméenné, spojita na
intervalu < a, b > a necht f(a)f(b) < 0. Potom rovnice
f(x) =0 ma na (a, b) alespori jeden kofen a pokud navic
f'(x) na (a, b) neméni znaménko, pak je tento kofen jediny.

* budeme konstruovat posloupnost {x},-_;, ktera bude
konvergovat ke kofenu rovnice
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Obernber Vypocet korene - metoda
bisekci

Metoda
bisekci

nejjednodussi metoda pro vypocet kofene
® je pomala, ale pomérné dost robustni

konstrujeme posloupnost krajnich mezi intervall
< Ig, re >, ve kterém se nachazi koren

kazdy nasledujici interval ma polovi¢ni délku toho
predchoziho
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Oberhiber Vypocet korfene - metoda
bisekci

Metoda
bisekci

e volimelhp=aarn=>b
e v kazdé iteraci pak pocitame

I + rk
Xk = >
Lo ] X pokud sign f(xx) = sign f(lk),
K17 I jinak

b X pokud sign f(xx) = sign f(rk),
k17 1 jinak
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Obernber Vypocet korene - metoda
bisekci

Metoda
bisekci

e oznacime-li Zy =< I, ry >, pak vzdy plati, ze a € Z a

b—a
|C¥ — )(k ’ f; |:Z;(| = “Zéjg‘* — ()
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Tomas Vypocet korfene - metoda

Oberhuber
bisekci
Example 2
Metoda . . S
bisekel Pouzijte metodu bisekci pro nalezeni kofene polynomu

x3 4+ 4x? — 10 vintervalu < 1,2 > (a =~ 1.3652).

k] Ik Ik f(l) f(rk) Xk (k)

1 1.0 2.0 -5.0 14.0 1.5 2.375

2 1.0 1.5 -5.0 2.375 1.25 —1.796875

3 1.25 1.5 —1.796875 2.375 1.375 0.162109375

4 |1 125 | 1.375 | —1.796875 | 0.162109375 | 1.3125 | —0.848388671875
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Obernber Vypocet korene - metoda
bisekci
etoda Remark 3
bisekci Metoda bisekci koverguje i pro ulohu

tanx =0,

pro Iy = 1, ry = 3. Posloupnost x, konverguje k %, coZ ale
samozrejmé neni kofen. V této uloze jsme ale porusili
predpoklad spojitosti funkce f(x) na odseparovaném
intervalu.
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Metody
vyssich fadu
presnoti

lterativni metody pro hledani

kofenu
abychom urychlili konvergenci, vyuzijeme vice
informaci o funkci f, nez jen jeji znaménko v bodé xj

mame-li urCité xx, ptame se, jak nejlépe ho zménit, aby

se nové xy1 Co nejlépe pribliZilo k «
pokud je f diferencovatelna, pak plati

0="F(a) = f(x)+F()(a—xk),

—f (k)

o )
- f (%)
o = Xk — W

f' (&) ale nezname, Ize ho napocitat jen priblizné
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Metody
vyssich fadu
presnoti

lterativni metody pro hledani

kofenu
e oznaCme aproximaci f' (£) jako gx
e dostavame obecny predpis
f(x
Xk+1 = @ (Xk) = Xk — (7k)
Ak

e vidime, Ze plati ¢ (a) = «
e otazka je, za jaké podminky bude metoda s timto
predpisem konvergovat

12/41



Tomas
Oberhuber

Metody
vyssich fadu
presnoti

lterativni metody pro hledani

kofenu
Theorem 4
Necht plati ¢ («) = «, ¢ je diferencovatelna na okoli

V={xeR||x—a|<r}=<a-r,a+r>,
a necht pro vSechna x € V je
¢ (x)| < K< 1.
Potom posloupnost {xi } ;- dana vztahem
X1 = ¢ (Xk) ,

konverguje k « pro libovolné xy € V.

Dukaz.
Video na Youtube O
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https://www.youtube.com/watch?v=1hOcJeMLRp4
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Oberhuber

Metody
vyssich fadu
presnoti

lterativni metody pro hledani
kofenu

Remark 5
Je-li o' (x) spojita na néjakém okoli ., pak posloupnost
{xk}r—4 konverguje, je-li ¢’ (o) < 1.

Definition 6
Rekneme, Ze iterativni metoda dana vztahem xy 1 = ¢ (Xk)
ma rad konvergence m, jestlize plati

Xkt —al < Clxx —af™.

14/41



Obernuber lterativni metody pro hledani

kofenu
Remark 7
Necht ¢ ma na okoli o spojité derivace do fadu m véetné (tj.
Metody Y e ctm (Ha)) a plat/’
vy8$ich Fadu

presnoti 90/ (Oz) — 90// (a) = ... = gp(m_” (a) =0,

¢ (x) #0,
na H,. Pak pro libovolne xx € H,, plati

Xkt —a = o (X) —¢(a) =
= @) E ) gy
$ETE gy
_ M Xk — )™,

m!

15/41



Tomas
Oberhuber

Metody
vyssich fadu
presnoti

lterativni metody pro hledani
kofenu

Remark 8

Bud funkce f € CU)(R) a necht f'(a) # 0. Pak plati:

f(xk) = @H’(E)(Xk —a)
=0
a tedy
|F(X)|
17(S)]

Jako odhad chyby a zaroveri kritérium pro zastaveni
vypoctu proto bereme |f(xy)|.

X —al < < Clf(x)! -
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Metoda regula
falsi

Metoda regula falsi

u této metody definujeme xo = =a, x; =r =>b

* vytvofime Usecku mezi body (xo, f (xo)) @ (x4, f (X4))
* protoze f(xo) a f (x{) maji riznd znaménka, Usecka
musi protnout osu x, tento prisecik oznacime jako x;

e dale definujeme

P pokud sign f(xq) = sign f(lp),
V"7 b jinak

oo X pokud sign f(xq) = sign f(rp),
"7 ro jinak

,._ | h pokud sign f(xy) = sign f(ry),
T ry jinak
e cely postup pak iterativné opakujeme
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Obernuber Metoda regula falsi
* rovnice Usecky mezi (xk, f (xk)) a (X}, f (x;)) ma tvar

f(xk) —f(xp)
Xk — Xp

y(x) = f(xk) + (X — xk)

polozime y (x) = 0 a feSime rovnici
Metloda regula
falsi f ()(k) _ f ()(L)

0=f(x)+ ) (Xk 1 — Xk)

vysledkem je

Xk — X,
Xk41 = Xk — k )f(Xk)

f(xi) — f (x;

e zobrazeni ¢ ma tvar
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Oberhuber MGTOda regl.“a fa|S|

e definujeme

1. | Xir1 pokud sign f(Xy1) = sign f(lk),
K17 I jinak

Metoda regula
falsi

po o ] Xirr pokud sign f(xiy1) = sign f(rk),
K171 r jinak

s . | k1 pokud sign f(Xkiq) = sign f(Fcs1),
k+1- Ik4q jinak

e jinymi slovy je x; posledni napocitany ¢len s opacnym
znaménkem nez ma X
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Obernuber Metoda regula falsi

Example 9

Pouzijte metodu regula falsi pro nalezeni kofene polynomu
x3 +4x? —10vintervalu < 1,2 > (a ~ 1.3652).

Metoda regula
falsi

3 A Tk 1(lk) (k) X X
0 1.0 2.0 —5.0 14.0 1.0 2.0
1 1.26315789474 2.0 —1.60227438397 14.0 1.26315789474 2.0
2 1.26315789474 1.42906437248 —1.60227438397 1.08737088326 1.42906437248 1.26315789474
3 1.36199163414 1.42906437248 —0.0533917829598 1.08737088326 1.36199163414 1.42906437248
4 1.36513087878 1.42906437248 —0.00163697021424 1.08737088326 1.36513087878 1.42906437248
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Oberhuber MGTOda regL“a fa|S|

Theorem 10
Necht plati

* existuje oteviené okoli H,, bodu « takové, Ze
f e ¢ (H,) ti. na H,, existuje derivace f' a je zde
Metoda regula spojité,

falsi
e f'(a) #0.
Pak existuje r takové, Ze
Vo={xeR||x—a|l<r}CH,.

a metoda regula falsi konverguje, pro libovolné xo € V,, s
rychlosti prvniho fadu.

Dukaz.
Video na Youtube L]

21/41


https://www.youtube.com/watch?v=4YEIqUZ3vL0

s Newtonova metoda

u Newtonovy metody volime xo = a

pro k = 0, 1,... konstruujeme teCny ke grafu funkce v
bodé x,x a tam, kde se teCna protne s osou x
definujeme novy bod X 1

Newtonova e rovnice teCny ma tvar

metoda

y (x) = (xk) + ' (xi) (X — )
® pro y (x) = 0 dostavame

0 =f(x)+ 1 (%) ( — Xx)
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s Newtonova metoda

e tedy plati
f Xk
X1 = Xk — f’((Xk))
Newtonova

metoda e zobrazeni p ma tvar

p(x)=x— 7 x)
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Oberhuber

Newtonova
metoda

Example 11

Pouzijte Newtonovu metodu pro nalezeni kofene polynomu
x3 +4x2 —10vintervalu < 1,2 > (o ~ 1.3652).

Newtonova metoda

Xk

f(Xk)

' (Xk)

A ON=2OX

1.0
1.45454545455
1.37530983126
1.36527945857
1.36523001461

-5.0
1.54019534193
0.16727562303

0.000816527384453
1.97484268938 - 108

11.0
19.4381678093
16.676910046
16.5141996685
16.5133990953
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Oberhuber NeWtOnova metOda

Theorem 12
Necht plati

* existuje oteviené okoli H, bodu o takové, Ze
f € ¢U)(H,) ti. na H,, existuje derivace f' a je zde
spojita,
Newtonova e f'(a) #0.
reee Pak existuje r takove, Ze

Vo={xeR||x—a|<r}CH,.

a Newtonova metoda konverguje, pro libovolné x € V,, s
rychlosti radu.

Ddkaz.
Video na Youtube L]
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https://www.youtube.com/watch?v=BpzIVpZQTeg

Tomas
Oberhuber

Newtonova
metoda

Newtonova metoda

Theorem 13
Necht plati

* existuje oteviené okoli H,, bodu « takové, Ze
f € C®) (H,) ti. na H,, existuje prvni a druh4 derivace f'
af’ ajsou zde spojité,

o f'(a)#0.

Pak existuje r takovée, Ze
Vo={xeR||x—a|l]<r}CH,.

a Newtonova metoda konverguje, pro libovolné x, € V,, s
rychlosti radu.

Dukaz.
Video na Youtube O
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https://www.youtube.com/watch?v=LnIHP3bOWww

Tomas
Oberhuber

Newtonova
metoda

Newtonova metoda

Remark 14

Newtonova metoda tedy za vhodnych podminek konverguje
rychleji, nez metoda Regula falsi nebo metoda bisekci.
VyZaduje ale pfesnéjsi pocatecni odhad reseni xy, tj. V,
muze byt vyrazné mensi nez u metody Regula falsi.
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s Newtonova metoda

Example 15

Bude Newtonova metoda konvergovat v pripadé téchto
Newlonova dvou uloh?

metoda
O x2=0
0 x°=0
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Newtonova
metoda

Cebysevova metoda

Remark 16

Pomoci Cebysevovy metody Ize odvodit metody jesté
vyssich radd. Ty ale v praxi nejsou pfilis uZitecné, nebot
vyZaduji jesté presnejsi odhad kofene rovnice a navic se v
nem vyskytuji vy$si derivace funkce f. Kvadraticka
konvergence Newtonovy metody je v praxi naprosto
postacujici.
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Globané
konverguijici
metody

Globalné konvergujici metody

Definition 17

Pod pojmem globainé konvergujici metody pro feSeni
nelinearnich rovnic budeme rozumeét metody, které pro
libovolnou volbu pocatecniho odhadu kofene xq bud
konverguji nebo algoritmicky selzou.

Remark 18

Metody, které jsme si ukazaly, ¢asto nekonverguji z jednoho
duvodu. Pohybuji se sice ve spravném sméru, ale délaji
pfilis veliky skok. Tim padem korfen o preskocCi a ziskaji
novy odhad, ktery je horsi, nez ten pfedchozi. Resenim je,
zamyslet se Iépe nad velikosti kroku mezi Xy a Xx1.
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Obernber Globalné konvergujici metody
Line search algoritmus

Algorithm 1 Line search
: 1o = [F(X)]

2: while r; > edo

3 if f/(x) =0 then

4 return EXIT_FAILURE;
5: end if
6
7
8

d = —f(x)/f(x)

Globané
konverguijici

metody Xt =X+ d
: while |f(x;)| > |f(x)| do
9: d=d/2
10: Xt =x+d
11: end while
12: X = Xt

13; ro = |f(x)]
14: end while
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Oberhuber

Reseni
systému
nelinearnich
rovnic

Metody pro reSeni soustav

) . .nelinearnich rovnic
Iterativni metody pro reseni soustav nelinearnich

algebraickych a transcendentnich rovnic

Remark 19

Méjme realné funkce realnych proménnych

fi,...,fn : R" — RR. Hledame reseni soustavy rovnic:
f1(X1,...,Xn) = 0,
f2(X1,...,Xn) = O,
fn(X‘] P ,Xn) — 0

Reseni budeme znadit 3 = (a, . ..,an)" . Jeho separace je

vvvvvv

uvahy budeme predpokladat existenci oblasti H c R"
(=otevienad souvisla mnoZina) takové, Ze @ ¢ H.
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Reseni
systému
nelinearnich
rovnic

Metody pro feSeni soustav

nelinearnich rovnic

Remark 20
Provedeme formaini zobecnéni Newtonovy metody:

Jk+1) _ (k) _ [J? (;g(k)ﬂ_1 f(;(k)) 7

kde J; (X)) je Jacobiho matice tj.

(3, (7)) = o (x1)

0x;
resp.
of (X)) af (X1
0X4 e OXxn
(o) -| ;
afa (X)) 0 (X19)

0X4 e OXn
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Reseni
systému
nelinearnich
rovnic

Metody pro reSeni soustav
nelinearnich rovnic

Remark 21
Pro praktické pocitani je vyhodnéjsi nasledujici tvar
7 v 7k 7wk
J; (x(k)) (X(k+1) _ )) _ _f<X( )),

Oznacime-li AX®) = x(k+1) _ X(K) | |ze pfepsat metodu do
dvou kroku:

Algorithm 2 Newtonova metoda pro systémy

1: VyFe$ linearni systém: J- (¥(9)) Ax(K) = —F (%K)
2: Iteruj: XK1 = X(K) 1 AX(K)
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Reseni
systému
nelinearnich
rovnic

Metody pro reSeni soustav
nelinearnich rovnic

Remark 22

Vyhodou je, Ze jsme vypocet inverzni matice prevedli na
feseni linearniho systému. K tomu Ize pouZit i nékterou z
iteracnich metod. JelikoZ systém v prvnim kroku nemusi byt
nutné feseny s maximaini presnosti, staci casto udélat jen
par iteraci a vypocet metody se tim znacné urychli oproti
vypoctu inverze matice pomoci Gaussovy eliminace.
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Reseni
systému
nelinearnich
rovnic

Metody pro feSeni soustav
nelinearnich rovnic

Theorem 23
Bud' funkce f : R" — R, f € C")(H), kde H je konvexni
oblast. Pak pro kaZdé u, v ¢ H existuje ¢ ¢ H takové, Ze

—

£(0) — £(V) = VHE)(T - V).

Dukaz.
Video na Youtube
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https://www.youtube.com/watch?v=g7L68coX0KI
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Reseni
systému
nelinearnich
rovnic

Metody pro reSeni soustav
nelinearnich rovnic

Theorem 24
Necht plati

* existuje oteviené okoli Hz bodu & takové, Ze
f € CU) (Hy) ti. na Hy existuji vSechny parciélni
derivace prvniho fadu a jsou zde spojite,
* J:(4) je regularni.
Pak existuje r takove, Ze

Vz={XecR"||Xx—-3& <r}cCH;z

a Newtonova metoda konverguje, pro libovoiné X(®©) ¢ V; s

rychlosti radu.

Dukaz.
Video na Youtube
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https://www.youtube.com/watch?v=FLEVMyuK0lU
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Reseni
systému
nelinearnich
rovnic

Metody pro reSeni soustav
nelinearnich rovnic

Theorem 25
Necht plati

* existuje oteviené okoli Hz bodu & takové, Ze
f € C®) (Hy) ti. na Hy existuji vSechny parcidlni
derivace prvniho a druhého radu a jsou zde spojité,
* J:(4) je regularni.
Pak existuje r takove, Ze

Vz={XeR"||X—d| <r} CHjz

a Newtonova metoda konverguje, pro libovolné X ¢ V; s
rychlosti radu.
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Reseni
systému
nelinearnich
rovnic

Metody pro feSeni soustav
nelinearnich rovnic

Remark 26

I na Newtonovu metodu pro systémy nelinearnich rovnic Ize
aplikovat line search algoritmus. Ziskame tak globalné
konvergujici metodu.
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Reseni
systému
nelinearnich
rovnic

Metody pro feSeni soustav
nelinearnich rovnic
Example 27

Pomoci Newtonovy metody feste soustavu rovnic:

A(xy)=x3+4y° +x-y—-4 = 0,
(X, y)=x*+2y3 —x+y+2 = 0,

s po&ate¢nim odhadem *¥(© = (—1,1)7.
Reseni: (napogitame jen jednu iteraci)

fx®) = (=8,7)",

ofy  of
.n7:<§ §)1<3x§+1 8y—1)‘
& Tf 4x°—1 6y +1

oy (4 7

= (%5 7).

Resime tedy Glohu J(X©)A%(® = —F(30), 1j.:
4 7\ /AaxON [ 3
-5 7 Ay© )=\ -7 )

Dostavame AX(© = {(-2,17)7 a tedy
XM =X + AXO) = 3(-4,7)T. Potom je

f(xM) = (11.66,19.06)".
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Reseni
systému
nelinearnich
rovnic

Metody pro reSeni soustav
nelinearnich rovnic

Shrnuti a otazky:
* metoda bisekci
e metoda regula falsi
e Newtonova metoda
* jak se pri praktickych vypoctech lisi podminky

konvergence metody regula falsi a Newtonovy metody?
¢ jaké jsou vyhody a nevyhody metod vyssich rada?

e globalné konvergujici metody
e Newtonova metoda pro systémy nelinearnich rovnic

¢ jak se da efektivné vyhnout napocitavani inverzni
matice?
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