Tomas
Oberhuber

Toméas Oberhuber

Faculty of Nuclear Sciences and Physical Engineering
Czech Technical University in Prague

1/26



Video na Youtube

«O> < Fr = o«

v
U

Q>
2/26


https://www.youtube.com/watch?v=q-spXLoaHMA

Oberhuber Polynomidlni aproximace
Numericka
interpolace
funkei
* v numerické matematice ¢asto pracujeme s funkcemi,
které nelze vyjadrit analyticky
* nelze je tedy vyjadrit pfesné, ale Ize je alespon
aproximovat
¢ nékdy zase zname nékterou zavislost jen z
experimentu tj. zname funkéni hodnoty jen v nékolika
bodech

e pro svou jednoduchost se nejcastéji voli polynomialni
aproximace
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Tomas

ey Lagrangeuv polynom

Lagrangetv

polynom ¢ jednou moznosti by byl Taylorav polynom
e problém je v tom, Ze ten potfebuje znat derivace
pomérné vysokych fadu
* méfeni derivaci experimentalné je ale velmi slozité az
nemozné

e vétSinou naméfime pouze funkéni hodnoty, ale zato v
nekolika riznych bodech

* misto Taylorova polynomu proto pouzijeme
Lagrangetiv polynom
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Lagrangeuv polynom

Matematicka formulace problému

Remark 1

Bud'f : R — R funkce jejiz hodnoty zname ve vzajemné
ruznych bodech xo < x1 < ... < xn. Hledame polynom
Ln(x) co nejniZsiho stupné tak, aby platilo

Lo(x;)) =f(x;)) pro i=0,...,n.

Za vhodnych podminek by mohlo platit, Ze L,(x) bude
blizko f(x) i v ostatnich bodech. Odhadujeme-Ii hodnotu f
mezi body Xy, . . . , Xn, jde o interpolaci jinak jde o
extrapolaci.
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Obernuber Lagrangelv polynom

Je-li

n
Lagrangetv i
polynom Ln(X) = E aixlv
i=0

pak Ize podminku Ln(x;) = f(x;) proi =0,..., n pfepsat jako

1 X X5 X ao f(xo)
1T x5 x2 xJ! a f(x1)
1 X X5 x5 a | = | f(x)
1 X, X2 X7 an f(Xn)

resp.
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Obernuber Lagrangeuv polynom

Koeficienty ay, .. ., a, Ize tedy ziskat vyfeSenim soustavy

linearnich rovnic
Lagrangetv (n)
polynom W

Definition 2

Necht xg, ..., X, € R. Matice WS(O)
definovana Jako

se nazyva Vandermondova matice.

]Rn+1 m+1
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Theorem 3
Necht xg, . .

Lagrangelv polynom

., Xn € R jsou navzajem rizné. Pak prislusna

Vandermondova matice W)((g,)...,xn e R+

W)((g?"'yxn =

je regularni.

Dukaz.
Video na Youtube

1
1
1

Xo
X
X2

Xn
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https://www.youtube.com/watch?v=19HDTKaj5-I

Obernuber Lagrangelv polynom

La?rangeﬂv
pevnom Theorem 4
Bud f: R — R abody xg, ..., Xxn € Ds. Pak existuje pravé

jeden polynom P stupné n splriujici

P(x;) = f(x;) pro Vi=0,...,n.

Dukaz.
Dulkaz plyne z regularity matice Wiﬁ,’...,xn-
Alternativni ddkaz: Video na Youtube O
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https://www.youtube.com/watch?v=MCvt0-XWcqo

Obernuber Lagrangetv polynom

Co kdybychom zkouSeli interpolaci polynomem nizsiho
stupné?

Lagrangetv P R T T D T T

polynom ¢ jednodussi polynom by byl prakticté;si

1 x xm f(XO)
R A f(x)
to n ay f(x2)
1 x ... X5 ] — f(X3)
Do : a :
1 X, ... x7 m xn)

pro n > m, ktera obecné nema reseni.
e tj. polynom niz§iho stupné obecné nemuze nabyvat
vSech predepsanych hodnot
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Obernuber Lagrangetv polynom
Co kdybychom zkouSeli interpolaci polynomem vyssiho
stupné?
Lagrangetiv e polynom vysSiho stupné by mohl mozna dat lepsi
petynom interpolaci
e museli bychom feSit soustavu rovnic tvaru

ao
1 X x§ x5 ... x 2 f(xo)
a
SR : a | = :
1 xp x2 x3 ... X7 : f(xn)
am

pro n < m, ktera ma nekone¢né mnoho feseni

e tj. polynom vy$Siho stupné neni urCen jednoznacné
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Obernuber Lagrangetv polynom
e matice V)((g,)“_7xn muze byt Spatné podminéna
¢ konstrukce Lagrangeova polynomu feSenim soustavy

Lagrangetv ( ) .
polynom n = _
WXOv--ana =f

muze byt tedy numericky nestabilni
e proto se radéji pouzivaji jiné postupy pro konstrukci

e Lagrangeuv tvar
¢ Newtonova formule (Newtonuv tvar)
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Lagrangeuv tvar

e proi=0,...,ndefinujeme polynomy

n
=

Xj — X
=04

® pro né plati
li(xj) = jj-

e Lagrangeuv interpolacni polynom je pak definovan jako

La(x) = > F(x)h(x).
i=0
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Numericka
interpolace
funkei

Lagrangeuv
polynom

Lagrangetv
tvar

Newtonova
formule

-0.25

Lagrangeuv tvar
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Lagrangeuyv tvar

Example 5

Napoditejte Lagrangelv interpolaéni polynom pro funkci f
se znalosti funkénich hodnot f(—1) =1,f(0) =0,f(1) = 1.
Reseni:

Jetedyn=2axg=-1,x1=0,x=1.

Daéle plati
h(x) = 2r22 = Ix(x - 1),
h(x)= 22772 =—(x+1)(x-1),
b(x)= 322700 = Ix(x +1).

a

1

Lo(x) = zx(x = 1)+ 0[—(x + 1)(x — 1)]+1§x(x+1) = x2.

2

Example 6
Napodcitejte Lagrangelv interpolaéni polynom pro funkci f
se znalosti funkEnich hodnot f(—1) = 1,f(0) =1, f(1) =1.
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) a e definice Lagrangeova polynomu neni pro vypocet pfilis
agrangelv ,
tvar vhodna

¢ pro kazdé nové x potfebujeme znovu napocitat /;(x)
proi=0,1,...n

® jmenovatele na x nezavisi, ale Citatele ano tj. musime
prepoditat celkem n? &lend

e ukazeme si, jak tento polynom napocitat efektivnéji
¢ pouzijeme Newtonovu formuli.
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s Newtonova formule

® vime, ze existuje prave jeden interpola¢ni polynom
Lx_1(x) stupné nejvySe k — 1, pro ktery plati

Le—1(x;) =f(x;))proi=0,1,...k—1

e pro polynom tvaru

Newtonova
formule

Li(x) = Lk—1(x) + Ck(X — Xo)(X — X1) ... (X — Xi—1)
tedy takeé plati
Lk(X,') = f(X,') pl’OI':O,'l,...k*‘l

¢ vhodnou volbou ¢, dosahneme i rovnosti Lx(xx) = f(Xk)
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s Newtonova formule
e musi platit

f(xk) = Li(xk) = Li—1(Xk)+Crk(Xk—Xo)(Xk—X1) - - . (Xk—Xk—1)
e odkud jen vyjadfime ci

f(Xk) — Lk—1(xx)
(Xk — XO)(Xk — X1) R (Xk — Xk—1)

Newtonova =
formule Ck =

e koeficienty ¢y, ..., cp Ize tedy napocitat rekurentné
podle pfedchoziho vztahu

e ukazeme si jednodussi zplisob s pomoci pomérnych
diferenci
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Oberhuber Newtonova formule
Obecné Ize psat

Ln(X) =La—1(X) + cn(X — Xo)(X — X1) ... (X — Xn—1)
=Ln2(X) + Cr_1(X — Xo)(X — X1) ... (X — Xp_2)
Newtonova + cn(x — Xx0)(X — X1) ... (X — Xp_1)

formule

:Co+C1(X—X0)+02(X—X0)(X—X1)+...
+cn(X —X0) ... (X — Xn—1)

nebo také
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e definujeme

B — -0 pro j>i
T jZox—x) pro j<i

® pak Ize vztahy

Li(x;) =f(x)proi=0,...,n

Newtonova
formule -
psat jako B¢ = f nebo také

1 0 0 0 Co f(Xo)
1 x1—X 0 0 ¢ f(xy)
1 x2—X (X —X)(—X) 0 | =] f(x)
: : : . 0 :

1 Xn—x0 (Xn— %)% —Xq) ... Z;é(x,, — Xk) Cn f(xn)
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Oboruber Newtonova formule
e 7 tvaru matice B vidime, ze
® ¢ zavisi jen na f(xo) 1.
co = f[xo] = f(xo)

® ¢y zavisi jen na f(xo), f(x1) 1.

Newtonova

formule c = f[Xo,X1]
® obecné ¢, zavisi na f(xp), . . ., f(Xk) .
Ck = f[Xb,... 7Xk]

® |ze pak tedy psat

La(x) = f[xo] + flX0, X1](X — X0) +
flxo0, X1, X2)(X — Xo)(X — X1) + ... +
f[Xo, -y Xn](X — X0) - - . (X — Xp_1)
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Newtonova formule

Theorem 7
Pro koeficienty v Newtonové formuli plati vztah

fIXic1, oo, Xivk| — F[Xi, oo Xipk—
f[X,', o 7Xi+k] _ [ i+1 /+I'<] [ '/ i+k 1]' (1)
Xitk — Xi
Ddkaz.
Video na Youtube L]
Definition 8
Vyrazy tvaru f[x;, ..., x; + k| splfiujici vztah (1) nazyvameé

pomérna diference (divided differences) k-tého fadu.
Pomérnou diferenci nultého fadu definujeme jako
flxi] = f(xi).
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https://www.youtube.com/watch?v=5U9xhNoZqWA

Oberniber Pomérné diference
Priklady konkrétnich pomérnych diferenci:

_ fIxq] — fxo]

o) =

formule fx, Xo] = w |
flxo, X1, Xo] = b X)Z] = f([)xo’ X1],
flx1, %2, Xg] = f[ijx)Z], : f(EX1’X2],

f[x1, X2, X3] — f[x0, Xy, Xo]
X3 — Xo :

f[)Q)7 )(1, )Qz, )Q3] —
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Lagrangeuv polynom -
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Ne
Pomérné diference napocitavame po é{gupcwh v
nésledujici tabulce:

Xo
X1
X2

X3
X4

Xn—4
Xn-3
Xn—2
Xn—1

f(Xo)
f(X1)
f(x2)

f(x3)
f(Xa)

f(Xn—4)
f(Xn-3)
f(Xn,Q)
f(Xn-1)
f(xn)

f[Xn—5, Xn—4]
f[Xn—4, Xn_3]
f[Xn—3, Xn_2]
f[Xn—2, Xn—1]
f[Xn—1, Xn]

flxo0, X1, X2]

f[X1 ) X2, XS]
f[X27 X3, X4]

f[Xn—6, Xn—5, Xn—4]
f[Xn—5, Xn—4, Xn—3]
f[Xn—4, Xn—3, Xn—2]
f[Xn-3, Xn—2, Xn—1]
f[Xn—2, Xn—1, Xn]

f[X07X1,...

k] Xn]
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Newtonova formule
Example 9
Pomoci Newtonovy formule napocitejte Lagrangetv
interpolaéni polynom pro funkci f se znalosti funkénich
hodnot f(—1) = 1,f(0) = 0, f(1) = 1 za pfedpokladu, ze f je
dostatecné hladka.

Reseni:
f[Xo,X1] = %:717
flxi, %] = %:17
flxo. x1, %) = Maelboxl o
A tedy
Lo(x) = f(xo0) + f[xo, x1](x — Xo) + f[X0, X1, Xe](X — Xo) (X — X{)

= 1-1(x—Xxp) + 1(x — X0)(X — x1)
= 1—(x+1)+1(x+1)x

= x2
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Obernuber Lagrangetv polynom -
Newtonova formule

1 void dividedDifferences( const double nodes[ n+1 ],
2 const double fx[ n+1 ],
3 double differences|[ n+1][ n+1 ] )
4
5 for( int i = 0; i <= n; i++ )
6 differences[ i ][ 0 ] = fx[ i ];
7 for( int j = 1; j <= n; j++ )
8 {
fewtonova o for( int i = j; i <=n; i++ )
10 differences|[ i ][ j ] =
11 ( differences[ i ][ j—1 1 —
12 differences[ i—1 ][ j—=1 1] ) /
13 ( nodes[ i ] — nodes[ i—j ] );
14 }
15}
16
17 double newtonFormula( const double nodes[ n+1 ],
18 const double differences|[ n+1 ][ n+1 ],
19 double x )
20 {
21 double value = 0.0, product = 1.0;
22 for( int i = 0; i <=n; i++ )
23 {
24 value = value + differences|[ i ][ i ] = product;
25 product = product = ( x — nodes[ i ] );
26 }
27 '}

26/26



	Numerická interpolace funkcí
	Lagrangeuv polynom
	Lagrangeuv tvar
	Newtonova formule

