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https://www.youtube.com/watch?v=qK0-2v8wLVQ

Tomas Numericky vypocet derivace

Oberhuber

Resime nasledujici tlohu:
e differencovatelnou funkci f : R — R zndme jen v

kone¢ném poctu bodl xq, X1, . . ., Xn
e chceme napocitat jeji derivaci v nékterém z bodu
Xo, X1, - - -, Xp, ale treba i jinde

® numericky vypocet derivace se hodi napf. pfi
* vypoctu Newtonovy metody
® pfi feSeni obyCejnych diferencialnich rovnic
* pfi feSeni parcialnich diferencialnich rovnic
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Vypocet derivace pomoci
Lagrangeova polynomu

s vyhodou muzeme vyuzit aproximaci f pomoci
Lagrangeova polynomu Lj(x)

e ze vztahu
f(x) = Ln(X) + Rn(x),

snadno dostavame
R (x) = LY (x) + RO (x)

o potiebujeme tedy akorat vyjadiit L (x) a R%(x)
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Vypocet derivace pomoci
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Lemma 1
Pro derivaci bazického Lagrangeova polynomu Ii(x) plati

1 X — X
100 =2 5 15—

— X -
I#] k#j
Dukaz.
Video na Youtube
Remark 2
Plati tedy
n
Ln(x) = > f()}(%).
j=0

v v

Obecné odvozeni vyssich derivaci je technicky pracné.
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https://www.youtube.com/watch?v=VJS7goTKRPE
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Vypocet derivace pomoci
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Lemma 3
Pro funkce f,g : R — R obé n-krat diferencovatelné plati

n

(fg)™ =3 <Z) ) g(n—k)

k=0

Duikaz.
Video na Youtube L]
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https://www.youtube.com/watch?v=gxBeptMD_Z4

Tomas

Oberhiber Vypocet derivace pomoci
Vipoet Lagrangeova polynomu

derivace
pomoci

Lagrangeova Theorem 4
Bud' Iy, € Dy nejmensi interval takovy, Ze
X,X0,X1,...,Xn € Iy af manaly derivaci fadu k + n+ 1.
Bud’ L, Lagrangeuv interpolacni polynom pfislusny k funkci
f a bodim xy, x1, ..., Xn. Pak existuje {(x) € Iy takové, Ze

) - L3x) = RYPX)

S o (9 (F ) (€ (0))) 7w (x)
(n+1)! '

Dukaz.
Plyne pfimo z pfedhoziho lematu. O
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Vypocet derivace pomoci
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Lemma5
n n
Z Z >, H (X = X;).
=0 I2 Ik =0
/235’1 I8 ek F - 1/75’1 ,75

Dukaz.

Video na Youtube

Remark 6

Z vyrazu pro wy,(x) je vidét, Ze obecné neexistuje
i=0,1,...,n, aby

X'me,“’”(x) =0.
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https://www.youtube.com/watch?v=rE39uy3-Ahs
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Vypocet derivace pomoci
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Lagrangeova interpolace nam tedy neumoznuje ziskat
derivaci fce. v daném bodé s libovolnou pfesnosti
davod je ten, Ze derivace f'(x) je ur¢ena nekonecné
malym okolim bodu x, ale body xg, X1, ..., X, nejsou
nekonecné blizko x

bude nas zajimat, co se stane, kdyz budeme
zmensovat rozestupy mezi body
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Vypocet derivace pomoci
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Remark 7
Méjme bod xq € R a chceme napoditat derivaci f'(xg).
Zvolme:
e parametrhe R, h>0
® body xj=Xxg+ihproi=—mq,...,mo
® oznaéme n= my + Mo
e oznacme f; = f(x;)
Pak Ize konstruovat Lagrangetyv polynom

L= S 0,

i=—my
kde
mo X*X]‘
li(x) = .
=TI x5
J=—m
J#i
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Vypocet derivace pomoci

Lagrangeova polynomu
e libovolné x €< x_pm,, Xm, > |ze zapsat jako

X = Xo + th,
kde
te< —my,mo >,
e atedy
my
La(t) = La(X) |xp+th= Z fili(t),
j=—m;

pro i
2 t—j
li(t) = ' H ﬁ

J=—m
J#i
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e dale zavedeme znaceni

f(t) = £(X) [x+th:
Rn(t) = Rn(X) Ixy+ths
wn(t) = wn(X) [x+th

= ATt = (=m)) (t = (=m + 1)) (t = m)

e pro derivaci wﬁ,k)(t) pak plati

my mo
wgk)(t):hn+1—k Z Z )

i1=—m1 i2=—m1

IpF i

ma ma

> IT .

fk=—mm J=—m

Ik ek F Ik —1 JF T e f
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Vypocet derivace pomoci

Lagrangeova polynomu
Theorem 8
Bud' I, c Dy nejmensi interval takovy, Ze
X, X—my,---,Xm, € Ix @af mé na ly derivaci fadu k + n+1.
Bud’ L, Lagrangeuv interpolacni polynom pfislusny k funkci
f aboddm X_p,, ..., Xm,. Pak existuje £(t) € Iy takové, Ze

RYWM) = M) - LY

Ko (4 (7 (1) “ W (0)
(n+1)! '

kde

wg")(t):h"“—ff: f: : Z _H

h==my p=—my fi=—m j=—

i i i Fh 1 [T e J?f/k

Tj. pokud h zmensujeme k nule, klesa chyba aproximace
() (xo) s Fadem n+ 1 — k.
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Landauova notace

Definition 9
Landauova notace: Symbolem O(h") budeme znacit tfidu
vSech funkci f : R — R takovych, ze plati

kde C € R je nenulova konstanta.

Remark 10
Misto f € O(h") se Casto pouZiva i znaceni f = O(h").
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Konecné diference

pro aproximaci derivace v nékterém z uzlli xg, X1, . .
se pouzivaji tzv. konecéné diference
konecné diference se lisi podle:

e fadu derivace k, kterou aproximuiji
e fadu presnosti aproximace r
® konfigurace uzlQ, které vyuzivaji

ukazeme si nékteré zakladni konec¢né diference

vyuzivaji se napf. v.metodé konecnych diferenci pro
feSeni parcialnich diferencialnich rovnic

nejprve provedeme odvozeni pomoci Lagrangeova
polynomu a nasledné pomoci Taylorova

., Xn
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Dopredna diference pro 1.

derivaci
Theorem 11
Necht' f € C3(xg, X1), kde h = x; — xo. Pak plati, Ze

) = )

- (x)| = O(h).

tj. tzv. dopredna konecna diference tvaru

f(x1) — f(x0)
h ?

aproximuje také prvni derivaci s presnosti prvniho radu.
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Dopredna diference pro 1.
derivaci

Dikaz.

e vyuzijeme Lagrangelv polynom v Newtonové tvaru
Ly(x) = f(x0) + f[X0, X1](x — Xo) & jeho derivaci

f(x) = f(xo)+ W(x — Xo) + W(X - Xo)(X — x1),
flx0,%1] Ri(x)
Li(x)
flx) = f(X;(?::(E)Xo) U (féx))] (X — x0)(X — x1) +
PO (x—x) 4 0 0).
I )
Hh’_g ~
oo = 100 T00) P00,
e atedy plati

f(x1) ; f(x0) f’(Xo)’ _

(£(x))
Th’ = O(h).
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Zpétna diference pro 1. derivaci

Theorem 12
Necht f € C3(x_y, Xo), kde h = xo — x_y. Pak plati, Ze

f(X0) — F(x-1)

U ()| = O(h),

tj. tzv. zpétna konecna diference tvaru

f(xo) — f(x-1)
h )
aproximuje prvni derivaci s pfesnosti prvniho radu.

Dukaz.
Lze ukazat podobné jako predchozi vétu.
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Centralni diference pro

1. derivaci
Theorem 13
Necht f € C*(x_y, x1), kde uzly x_1, xo @ x; jsou rozloZeny
ekvidistantné se vzdalenosti sousednich uzlt rovnou h. Pak

plati, Ze
f(x1) — f(x_1)
2h
tj. tzv. centralni konecna diference tvaru

f(x1) — f(x-1)
2h ’

—f'(x0)| = O(H),

aproximuje prvni derivaci s presnosti druhého radu.
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Dlkaz.

Centralni diference pro
1. derivaci

e nyni konstruujeme Lagrangeuv polynom 2. stupné,
opét v Newtonoveé tvaru

flx) = f(x-

1) + fIx_1, Xo](x — x_1) + flX_1, X0, X1](X — X_1)(X — Xo) +

L M9

La(x)

3 (X = x=1)(x = x0)(x = xi).

Rz(x)

e derivace ma tvar

F(x) = X1 x0] + FlX1, 30, 34] [(x = 30) + (x = x_1)] +

[FOE)

3!

O E(x)
3!

(X —x—1)(x — X0)(x — x1) +
[0 = X0)(x = X4) + (X = X_1)(X = X1) + (X = X_1)(X = Xo)]

|
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e dale dostavame

Centralni diference pro
1. derivaci

f(xo0) = flx1,%0]+ f[x_1, %, x1] (Xo — X_1) +
—_——

O ((x))

3!

+h

h

{(Xo —X_1) (Xo — x4 )}
h h

f(xo) — f(x-1)
h

2h

3!

f[Xo7X1]*f[X—1-,Xo]+f(3)(E(X)) 2

h

_ o) = fxq) 1] 1) = fxo) — F(xo) — f(x_1) +f(3)(5(x))h2
N h 2 h h 3!
————
fx0,x1] flx-1.%]
f(x) = f(x1);hf(x,1)+f(3)(3£!(x))h2
e atedy
— (©)
1) ~101) _ g = ‘f e el _ o)
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Numericky vypocet derivace
pomoci Taylorova polynomu

Nyni si ukazeme, jak Ize odvodit kone¢né diference z
Taylorova polynomu:

¢ je to jednodussi

e vystacime si se slabsimi predpoklady na funkci f

22/38



Tomas
Oberhuber

Numericky
vypocet
derivace
pomoci
Taylorova
polynomu

Dopredna diference pro
1. derivaci

Theorem 14
Necht' f € C?(xg, X1), kde h = x; — xo. Pak plati, Ze

00— 100) ] — o)

tj. tzv. dopredna konecna diference tvaru

f(x1) — f(x0)
h ?

aproximuje také prvni derivaci s presnosti prvniho radu.
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Dopredna diference pro
1. derivaci

Dilkaz.
e sestrojime Taylorlv rozvoj v bodé xg
1
f(x) = f(x0) + f'(x0)(x — X0) + Ef”(E)(X - x)?
~———
LagrangeUv tvar zbytku

kde ¢ lezi mezi x a xp
e dosadime x = xq

101) = 1(x0) + 1(3) (31— X0) +2 1"(6) (31— %0)°

h P

Pro & € (xo, X1)
e to Ize prepsat jako

1061) = 1(30) + i (x0) + SPI()
* atedy
P 2100 )| = 5 I (0 = 0(h).

|
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Zpétna diference pro 1. derivaci

Theorem 15
Necht f € C?(x_y, Xo), kde h = xo — x_y. Pak plati, Ze

f(xo) — f(x_
( 0) - ( 1) N f/(XO) _ O(h),
tj. tzv. zpétna konecna diference tvaru

(x0) — (x_1)
)

aproximuje také prvni derivaci s presnosti prvniho radu.
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Zpétna diference pro 1. derivaci

Dikaz.
¢ sestrojime Taylor(v rozvoj v bodé xg a dosadime
X = X_1

(1) = 1(00) + /(x0) (s — x0) + 2(€) (e — o)
—h h2

Lagrangedv tvar zbytku

pro ¢ € (X1, Xo)
e to Ize prepsat jako

1
f(x-1) = f(x0) = hf'(x0) + 5 PP1"(€)
e atedy

Fo0) 1) _ )| = L 1re)| = o).
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Centralni konec¢na diference pro

1.derivaci
Theorem 16
Necht f € C3(x_y, xy), kde uzly x_1, xo @ x; jsou rozloZeny
ekvidistantné se vzdalenosti sousednich uzlt rovnou h. Pak
plati, Ze
f(x1) — f(x-1)
2h

tj. tzv. centralni konecna diference tvaru

f(x1) — f(x-1)
2h ’

—f'(x0)| = O(H),

aproximuje prvni derivaci s presnosti druhého radu.
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Centralni konec¢na diference pro
1.derivaci

Dukaz.

* nyni pouzijeme Taylorovy rozvoje v bodé x; pro

vycCisleni f(x_1) a f(xy)

f(X1) = f(Xo) + f/(Xo)(X-] — Xo) + f”(z)!(O) (X1 — Xo)2 +
@)
) = o)+ FO0)(0cs —x0) + 0y o) 4
@)
d 3(!52)()(1 — x0)?,

pro &1 € (X_1, Xp), &2 € (X0, X1)-
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Centralni konec¢na diference pro

1.derivaci
e to |ze prepsat jako

1 1
f(x) = (%) + hf'(x0) + 5 PP (%0) + 51 (€1),
1 1
f(x-1) = (%) = hf'(x0) + 51" (x0) = 5 P1(&2).
e a odectenim obou rovnic dostavame

h3
f(x) = f(x-1) = 207 (%) + 5 (160 + (&)

* atedy

) Z10) s - P 1o + 19| - o).

2h
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(Centralni) diference pro
2.derivaci

Theorem 17

Necht f € C3(x_y, xy), kde uzly x_1, xo @ x; jsou rozloZeny
ekvidistantné se vzdalenosti sousednich uzlt rovnou h. Pak
plati, Ze

f(X_1) — 2f(Xo) + f(X1)

= ~ #'(x0)| = O(h),

tj. tzv. (centralni) konecna diference tvaru

f(x_1) — 2f(x0) + f(x1)
h? ’

aproximuje druhou derivaci s presnosti prvniho radu.
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(Centralni) diference pro

2.derivaci
Dukaz.
e vyjdeme z jiz znamych Taylorovych rozvojl

f(x) = f(10) + hf'(30) + 5P (x0) + P19 (er),
F(x.1) = Flx0) — hi'(0) + 217" (x0) — ST (o).

* kde &1 € (X_1,X0), &2 € (X0, X1)
® nyni oba rozvoje seCteme

)+ 1) = 2600) + 1 (10) 1 (FO(e1) - 19)(&2))

e atedy

f(X71) - 2;'(2)(0) + f(X1) _ f”(Xo)‘ — %h ‘f(3)(§1) — f(3)(£2)‘
= O(h).
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(Centralni) diference pro

2.derivaci
Theorem 18

Necht f € C*(x_1,x1), kde uzly x_y, Xo @ Xy jsou rozloZeny
ekvidistantné se vzdalenosti sousednich uzli rovnou h. Pak

plati, Ze

f(x_1) — 2f(x0) + f(x1)

= ~ F'(x0)| = O(2),

tj. tzv. (centralni) kone¢na diference tvaru

f(x_1) — 2f(x0) + f(x1)
2 ’

aproximuje druhou derivaci s pfesnosti druhého radu.

Remark 19

Zde vidime, Ze rad presnosti aproximace nezalezi na
samotném tvaru konecné diference, ale také na
diferencovatelnosti funkce f.
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(Centralni) diference pro
2.derivaci

Dlkaz.

e vyjdeme ze zavéru predchoziho dikazu

(o) ~2100) L10) _ )| = 2 190e) - 190

e upravime rozdil tfetich derivaci podle véty o pfirdstku
funkce

(&) — O)(&) = (&) (&2 — &)

kde & € (&1, &)
e a pak dostavame

f(x_1) — 2f
r(og) - L= 2ROV ETO) | 10y g — 1) < 217 |19(co)|
<2h
jelikoZ |&2 — &1 < 2h
e pak plati
#(x0) — f(x_1) *22(2X0)+ fa)| _ o).
0
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(Centralni) diference pro

2.derivaci
Dukaz.
e dukaz Ize provést i bez pouziti véty o pfirGstku funkce,
pokud pouzijeme delSi Taylorovy rozvoje

f(xo=f(xO)+hf’(xO)+1h2f”(x)+%h3f<3>(xO> 23 1),
(1) = f000) — B (x0) + HIP1"(30) — g1 (x0) + 1 H19(ep),

* kde &1 € (x_1,X0), &2 € (X0, X1)
e nyni oba rozvoje seteme

00 H1(x_1) = 2M00) H P (0) 45 (19(60) + 19 (&2))

* atedy

f(x_1) — 2f(x0) + f(x1)

h2 - f”(XO)

*hg ‘f (&) +1“ (52)‘

O(hz).
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Konecné diference

Theorem 20

Méjme uzly x_pm,, ..., Xmy, N = My + my, bud’

fe CU* (X ., Xm,), pak existuje koneéné diference pro
nahradu k-té derivace v uzlu xy s presnosti fadu n+1 — k
prok=1,....n.

Remark 21

e véta vlastné Fika skoro to samé, co véta 8 o chybé
aproximace derivace s pouZitim Lagrangeova
polynomu

e yystacime si ale se slabsimi predpoklady

® dukaz této véty je velmi nazorny a konstruktivni ve
smyslu, Ze ukazuje, jak konstruovat libovolné konecné
diference
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s Konecné diference

Dukaz.
Rozepiseme si celkem n Taylorovych rozvoji v bodech —my
az m, (vynechéame index 0)

fm = fot onhfe o B e h P a0 (g
Numericky fmit = ht cahfD+ L ohk i e N dph TR (g)
i o ;
Fapiorova fry = fot ombf+ L owh R cnh™ U+ dph™t M (g

G «  onfD AR onnf(™ x
Posledni fadek uréuje, kterou derivaci chceme aproximovat,
pokud kazdy rozvoj vynasobime koeficientem «; a
vyscitame. Koeficienty «; pak musi byt feSenim soustavy:

Cii C1 ... Cn ay 0
Cik Cok --- Cnk ak | = 1
Cin Cn ... Cpn Qn 0

Podé&lenim h¥ pak u posledniho nenulového &lenu

dostavame h™+1-kK,
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Shrnuti

Predpoklady
Diference k r Lagrange Taylor
Ma)—1(x0) 11 feC® fec?
S M) =) 11 feC fecC?
L)) 4 2 fect fec®
f(x1)72f(x3)+f(x,1) o 1 fe Co feCd
fxa)—2fxo)+f(x-1) o o fech fect

h2
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Oggmszer ShrnUTI'
e aproximace derivaci pomoci Lagrangeova
interpolacniho polynomu
® je o néco pracnejsi a vyzaduje vyssi diferencovatelnost
funkce f
e aproximace derivaci pomoci Taylorova polynomu
® je jednodussi a vyZaduje niz§i diferencovatelnost
funkce f
Shrnuti ® dukaz/konstrukce nazorné ukazuje vztah mezi derivaci,
presnosti aproximace a diferencovatelnosti funkce f
e zakladni kone¢né diference, které jsme si ukazali, se

Casto pouzivaji v metodé konecnych prvkd - MKP
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