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https://www.youtube.com/watch?v=s_We_aCKOH0
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Numericky vypocet integralu

Méjme integrabilni funkci f :< a, b >— RR. Bude nés zajimat
aproximace

I(f) = /: f(x)dx.

Numerické vztahy pro aproximaci /(f) se nazyvaiji:

e vzroce pro numerickou integraci — numerical integration
formulae

e kvadraturni vzorce — quadrature formulae

NejCasteji aproximujeme funkci f funkci f,, pro kterou Ize
integral spocitat presné a snadno.
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Obernuber Newtonovy-Cotesovy formule
Newtonovy- ® opét je mozné vyuzit Lagrangeovu interpolaci, tj.

Cotesovy
formule

In(f) = /ab La(x)dx

* mluvime pak o tzv. Newtonovych-Cotesovych formulich
budeme opét predpokladat ekvidistantni rozlozeni uzlt
Xo, - .-, Xn S krokem h
rozliSujeme uzavrené a oteviené formule

® pro uzaviené plati

Xo=aX,=b,h= b-a

® pro oteviené plati

b—a
n+2

Xo=a+hx,=b—hh=
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Newtonovy-
Cotesovy
formule

Newtonovy-Cotesovy formule

® na uzlech Xy, ..., X, zkonstruujeme polynom L,(x)
® pak lze aproximovat integral jako

/b f(x)dx =~ I(f) = La(x)dx

I
=
S
N—"
x
g

e vypocet integralu f l:(x)dx je jiz snadny
¢ nelibi se nam ale zavislost na intervalu (a, b)
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Newtonovy-
Cotesovy
formule

Newtonovy-Cotesovy formule

e provedem substituci x = xp + th a tedy

n .

o= TI =52 = T ==+

X Xi
j=oji X TN oy T

e dale zavedeme znaceni mp(t) = t(t —1)...(t — n).
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Newtonovy-
Cotesovy
formule

Newtonovy-Cotesovy formule

e pro uzaviené formule dostavame

/ab li(x)dx = h/on o(t)dt

e atedy

x,h/

t)dt = hz w;if(X;)
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Newtonovy-
Cotesovy
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Newtonovy-Cotesovy formule

e pro oteviené formule dostavame

b n+1
/ li(x)dx = h/
a —1

* atedy

x,h/

o(t)dt = hZW, X;)

i=0
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Newtonovy-
Cotesovy
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Newtonovy-Cotesovy formule

e prave vahy w; definuji jednotlivé formule
® pochopitelné nas zajima chyba aproximace

e snadno vidime, Ze

Eq(f) = /a  H)dx — /a Lo (x)x = /a  Ro(x)dx
= /b flxo, - -, Xn, X]wn(x)dx

kde jsme pouZili vztah R,(x) = f[xo, ..

-y Xny X]wn(X)
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Newtonovy-
Cotesovy
formule

Newtonovy-Cotesovy formule

Definition 1
Rad presnosti kvadraturni formule je maximalni r takové,
ze
b
In(f) = / f(x)dx pro Vf € Py,
a

kde P, zna¢i mnozinu vSech polynomu stupné r.
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Newtonovy-Cotesovy formule

¢ v nasledujici ¢asti budeme upravovat prave integral

b
/ flXo, - - -, Xn, X]wn(Xx)dx
a

Vv,

¢ nejprve dokazeme néekolik pomocnych vét a tvrzeni
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Newtonovy-
Cotesovy
formule

Theorem 2

Véta o stredni hodnoté integralu: Necht f je spojita
funkce na (a, b), g je integrovatelna na (a, b) a je zde
nezdporna. Pak existuje £ € (a, b) takové, Ze plati

b b
/a F(x)g(x)dx = (€) / g(x)dx.

Dukaz.
1. roénik. ]
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Newtonovy-Cotesovy formule

Theorem 3

Diskrétni véta o stredni hodnoté integralu: Necht f je
spojita funkce na (a, b), ay, . .., an jSou nezaporna cisla.
Pak pro kaZzdou mnoZinu uzlu xg, X1, . .., Xn € (a, b) existuje
¢ € (a, b) takove, Ze

D aif(x) = f(€)> a;.
i=0 0

i=

Dukaz.
Video na Youtube

O
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https://www.youtube.com/watch?v=qXItYowPqsQ
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Newtonovy-Cotesovy formule

Lemma 4
Necht xn = Xo + 2h. Pak plati

wn(Xa + x) = (—1)”+1w(xg — X),

pro x > 0, tj. funkce wy, je symetrickd/antisymetricka kolem
stredu Xg pron liché/sudé.

Ddkaz.
Video na Youtube L]
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https://www.youtube.com/watch?v=Hgw54YkMFX4
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Newtonovy-Cotesovy formule

Lemma 5

Necht’Xg = Xo + 5h a bud’ x takové, Ze x ¢ {xo,..., Xn}.

@ Jelia<x+h< X, potom plati
wn(X + h)| < lwn(x)] -

® Je-li Xn < X+ h < b, potom plati
wn(X)] < wn(x + h)].

Dukaz.
Video na Youtube
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https://www.youtube.com/watch?v=yyYTBm9guJk

Tomas
Oberhuber

Newtonovy-
Cotesovy
formule

Newtonovy-Cotesovy formule

Lemma 6
Definujme funkci Q,(x) na intervalu (a, b) pro xo = a,x, = b
(pfipad uzavrenych formuli) jako

Qu(x) = / " on(€)de.

Je-li n sudé, potom plati:
@ Qn(a) =Qn(b) =0,
O Q,(x) > 0 naintervalu (a, b).

Dukaz.
Video na Youtube L]
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https://www.youtube.com/watch?v=V8mMkDnaPm8
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Newtonovy-Cotesovy formule

Lemma 7
Definujme funkci Jn(x) na intervalu (a, b) pro
Xo = a+ h, xp, = b — h (pfipad otevienych formuli) jako

i) = | " n(€)de.

Je-li n sudé, potom plati:
n Jn(a) — Jn(b) — 0,
® Jn(x) < 0 naintervalu (a, b).

Ddkaz.
Video na Youtube
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https://www.youtube.com/watch?v=-UAF5yvRkP4
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Newtonovy-Cotesovy formule

Lemma 8
Pro pomerné diference k-tého rfadu plati
i+k
f(x;
X Xkl = D =% b5) :
=1 Him=imzj(Xj = Xm)

To mimo jiné znamena, Ze pomérné diference jsou

symetrické vici libovolné permutaci svych argumentd.

Dulkaz.
Video na Youtube
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https://www.youtube.com/watch?v=utGXoEauNfI
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Newtonovy-
Cotesovy
formule

Déle rozsifime pomérné diference o moznost opakujicich
se argumentu:

flXo, .., Xn, X, X] = limy_xf[X, Xo, ..., Xn, ¥]
. flxg,...,Xn, y] — X, Xg,...,X%
i 001~ o
. fxo, - Xn, ¥] — flX0, - - -, Xn, X]
=
Imy_x Y —x
= if[xo, ooy Xny X].

ax
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Oberhber Newtonovy-Cotesovy formule
Newtonovy- Theorem 9

formue” Bud' n sudé a necht f € C"2(a, b), potom existuje
¢ € (a, b) takové, Ze chybu

Newtonovych-Cotesovych formuli Ize vyjadfit jako

(n+2) b
En(f) = m / Xeon(X)dx
e

f(n+2) n
:hn+3(n+2()€!) /0 ten(t)lt
—_——

Dikaz.
Video na Youtube
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https://www.youtube.com/watch?v=KlnODsYc1KE
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Oberhber Newtonovy-Cotesovy formule
Newtonovy- Theorem 10

formue” Bud' n liché a necht f € C"+"(a, b), potom existuje
¢ € (a, b) takové, Ze chybu

Newtonovych-Cotesovych formuli Ize vyjadfit jako

En(f) = ’W)(@/bwn(x)dx
Ja

(n+1)!
_hn+2f(n+1)(§)/n7r (t)dt
N (n+1)1 Jo ™" '

——

Dikaz.
Video na Youtube
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https://www.youtube.com/watch?v=gJMo8gCpawk

Obernuber Newtonovy-Cotesovy formule

Newtonovy- Theorem 11
Cotesovy

formule Bud' n sudé a necht f ¢ C"2(a, b), potom existuje
¢ € (a, b) takové, Ze chybu
Newtonovych-Cotesovych formuli Ize vyjadrit jako

1) °
(n+2)! J,

f(n+2) 1
:hn+3m2(§!) /_  tra(f)at.

En(f) = Xwn(x)dx

Dlkaz.
Stejny jako u véty (9), ale misto Q,(x) se pouzije Jn(x),
které ma na (a, b) akorat opacné znameénko, j. i integraly v
tvrzeni véty maji opacné znaménko. O
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Newtonovy- Theorem 12

formale” Bud' n liché a necht f € C"t"(a, b), potom existuje
¢ € (a, b) takové, Ze chybu
Newtonovych-Cotesovych formuli Ize vyjadrit jako

(n+1) b
Eq(f) = m / wn(X)dx
e T

f(n+1) n+1
_ e (n+1(§!) /_1 Tn(t)alt.
—_———

Dukaz.
Stejny jako u véty (10), ale misto Q,(x) se pouzije Jn(x),
které ma na (a, b) akorat opacné znameénko, j. i integraly v
tvrzeni véty maji opacné znaménko. O
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Newtonovy-
Cotesovy
e Sudé feC2 e
n13 f(+2)(¢) n n13 F2)(g) n+1
h™ ) A tma(t)dt M mss; g trn(t)dt
N——
liché fe ot feont
n+1
f1) (¢ 1) (g
h (n+1())/O m(t)dt  hTE n+1()/

Vidime tedy, Zze se vyplati pouzivat formule se sudym n, tj. s
lichym poctem uzlu.
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Priklady integraCnich formuli

e ukazeme si priklady nékterych nejcastéjSich formuli
e u nékterych si ukazeme, jak chybu integrace odvodit
také z Taylorova polynomu
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R, Theorem 13
el Bud f € C®(a,b), xo =L ah=

b>4 pak obdélnikova
formule tvaru

/ F(x)dx ~ Io(f) = 2hf(xp),

je oteviena formule pro n sudé a tedy

3B [
Eo(r) = w3 /1t7rn(t)dt

=t

jde o aproximaci s pfesnosti tretiho radu.
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Oberhuber Obdélnikova formule
¢ odvodime tvar formule z Lagrangeova polynomu

Piiklady LO(X) = f(XO)

integracnich
formuli

® a provedeme integraci

b b
/ Lo(x)dx = / F(x0)dx = 2hf(x0)
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e fad aproximace lIze odvodit také z Taylorova polynomu
Priklady
integracnich

formuli EO(f) — /b f()() — Lo(X)dX =

= /b f(xo0) + '(x0) (X — Xo) + %f(z)(f)(x — x0)? — f(Xo) dx =

=f(x)

b b
= 70) [ (0 —xd+ 570 [ (=) -

h h
= f'(xo) / tat +%f(2)(§) / t2dt =
h h

=0

_l [’f} _ 3l
Gl G}
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s Lichobéznikova formule

Piikiady Theorem 14
megacnicn — Byg’ f ¢ C@)(a,b),xp = a, xy =bah=(b- a), pak
lichobéznikova formule tvaru

_ pf(x0) + f(x1)
h(f) = h=——5—",

je uzaviena formule pro n liché a tedy

ILSIGNG
Ei(f) = i*— /Of?ng%)dt
=t(t—

jde o aproximaci s presnosti tretiho radu.
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s Lichobéznikova formule

¢ odvodime tvar formule z Lagrangeova polynomu

f(x1) — f(x
; Li(x) = fUO)ﬂ”M(X_XO)
Pfiklady X X0
X inich
;gtr?l:ﬁcn'c = f(x0) + th(xo)(x - Xp)

e provedeme integraci

t/[b L1 o/r f )(1) f()qD)( Xb)(ix _
= hf(xo) + tho)/o tdt =

i 100 10
- iy 10
f(Xﬁ) +*f(Xb)

=h 5
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s Lichobéznikova formule

e fad aproximace opét odvodime i z Taylorova polynomu

b
Eq(f) :/ f(x) — Ly (x)dx =
Priklady a
integracnich

b ! 1 2) 2
intgea = [ 1000) + £0)(x — x0) + A€ x — x0)° -

=f(x)

- (f(xo) + %ﬁ)xo)(x - xo)> dx =

=L1(x)

= [ (o) ) 0+ 1o s -
— / X1) Xo) rh B
7<f X17x0 >/0tdt+ 51 (5)/0 2dt =
3
= (f'(x0) — F( 52)) + f(2 (g)h (53)(X0752)7+ f2)(§)i
<h

kde &2 € (X0, x1), &3 € (X0,&2)
e mUzeme tedy ukazat, ze

B < 2 [1OE) + 1 (&) 12
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Priklady
integracnich
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Lichobéznikova formule

Remark 15

Vidime tedy, Ze obdélnikova a lichobéZnikova formule maji
stejny rad aproximace a to i presto, Ze lichobézZnikova
formule pouZiva aproximaci polynomem vys$siho stupné. Je
to zptsobeno tim, Ze integral linearni funkce Ize spocitat

presné i s pomoci aproximace konstantou.
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Priklady
integracnich
formuli

Cavalieriho-Simpsonova
formule

Theorem 16
Bud'f € C¥(a,b),xo = a,x; =
Cavalieriho-Simpsonova formule tvaru

BN = 0 1f(x0) +41(x) + 0x)],

je uzavrena formule pro n sudé a tedy

(4) 2
Eg(f):h‘r’f‘“(g)/ot w dt

t(t—1)(t—2)
jde aproximaci s pfesnosti patého radu.

= &b x, = bah= 232 pak
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Priklady
integracnich
formuli , v . v s o .y
e formule se sudym poctem interpola¢nich uzld maji
stejnou presnost jako fomule s 0 jedna mensim poctem

interpolacnich uzlt
e obdélnikova formule
e Cavalieriho-Simpsonova formule

e pro integraci se ale také Casto vyuzivaji numerické
metody pro feSeni ODR
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