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1.1.6 Vlastńı č́ısla a podobnost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.2 Rozklady matic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.3 Posloupnosti vektor̊u a matic a normy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.3.1 Posloupnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.3.2 Normy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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3.2.2 Kompaktńı schéma pro LU faktorizaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.2.2.1 Implementace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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5.3 Částečný problém vlastńıch č́ısel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
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Upozorněńı

Tento text vznikl jako pomocný studijńı materiál na základě zápisk̊u z přednášek. Nejedná se o oficiálńı učebnici

ani garantovaný zdroj pravdivých informaćı. Přestože se autor snažili o co největš́ı přesnost, dokument může

obsahovat chyby věcné, jazykové i formálńı. Doporučujeme konzultovat též doporučenou literaturu a originálńı

studijńı materiály.

V tuto chv́ıli se také jedná o pracovńı verzi textu. Obsahuje poznámky k plánovaným úpravám, nebyla provedena

jazyková korektura a rozložeńı obsahu na stránkách zat́ım neńı optimalizováno. Dokument se bude v čase dále

vyv́ıjet a upravovat.

Máte-li podněty, zpětnou vazbu nebo jste objevili chybu, napǐste mi prośım na: jandada4@fjfi.cvut.cz.
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Historický kontext a úvod

Numerická matematika je samostatnou discipĺınou aplikované matematiky, která se zabývá návrhem, analýzou

a praktickou realizaćı algoritmů pro řešeńı matematických úloh pomoćı poč́ıtače. Typickým rysem numerických

metod je, že poskytuj́ı pouze přiblǐzná řešeńı, která se snaž́ı co nejlépe přibĺıžit teoretickému (často neznámému)

výsledku s garantovanou nebo odhadnutelnou chybou.

Historie numeriky

Počátky numerické matematiky sahaj́ı hluboko do historie – již stař́ı Babylóňané a Egypt’ané použ́ıvali praktické

algoritmy k výpočt̊um odmocnin nebo řešeńı rovnic. Za prvńı
”
numerické metody“ lze považovat např́ıklad

Eukleid̊uv algoritmus pro výpočet největš́ıho společného dělitele nebo metody použ́ıvané Č́ıňany ve 3. stolet́ı

pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic.

Skutečný rozvoj numerické matematiky však nastal až s př́ıchodem elektronických poč́ıtač̊u ve 20. stolet́ı.

Potřeba řešit složité inženýrské, fyzikálńı či ekonomické problémy vedla ke vzniku nových algoritmů, teoríı

stability a aproximace a celé řady specializovaných metod (např. metody konečných prvk̊u, rychlé transformace,

adaptivńı integrace apod.). Numerika se tak stala nepostradatelným nástrojem moderńı vědy a techniky.

Předmět a ćıl kurzu

V tomto kurzu se zaměř́ıme na kĺıčové numerické metody, které se použ́ıvaj́ı při řešeńı běžných matematických

problémů vznikaj́ıćıch v aplikaćıch. Konkrétně se budeme věnovat:

• řešeńı soustav lineárńıch rovnic,

• výpočtu (části) spektra matic,

• řešeńı nelineárńıch rovnic a soustav,

• interpolaci funkćı a konstrukci aproximačńıch metod,

• numerickému výpočtu derivaćı a integrál̊u.

Ve všech těchto oblastech nás bude zaj́ımat:

• jak metoda funguje (algoritmický princip),

• jak je přesná (odhad chyby),

• jak je stabilńı (citlivost na chyby v datech nebo aritmetice),

• jak je efektivńı (počet operaćı, pamět’ová náročnost),

• a zda je jej́ı použit́ı v dané situaci vhodné.

Numerické metody jsou navrženy tak, aby byly co nejodolněǰśı v̊uči chybám zp̊usobeným omezenou přesnost́ı

poč́ıtačové aritmetiky, a zároveň aby bylo možné výsledek spoč́ıtat v rozumném čase. Zásadńım aspektem je

proto i pochopeńı základńıch princip̊u numerické stability a podmı́něnosti úloh.

9



Organizačńı poznámky

Tento studijńı materiál vznikl na základě poznámek docenta Tomáše Oberhubera na FJFI ČVUT v roce

2024/2025. Doplněny byly o poznatky z doprovodných vidéı k přednášce dostupných na YouTube, žádné daľśı

zdroje nebyly využity.

Zdrojové kódy k vybraným metodám poskytuje docent Oberhuber na adrese:

https://gitlab.com/oberhuber.tomas/fjfi-num-src

Kód lze stáhnout pomoćı př́ıkazu: git clone git@gitlab.com:oberhuber.tomas/fjfi-num-src.git nebo

prostřednictv́ım tlač́ıtka Download na dané stránce.
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Kapitola 1

Lineárńı algebra pro numeriku

1.1 Základńı pojmy

1.1.1 Vektory

Definice 1.1. Uspořádanou n-tici č́ısel xi ∈ C ∀i ∈ n̂ nazeme vektorem a ṕı̌seme

x⃗ =


x1

x2

...

xn

 ∈ Cn.

Definice 1.2. Sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı vektoru č́ıslem definujeme po složkách, tj. ∀ x⃗, y⃗ ∈ Cn a ∀α ∈ C plat́ı

x⃗+ y⃗ =


x1 + y1

...

xn + yn

 , α · x⃗ =


αx1

...

αxn

 .

1.1.2 Matice

Definice 1.3. Matićı s rozměry m×n rozumı́me tabulku s m řádky a n sloupci hodnot aij ∈ C kde i ∈ m̂, j ∈ n̂.

Ṕı̌seme

A =


a11 . . . a1n
...

. . .
...

am1 . . . amn

 ∈ Cm,n.

Definice 1.4. Sč́ıtáńı matic a násobeńı matic č́ıslem definujeme po složkách, tj. ∀A,B ∈ Cm,n a ∀α ∈ C plat́ı

A+ B =


a11 + b11 . . . a1n + b1n

...
. . .

...

am1 + bm1 . . . amn + bmn

 , α · A =


αa11 . . . αa1n
...

. . .
...

αam1 . . . αamn

 .

Definice 1.5. Necht’ A ∈ Cm,n,B ∈ Cn,p. Součinem A a B nazveme matici typu m × p, znač́ıme ji AB a

definujeme

[AB]ij =
n∑

k=1

AikBkj ∀ i ∈ m̂, j ∈ n̂.

11
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Věta 1.6 (vlastnosti součinu matic). Necht’ A ∈ Cm,n,B ∈ Cn,p,M ∈ Cp,s. Násobeńı matic má následuj́ıćı

vlastnosti:

1. Je asociativńı, tj. plat́ı, že (AB)M = A(BM),

2. Je distributivńı v̊uči sč́ıtáńı matic, tj. plat́ı, že A(B+M) = AB+ AM,

3. Neńı obecně komunitativńı, tj. plat́ı, že AB ̸= BA.

D̊ukaz. Je třeba zkontrolovat rozměry, následně plyne triviálně z definice, viz str. 81 [1]. Nezkouš́ı se.

Definice 1.7. Necht’ A ∈ Cn,n. Pak determinantem matice A nazveme č́ıslo

detA =
∑
π∈Sn

sgnπ · A1π(1) · A2π(2) · . . . · Anπ(n)

kde Sn je množina všech permutaćı na n̂ a sgnπ = (−1)Iπ , kde Iπ je počet inverźı v π.

Věta 1.8 (determinant troj́ıhelńıkové matice). Necht’ A ∈ Cn,n je dolńı, resp. horńı trojúhelńıková matice. Pak

detA = A11 · A22 · ... · Ann.

D̊ukaz. Zřejmě lze vyb́ırat jen diagonálńı prvky, jinak bude člen sumy v definici determinantu nulový. Podrobněji

viz strana 27 v [1]. Nezkouš́ı se.

Definice 1.9. Necht’ A ∈ Cm,n. Pak

• matice transponovaná k matici A je typu n×m, znač́ı se AT a ∀ i ∈ n̂, j ∈ m̂ splňuje[
AT
]
ij
= Aji

• matice komplexně sdružená k matici A je typu m× n, znač́ı se A a ∀ i ∈ m̂, j ∈ n̂ splňuje[
A
]
ij
= Aij

• matice hermitovsky sdružená k matici A je typu n×m, znač́ı se AH nebo A∗ a ∀ i ∈ n̂, j ∈ m̂ splňuje

[A∗]ij = Aji

Věta 1.10. Necht’ A ∈ Cm,n,B ∈ Cn,p. Potom plat́ı

1. (AB)T = BTAT

2. AB = AB

3. (AB)∗ = B∗A∗

D̊ukaz. Lze triviálně ověřit z definice maticového násobeńı pro ij-tý prvek. Nezkouš́ı se.

Definice 1.11. Necht’ A ∈ Cm,n. Hodnost (rank) matice A znač́ıme h(A) nebo rank (A) a definujeme jako

maximálńı počet nenulových subdeterminantn̊u r̊uzného řádu vybraných z matice A.

Poznámka 1.12. Tato definice se lǐśı od definice z Lineárńı algebry 1, viz [1].

Definice 1.13. Necht’ A ∈ Cm,n. Obraz (range) matice A je vektorový prostor, definovaný jako

range (A) = {Ax⃗ ∈ Cm | x⃗ ∈ Cm}
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Definice 1.14. Necht’ A ∈ Cm,n. Jádro (kernel) matice A je vektorový prostor, definovaný jako

ker (A) = {x⃗ ∈ Cm |Ax⃗ = O}

Věta 1.15. Necht’ A ∈ Cm,n. Potom plat́ı

1. rank (A) = rank
(
AT
)

2. rank (A) = rank (A∗)

3. rank (A) + dim (ker (A)) = n

D̊ukaz. Důkazy těchto tvrzeńı jsou poměrně složité, viz strana 74 a 93-95 [1]. Nezkouš́ı se.

Definice 1.16. Čtvercovou matici A ∈ Cn,n nazveme regulárńı právě tehdy když h(A) = n. V opačném

př́ıpadě se A nazývá singulárńı.

Definice 1.17. Čtvercovou matici A ∈ Cn,n nazveme silně regulárńı právě tehdy když plat́ı

det
(
a11

)
̸= 0,

det

(
a11 a12

a21 a22

)
̸= 0,

det

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ̸= 0,

...

detA ̸= 0.

Definice 1.18. Čtvercovou matici A ∈ Cn,n nazveme diagonálńı, právě tehdy když ∀ i, j ∈ n̂, i ̸= j plat́ı

aij = 0.

Definice 1.19. Jednotkovou matićı mysĺıme diagonálńı matici takovou, že ∀ i ∈ n̂ plat́ı aii = 1. Znač́ıme I.

Věta 1.20. Necht’ A ∈ Cn,n je regulárńı matice. Potom k ńı existuje právě jedna taková matice B ∈ Cn,n, že

plat́ı AB = BA = I. Matici B nazveme inverzńı k A a znač́ıme A−1.

D̊ukaz. Důkaz viz strana 14 [2]. Nezkouš́ı se.

Definice 1.21. Bloková matice je taková matice, jej́ıž prvky jsou matice. Přitom prvky blokové matice ve

stejném sloupci muśı mı́t stejný počet sloupc̊u a ve stejných řádćıch muśı mı́t stejný počet řádku. Sč́ıtáńı matic,

násobeńı matice č́ıslem i součin matic je definováno standardně.

Definice 1.22. Řı́dká matice je taková matice, jej́ıž většina prvk̊u je nulová.

To umožňuje šetřit pamět’, neb můžeme ukládat jen nenulové hodnoty.

1.1.3 Skalárńı součin

Definice 1.23. V numerické matematice budeme uvažovat standardńı skalárńı součin definovaný ∀ x⃗, y⃗ ∈ Cn

(x⃗, y⃗) = x⃗T y⃗ =

n∑
i=1

xiyi.
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Věta 1.24 (vlastnosti skalárńıho součinu). Pro takto definovaný skalárńı součin a ∀ x⃗, y⃗, z⃗ ∈ Cn, ∀α ∈ C zřejmě

plat́ı následuj́ıćı vlastnosti:

1. (x⃗, x⃗) ≥ 0 a (x⃗, x⃗) = 0 ⇐⇒ x⃗ = 0⃗ (pozitivńı definitnost)

2. (x⃗, y⃗) = (y⃗, x⃗) (hermitovskost)

3. (αx⃗+ y⃗, z⃗) = α(x⃗, z⃗) + (y⃗, z⃗) (linearita v prvńım argumentu)

D̊ukaz. Plyne př́ımo z definice. Nezkouš́ı se.

Věta 1.25 (Cauchyho-Schwartzova nerovnost). Necht’ x⃗, y⃗ ∈ Cn. Potom plat́ı

|(x⃗, y⃗)|2 ≤ (x⃗, x⃗) · (y⃗, y⃗)

D̊ukaz. Viz str. 79 [2]. Nezkouš́ı se.

Věta 1.26. Necht’ x⃗, y⃗ ∈ Cn. Potom plat́ı

(Ax⃗, y⃗) = (x⃗,A∗y⃗).

D̊ukaz. (Ax⃗, y⃗) = (Ax⃗)T y⃗ = x⃗TAT y⃗ = x⃗TAT y⃗ = x⃗TA∗y⃗ = (x⃗,A∗y⃗)

1.1.4 Normálńı matice

Definice 1.27. Necht’ A ∈ Cn,n. Potom A nazvu

• normálńı ⇐⇒ AA∗ = A∗A,

• samosdruženou/hermitovskou ⇐⇒ A∗ = A,

• izometrickou/unitárńı ⇐⇒ A∗ = A−1.

Poznámka 1.28. Je-li matice A ∈ Cn,n samosdružená/hermitovská, je také normálńı.

D̊ukaz. AA∗ = AA = A∗A

Poznámka 1.29. Je-li matice A ∈ Cn,n izometrická/unitárńı, je také normálńı.

D̊ukaz. AA∗ = AA−1 = I = A−1A = A∗A

Poznámka 1.30. Jednotková matice I je hermitovská i unitárńı.

Věta 1.31. Necht’ A,B ∈ Cn,n jsou unitárńı. Potom plat́ı

1. AB je unitárńı,

2. |detA| = 1.

D̊ukaz 1. (AB)(AB)∗ = ABB∗A∗ = ABB−1A−1 = AIA−1 = AA−1 = I =⇒ (AB)∗ = (AB)−1

D̊ukaz 2. Můžeme postupně psát

detA 1
= detA∗ 2

= detA−1 =
1

detA
,

kde prvńı rovnost plyne z faktu, že transpozice ani komplexńı sdružeńı nemaj́ı na hodnotu determinantu vliv,

a druhá rovnost plyne z unitárnosti matice A. Tato rovnost je v R naplněna pro detA = ±1 a v C pro

|detA| = 1.
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Věta 1.32. Necht’ U ∈ Cn,n je unitárńı matice. Potom jsou jej́ı sloupce ortonormálńı.

D̊ukaz. δij = Iij = [U∗U]ij =
∑n

k=1 U∗
ikUkj =

∑n
k=1 UkiUkj = (U·i,U·j). Z tohoto výrazu vyplývá, že součin

dvou sloupc̊u je 1 jen tehdy, když jde o součin sloupce se sebou samým, což odpov́ıdá definici ortonormality.

Analogie plat́ı pro řádky.

1.1.5 Trojúhelńıkové matice

Definice 1.33. Necht’ A ∈ Cn,n. Matici A nazvu dolńı troj́ıhelńıkovou právě tehdy když ∀ i, j ∈ n̂, j > i

plat́ı aij = 0, tj.

A =


a11 0 . . . 0

a21 a22
. . .

...
...

...
. . . 0

an1 an2 . . . ann

 .

Naopak A nazvu horńı trojúhelńıkovou právě tehdy když ∀ i, j ∈ n̂, j < i plat́ı aij = 0, tj.

A =


a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n
...

. . .
. . .

...

0 . . . 0 ann

 .

Věta 1.34 (součin trojúhelńıkových matic). Necht’ A,B ∈ Cn,n jsou dolńı, resp. horńı troj́ıhelńıkové matice. Po-

tom matice AB je dolńı, resp. horńı trojúhelńıková. Přitom má na diagonále součin odpov́ıdaj́ıćıch diagonálńıch

prvk̊u.

D̊ukaz. Označme si matici AB := C. Chceme dokázat, že pro j > i je nutně Cij = 0. Z definice maticového

násobeńı plat́ı

Cij =

n∑
k=1

AikBkj

Vı́me, že Aik = 0 pro i < k (tj. pro k = i + 1, ..., n), protože A je dolńı trojúhelńıková. Stejně tak v́ıme, že

Bkj = 0 pro k < j (tj. pro k = 1, ..., j − 1, což může nejh̊uře dopadnout jako k = 1, ..., i, protože hodnotu

Cij určujeme v bodě, kde i < j). Dohromady dostáváme, že Cij bude 0 je-li i < j. Pro Cii stejnými úvahami

dojdeme k tomu, že

Cii =

n∑
k=1

AikBki = AiiBii

Věta 1.35 (inverzńı matice k trojúheńıkové matici). Necht’ A ∈ Cn,n je regulárńı dolńı, resp. horńı trojúhelńıková

matice. Potom A−1 je dolńı, resp. horńı trojúhelńıková matice a jej́ı diagonálńı prvky jsou převrácené hodnoty

p̊uvodńıch diagonálńıch prvk̊u.

D̊ukaz. Předpokládejme, že A je dolńı trojúhelńıková a A−1 je k ńı inverzńı. Pro spor budeme dále předpokládat,

že A−1 neńı dolńı troj́ıhelńıková, tzn. ∃ i, j ∈ n̂, i < j takové, že A−1
ij ̸= 0. Volme i, j ∈ n̂ tak, že pro dané i

najdeme prvek A−1
ij s co nejvyšš́ım j. (Jinými slovy volme posledńı nenulový prvek v i-tém řádku.)

Iij =
[
A−1A

]
ij
=

n∑
k=1

A−1
ik Akj = A−1

i1 A1j + A−1
i2 A2j + · · ·+ A−1

ij Ajj + · · ·+ A−1
in Anj

Nejdř́ıve si uvědomme, že prvek Ajj je jistě nenulový. Kdyby byl nenulový, pak má trojúhelńıková matice A na

diagonále nulu, nemůže být regulárńı a nemůže tak existovat k ńı inverzńı. Prvek A−1
ij jsme volili tak, aby byl
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nenulový. Dohromady tedy A−1
ij Ajj ̸= 0. Protože A−1

ij byl posledńı nenulový v i-tém řádku matice A−1, členy

sumy napravo od něj budou nulové, protože A−1
ik = 0 pro k = j+1, ..., n. Naopak Ajj je prvńı nenulový v j-tém

sloupci matice A, (protože A je dolńı trojúhelńıková a Ajj je diagonálńı prvek). Členy sumy nalevo od něj tedy

budou nulové. Dostáváme

Iij = 0 + A−1
ij Ajj + 0 ̸= 0

To je spor s vlastnostmi jednotkové matice I. Druhá část věty pak vyplývá z věty 1.34 když se zaměř́ıme na

výraz AA−1 = I.

Trojúhelńıkové matice jsou v numerice d̊uležité z d̊uvodu pamět’ové efektivity. Pokud v́ıme, že budeme pracovat

jen s trojúhelńıkovými maticemi, můžeme ušetřit polovinu paměti. Nyńı nav́ıc v́ıme, že operace jako součin a

inverze trojúhelńıkovost zachovávaj́ı.

1.1.6 Vlastńı č́ısla a podobnost

Definice 1.36. Necht’ je dána matice A ∈ Cn,n. Č́ıslo λ ∈ C nazveme vlastńım č́ıslem (eigenvalue) matice

A, pokud existuje vektor x⃗ ∈ Cn, x⃗ ̸= 0⃗, takový, že Ax⃗ = λx⃗. Vektor x⃗ nazveme vlastńım vektorem matice A
př́ıslušným vlastńımu č́ıslu λ. Množinu vlastńıch č́ısel matice A nazveme spektrem matice A a znač́ıme σ(A).
Č́ıslo ρ(A) definované

ρ(A) = max
λ∈σ(A)

|λ|

nazýváme spektrálńım poloměrem matice A.

Definice 1.37. Necht’ A ∈ Cn,n. Zobrazeńı pA : C→ C definované ∀ t ∈ C jako pA(t) = det(A− tI) nazýváme

charakteristickým polynomem matice A.

Věta 1.38 (vlastńı č́ısla a charakteristický polynom). Necht’ A ∈ Cn,n. Pak λ ∈ σ(A) právě tehdy když

pA(λ) = 0. Jinými slovy, λ je vlastńım č́ıslem matice A právě tehdy když λ je kořenem charakteristického

polynomu.

D̊ukaz. λ ∈ σ(A) ⇐⇒ ∃ x⃗ ∈ Cn, x⃗ ̸= 0⃗ takové, že Ax⃗ = λx⃗ ⇐⇒ ∃ x⃗ ∈ Cn, x⃗ ̸= 0⃗ takové, že (A − λI)x⃗ =

0⃗ ⇐⇒ homogenńı soustava s matićı (A − λI) má netriviáńı řešeńı ⇐⇒ matice (A − λI) je singulárńı ⇐⇒
det(A− λI) = 0 ⇐⇒ pA(λ) = 0.

Věta 1.39 (vlastńı č́ısla trojúhelńıkové matice). Necht’ A ∈ Cn,n je dolńı, resp. horńı trojúhelńıková matice.

Pak jsou jej́ı vlastńı č́ısla rovna jej́ım diagonálńım prvk̊um.

D̊ukaz. Plyne z věty 1.8 o determinantu trojúhelńıkové matice a věty 1.38 o vztahu vlastńıch č́ısel a charakte-

ristického polynomu. Nezkouš́ı se.

Definice 1.40. Necht’ A ∈ Cn,n a λ ∈ σ(A). Algebraickou násobnost́ı νa(λ) vlastńıho č́ısla λ nazvme

násobnost λ jakožto kořene charakteristického polynomu pA. Geometrickou násobnost́ı νg(λ) nazveme počet

lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u př́ıslušných k vlastńımu č́ıslu λ.

Definice 1.41. Necht’ A,B ∈ Cn,n. Matici A nazvu podobnou matici B právě tehdy, když existuje regulárńı

matice X řádu n taková, že A = X−1BX. Tuto operaci nazýváme podobnostńı transformaćı matićı X.

Poznámka 1.42. Podobnost je ekvivalence na množině čtvercových matic řádu n, tj. pro A,B,M ∈ Cn,n plat́ı

1. Reflexivita: A je podobná sáma sobě,

2. Symetrie: je-li A podobná B, potom je i B podobná A,

3. Tranzitivita: je-li A podobná B a B podobná M, je i A podobná M.
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D̊ukaz. Důkaz plyne jednoduše z definice podobnosti. Trvzeńı o symetrii se např. dokáže snadnými ekviva-

lentńımi úpravami: A = X−1BX ⇐⇒ XA = BX ⇐⇒ XAX−1 = B. Tentokrát je matićı podobnostńı transfor-

mace matice X−1.

Věta 1.43 (vlastnosti podobných matic). Necht’ A,B ∈ Cn,n, A je podobná B. Potom plat́ı

1. pA = pB, tud́ıž i σ(A) = σ(B) a νAa (λ) = νBa (λ) pro každé λ ∈ σ(A),

2. νAg (λ) = νBg (λ) pro každé λ ∈ σ(A),

3. detA = detB

D̊ukaz. Vlastnosti plynou triviálně z definic jednotlivých objekt̊u, viz strana 47 [2]. Nezkouš́ı se.

Poznámka 1.44. Implikaci ve větě 1.43 o vlastnostech podobných matic nelze obrátit, tj. i přes to, že maj́ı dvě

matice stejné charakteristické polynomy, stejná spektra i stejné algebraické a geometrické násobnosti, nemuśı

existovat regulárńı matice X zprostředkovávaj́ıćı podobnostńı transformaci.

Definice 1.45. Necht’ A ∈ Cn,n. Matici A nazveme diagonalizovatelnou, pokud je podobná diagonálńı matici,

tj. existuje diagonálńı matice D a regulárńı matice X takové, že A = XDX−1.

Věta 1.46 (diagonalizovatelnost a násobnosti). Necht’ A ∈ Cn,n. Potom matice A je diagonalizovatelná právě

tehdy když ∀λ ∈ σ(A) plat́ı νa(λ) = νg(λ).

D̊ukaz. Důkaz tohoto tvrzeńı vyžaduje větš́ı teoretickou př́ıpravu. Lze ho zapsat jako d̊usledek vět 3.19 a 3.28

z [2]. Nezkouš́ı se.

Věta 1.47. Necht’ A ∈ Cn,n a λ1, ..., λp jsou všechna jej́ı vzájemně r̊uzná vlastńı č́ısla. Pak existuje regulárńı

matice X taková, že A je podobná matici J v Jordanově kanonickém tvaru, kde

J =



J(1)1

. . .

J(1)s1

J(2)1

. . .

J(2)s2

. . .

J(p)1

. . .

J(p)sp



.

Tzv. Jordanovy bloky Jki pro k ∈ p̂, i ∈ ŝk jsou tvaru

Jki =


λk 1

λk
. . .

. . . 1

λk

 .

Přitom matice J je až na pořad́ı blok̊u dána jednoznačně.

Poznámka 1.48. Věta o Jordanově kanonickém tvaru nám jistým zp̊usobem rozšǐruje větu 1.46 o diagonali-

zovatelnosti a násobnostech. Ne každá čtvercová matice je podobná diagonálńı matici, každá čtvercová matice

je ale podobná matici v Jordanově kanonickém tvaru. Je-li matice př́ımo podobná diagonálńı matici, pak jsou

Jordanovy bloky jednoprvkové matice obsahuj́ıćı pouze vlastńı č́ısla a vymiźı jedičky nad diagonálou.



18 KAPITOLA 1. LINEÁRNÍ ALGEBRA PRO NUMERIKU

1.2 Rozklady matic

Věta 1.49 (o rozkladu na dolńı a horńı trojúhelńıkovou matici). Každou silně regulárńı matici A lze jedno-

značným zp̊usobem vyjádřit ve tvaru A = LDR, kde L je (levá) dolńı trojúhelńıková matice s 1 na diagonále,

R je (pravá) horńı trojúhelńıková matice s 1 na diagonále a D je diagonálńı matice.

D̊ukaz. Budeme postupovat indukćı, necht’ tedy n = 1. Potom A =
(
a11

)
= 1 · a11 · 1, kde L =

(
1
)
, D =

(
a11

)
a R =

(
1
)
, což jsou matice splňuj́ıćı požadavky věty. Nyńı provedeme indukčńı krok od n− 1→ n. Označme si

A =

(
Ã v⃗

u⃗T α

)

kde Ã ∈ Cn−1,n−1. Podle indukčńıho předpokladu umı́me vytvořit rozklad Ã = L̃D̃R̃. Ten můžeme zapsat ve

tvaru součinu matic

A = LDR(
Ã v⃗

u⃗T α

)
=

(
L̃ 0⃗

l⃗T 1

)(
D̃ 0⃗

0⃗T δ

)(
R̃ r⃗

0⃗T 1

)
=

(
L̃ 0⃗

l⃗T 1

)(
D̃R̃ D̃r⃗
0⃗T δ

)
=

(
L̃D̃R̃ L̃D̃r⃗
l⃗T D̃R̃ l⃗T D̃r⃗ + δ

)
,

kde l⃗T , δ a r⃗ neznáme. Postupně si je tedy vyjádř́ıme

v⃗ = L̃D̃r⃗ =⇒ r⃗ = D̃−1L̃−1v⃗,

u⃗T = l⃗T D̃R̃ =⇒ l⃗T = u⃗T D̃−1R̃−1,

α = l⃗T D̃r⃗ + δ =⇒ δ = α− l⃗T D̃r⃗.

Vyjdeme-li z indukčńıho předpokladu, tj. že známe rozklad Ã = L̃D̃R̃, źıskáváme všechny neznámé a umı́me

spoč́ıtat rozklad A = LDR, což jsme chtěli dokázat. Takový rozklad tedy jistě existuje, nyńı dokážeme jeho

jednoznačnost. Necht’ existuj́ı dva r̊uzné rozklady.

A = LDR = L′D′R′

= L′−1LD = D′R′R′−1

Je vhodné poznamenat, že inverzńı matice určitě existuj́ı, protože jde o trojúhelńıkové matice s 1 na diagonále,

které jsou tud́ıž jistě regulárńı. Na levé straně rovnice máme dolńı trojúhelńıkové matice, na pravé straně horńı

trojúhelńıkové matice. Protože se tyto strany muśı rovnat, muśı součiny na každé straně dát diagonálńı matici.

Zároveň v́ıme, že L′−1,L,R′ a R′−1 maj́ı na diagonále jen jedničky, proto prvky na diagonále ovlivňuj́ı jen D a

D′. Dostáváme rovnost D = D′. Tento postup opakujeme.

A = LDR = L′D′R′

= L′−1LD = D′R′R′−1

= L′−1L = D′R′R′−1D−1

Stejnou úvahou jako výše zjist́ıme, že na obou stranách rovnice muśıme mı́t diagonálńı matice. Protože nav́ıc

L′−1 i L maj́ı na diagonále 1, plat́ı L′−1L = I, odkud už zřejmě L = L′. Čtenář analogicky dokáže rovnost R a

R′.

Poznámka 1.50. LDR rozklad neńı podobnostńı transformace, tud́ıž na diagonále D nejsou vlastńı č́ısla A.
Kdyby mělo j́ıt o podobnostńı transformaci, muselo by platit, že R je inverzńı k L, tedy že L = R−1. Podle věty

1.35 by tak ale bud’ obě matice musely být horńı trojúhelńıkové, nebo obě dolńı trojúhelńıkové. Protože maj́ı 1

na diagonále, muselo by j́ıt o identitu a v takovém př́ıpadě by nám věta jen ř́ıkala, že A = D, tzn. že A už je v
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diagonálńım tvaru, což neńı moc užitečná informace.

Definice 1.51. Householderovou reflekčńı matićı (elementárńı unitárńı matićı) nazeme každou matici Hw⃗

tvaru

Hw⃗ = I− 2w⃗w⃗∗,

kde w⃗ je Householder̊uv vektor, pro který plat́ı ||w⃗||2 =
√
(w⃗, w⃗) = 1.

Poznámka 1.52. Výraz w⃗w⃗∗ se dá přepsat jako

w⃗w⃗∗ =


w1

...

wn

(w1 . . . wn

)
=


w1w1 . . . w1wn

...
. . .

...

wnw1 . . . wnwn

 .

Pro ij-tý prvek tedy plat́ı (w⃗w⃗∗)ij = wiwj .

Věta 1.53. Householderova reflekčńı matice je hermitovská a unitárńı.

D̊ukaz. Postupně dokážeme obě vlastnosti.

• hermitovskost (Hw⃗
?
= H∗

w⃗) : H∗
w⃗ = I∗ − 2(w⃗w⃗∗)∗ = I− 2(w⃗∗)∗w⃗∗ = I− 2w⃗w⃗∗ = Hw⃗

• unitarita (H−1
w⃗

?
= H∗

w⃗) : Dokážeme, že I = Hw⃗H∗
w⃗ = H∗

w⃗Hw⃗. Potom z toho, co v́ıme o inverzńıch matićıch

bude jistě platit, že H∗
w⃗ = H−1

w⃗ .

Hw⃗H∗
w⃗

∗
= Hw⃗Hw⃗ = (I− 2w⃗w⃗∗)(I− 2w⃗w⃗∗) = I− 4w⃗w⃗∗ + 4w⃗w⃗∗w⃗w⃗∗ ∗∗

= I− 4w⃗w⃗∗ + 4w⃗w⃗∗ = I,

kde jsme v rovnosti označené * využili již dokázanou hermitovskost. Rovnost označená ** vyplývá z

poznámky 1.52 resp. z definice Householderova vektoru a jeho normalizace. Zřejmě w⃗∗w⃗ = (w⃗, w⃗) = 1.

Věta 1.54. Necht’ U ∈ Cn,n je unitárńı matice. Pak ||Ux⃗||2 = ||x⃗||2. Jinými slovy unitárńı matice zachovávaj́ı

normu.

D̊ukaz. ||Ux⃗||22 = (Ux⃗,Ux⃗) = (x⃗,U∗Ux⃗) = (x⃗,U−1Ux⃗) = (x⃗, Ix⃗) = (x⃗, x⃗) = ||x⃗||22

Věta 1.55 (význam Householderovy reflekčńı matice). Necht’ Hw⃗ je Householderova reflekčńı matice a v⃗ ∈ Cn.

Pak vektor Hw⃗v⃗ je zrcadlový obraz vektoru v⃗ podle nadroviny L := {x⃗ ∈ Cn | w⃗∗x⃗ = (x⃗, w⃗) = 0} v tom smyslu,

že plat́ı

1. ||Hw⃗v⃗||2 = ||v⃗||2,

2. (Hw⃗v⃗ + v⃗) ∈ L,

3. (Hw⃗v⃗ − v⃗) ⊥ L.

D̊ukaz 1. Matice Hw⃗ je unitárńı, tud́ıž jde o d̊usledek věty 1.54.
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D̊ukaz 2.
(Hw⃗v⃗ + v⃗) ∈ L ⇐⇒ (Hw⃗v⃗ + v⃗, w⃗) = 0,

((I− 2w⃗w⃗∗)v⃗ + v⃗, w⃗) = 0,

(v⃗ − 2w⃗w⃗∗v⃗ + v⃗, w⃗) = 0,

(2v⃗ − 2w⃗(v⃗, w⃗), w⃗) = 0,

2(v⃗, w⃗)− 2(w⃗, w⃗)(v⃗, w⃗) = 0,

2(v⃗, w⃗)− 2(v⃗, w⃗) = 0,

0 = 0,

kde prvńı ekvivalence vyplývá z definice nadroviny L. (Do té patř́ı všechny vektory x⃗ kolmé na w⃗.)

D̊ukaz 3.
(Hw⃗v⃗ − v⃗) ⊥ L ⇐⇒ ∀ x⃗ ∈ L plat́ı (Hw⃗v⃗ − v⃗, x⃗) = 0,

((I− 2w⃗w⃗∗)v⃗ − v⃗, x⃗) = 0,

(v⃗ − 2w⃗w⃗∗v⃗ − v⃗, x⃗) = 0,

−2(w⃗w⃗∗v⃗, x⃗) = 0,

−2x⃗∗w⃗w⃗∗v⃗ = 0,

−2(w⃗, x⃗)(v⃗, w⃗) = 0,

−2 · 0 · (v⃗, w⃗) = 0,

0 = 0,

protože v́ıme z definice nadroviny L, že ∀ x⃗ ∈ L plat́ı (x⃗, w⃗) = 0.

Obrázek 1.1: význam Householderovy reflekčńı matice

Poznámka 1.56. Protože plat́ı Hw⃗ = H∗
w⃗ = H−1

w⃗ , při druhé aplikace transformace dostáváme opět p̊uvodńı

vektor (Hw⃗Hw⃗v⃗ = Hw⃗H−1
w⃗ v⃗ = Iv⃗ = v⃗).

Věta 1.57. Necht’ A ∈ Cn,n a λ ∈ σ(A). Potom ∃Hw⃗ taková, že Hw⃗AHw⃗e⃗1 = λe⃗1.

D̊ukaz. Hw⃗AHw⃗e⃗1 = λe⃗1 =⇒ AHw⃗e⃗1 = λH−1
w⃗ e⃗1 = λHw⃗e⃗1 =⇒ Hw⃗e⃗1 je vlastńı vektor A př́ıslušný vlastńımu

č́ıslu λ. Označme si jej x⃗ := Hw⃗e⃗1. Abychom dokázali existenci Hw⃗ ukážeme, jak pro dané A a λ volit w⃗,

přičemž pro dané λ známe x⃗. Z věty 1.55 o významu Householderovy reflekčńı matice v́ıme, že ∀ y⃗ ∈ Cn plat́ı
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(Hw⃗y⃗ − y⃗) ⊥ L, tedy i (Hw⃗e⃗1 − e⃗1) ⊥ L, resp. (x⃗− e⃗1) ⊥ L. Volme tedy

w⃗ :=
x⃗− e⃗1
||x⃗− e⃗1||2

.

Takto zvolené w⃗ zřejmě splńı podmı́nky z věty 1.55 a zároveň je normované na 1, což požaduje definice House-

holderova vektoru.

Poznámka 1.58. Pod́ıvejme se nejdř́ıv na to, co vlastně výraz Hw⃗AHw⃗e⃗1 dělá. Označme si matici Hw⃗AHw⃗ :=

A′. Všiměme si, že jde o podobnostńı transformaci, jelikož z hermitovskosti a unitarity Hw⃗ plat́ı Hw⃗ = H∗
w⃗ = H−1

w⃗

a proto A′ = Hw⃗AHw⃗ = Hw⃗AH−1
w⃗ . Matice A′ má tedy na diagonále vlastńı č́ısla A. Z definice maticového

násobeb́ı je dále zřejmé, že součin s prvńım vektorem standardńı báze
”
vyselektuje“ prvńı sloupec matice, tzn.

plat́ı

A′e⃗1 =


λ

0
...

0,

 .

Pro součin Hw⃗AHw⃗ t́ım pádem ale muśı platit, že výsledná matice má tvar

Hw⃗AHw⃗ =


λ a′12 . . . a′1n
0 a′22 . . . a′2n
...

...
. . .

...

0 a′n2 . . . a′nn

 .

Bez použit́ı Gaussovy eliminace se nám povedlo zbavit se č́ısel v prvńım sloupci p̊uvodńı matice A. To je velmi

užitečné a bude se nám v budoucnu hodit.

Věta 1.59 (Schurova). Necht’ A ∈ Cn,n. Potom existuje unitárńı matice U ∈ Cn,n taková, že A = U∗RU, kde
R je horńı trojúhelńıková.

D̊ukaz. A = U∗RU ⇐⇒ UA = RU ⇐⇒ UAU∗ = R, kde již bez rozepsáńı mezikrok̊u využiváme unitaritu U,
tj. že U∗ = U−1. Podle věty 1.57 v́ıme, že ∃Hw⃗1 taková, že Hw⃗1AHw⃗1e⃗1 = λ1e⃗1 a následně podle poznámky

1.58, že

Hw⃗1AHw⃗1 =

λ1 v⃗T1

0⃗ Ã1

 ∈ Cn,n, kde v⃗1 ∈ Cn−1 a Ã1 ∈ Cn−1,n−1

Na matici Ã1 můžeme větu 1.57 aplikovat znovu, tj. v́ıme, že ∃ H̃w⃗2 taková, že

H̃w⃗2Ã1H̃w⃗2 =

λ2 v⃗T2

0⃗ Ã2

 ∈ Cn−1,n−1, kde v⃗2 ∈ Cn−2 a Ã2 ∈ Cn−2,n−2

Potom zadefinujeme-li si matici Hw⃗2 jako

Hw⃗2 =

1 0⃗T

0⃗ H̃w⃗2

 ∈ Cn,n,
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můžeme analyzovat součin Hw⃗2Hw⃗1AHw⃗1Hw⃗2:

Hw⃗2Hw⃗1AHw⃗1Hw⃗2 =

1 0⃗T

0⃗ H̃w⃗2

λ1 v⃗T1

0⃗ Ã1

1 0⃗T

0⃗ H̃w⃗2

 =

λ1 v⃗T1

0⃗ H̃w⃗2Ã1

1 0⃗T

0⃗ H̃w⃗2

 =

=

λ1 v⃗T1

0⃗ H̃w⃗2Ã1H̃w⃗2

 =


λ1 v⃗T1

0 λ2 v⃗T2

0⃗ 0⃗ Ã2

 .

Kdybychom nyńı kroky opakovali, nakonec bychom dostali součin

Hw⃗n−1Hw⃗n−2 ...Hw⃗2Hw⃗1AHw⃗1Hw⃗2 ...Hw⃗n−2Hw⃗n−1 := R.

Každá z matic Hw⃗i je unitárńı a podle věty 1.31 je i součin unitárńıch matic unitárńı. Proto můžeme jako naše

U do věty volit

U := Hw⃗n−1 ...Hw⃗1.

Stač́ı už jen dokázat, že Hw⃗n−1 ...Hw⃗1 a Hw⃗1 ...Hw⃗n−1 jsou vzájemě inverzńı. To ale triviálně plyne opět z

unitarity Hw⃗i, protože

Hw⃗n−1 ...Hw⃗2Hw⃗1Hw⃗1Hw⃗2 ...Hw⃗n−1 = Hw⃗n−1 ...Hw⃗2IHw⃗1Hw⃗2 ...Hw⃗n−1 =

= Hw⃗n−1 ...Hw⃗2Hw⃗1Hw⃗2 ...Hw⃗n−1 = ... = I.

Dohromady tedy dostáváme UAU−1 = R a na začátku d̊ukazu jsme si ukázali, že je to ekvivalentńı se zněńım

věty, tedy A = U∗RU.

Poznámka 1.60. Je vhodné si všimnout, že tvrzeńı Schurovy věty je podobnostńı transformace, protože

A = U∗RU = U−1RU. Důležité je, že tato věta plat́ı pro libovolné čtvercové matice, tzn. i ty, které nejsou diago-

nalizovatelné. Pokutou za to je to, že nedostáváme podobnost s diagonálńı matićı ale jen s horńı trojúhelńıkovou

matićı.

Poznámka 1.61. Vzhledem k tomu, že jde o podobnostńı transformaci, která podle věty 1.43 zachovává vlastńı

č́ısla, muśı mı́t matice horńı trojúhelńıková matice R podle věty 1.39 na diagonále vlastńı č́ısla A.

Lemma 1.62. Necht’ A ∈ Cn,n je normálńı trojúhelńıková matice. Potom A je nutně diagonálńı.

D̊ukaz. Budeme postupovat indkućı. Necht’ tedy n = 1. Potom A =
(
a11

)
, což je diagonálńı matice. Nyńı

provedeme indukčńı krok od n − 1 → n. Bez újmy na obecnosti necht’ A je dolńı trojúhelńıková matici. Tu

můžeme zapsat ve tvaru

A =

 Ã 0⃗

l⃗T α

 , kde Ã ∈ Cn−1,n−1 a l⃗ ∈ Cn−1.

Kdybychom dokázali, že Ã je normálńı, byla by z indukčńıho předpokladu diagonálńı. Pak ještě muśıme dokázat,

že l⃗ = 0⃗ a celá A bude diagonálńı. Z předpoklad̊u věty v́ıme, že A je normálńı, tud́ıž muśı platit AA∗ = A∗A.
Rozepǐsme si tyto dva součiny.

AA∗ =

 Ã 0⃗

l⃗T α

Ã∗ l⃗

0⃗T α

 =

 ÃÃ∗ Ãl⃗

l⃗T Ã∗ l⃗T l⃗ + αα



A∗A =

Ã∗ l⃗

0⃗T α

 Ã 0⃗

l⃗T α

 =

Ã∗Ã+ l⃗⃗lT αl⃗

αl⃗T αα


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Aby platila nomrálnost A, muśı platit rovnost l⃗T l⃗ + αα = αα. Ta nastane jedině za podmı́nky, že l⃗ = 0⃗, což je

jedna z věćı, které jsme potřebovali ukázat. Součiny si také můžeme dále upravit.

AA∗ =

ÃÃ∗+ 0⃗T

0⃗ αα



A∗A =

Ã∗Ã+ 0⃗T

0⃗ αα


Odtud ale vid́ıme, že matice Ã je rovněž normálńı, a podle indukčńıho předpokladu tedy také diagonálńı. Matice

A je tud́ıž také diagonálńı. (TODO: lépe vysvětlit logiku d̊ukazu)

Důsledek 1.63. Necht’ A ∈ Cn,n je normálńı. Potom existuje unitárńı matice U ∈ Cn,n taková, že A = U∗DU,
kde D je diagonálńı matice. Je-li nav́ıc A hermitovská, pak má D na diagonále realná č́ısla.

D̊ukaz. Z Schurovy věty (1.59) již v́ıme, že pro každou matici A ∈ Cn,n existuje unitárńı matice U taková, že

plat́ı A = U∗DU. Schurova věta nám nicméně o D řekla jen to, že je horńı trojúhelńıková. My budeme cht́ıt

nav́ıc aplikovat lemma 1.62, potřebujeme ale nejdř́ıv ukázat, že za předpoklad̊u normálnosti A je i D normálńı.

Pro D můžeme psát D = UAU∗. Rozepǐsme si D∗ = (UAU∗)∗ = (AU∗)∗U∗ = UA∗U∗. Potom

DD∗ = UAU∗UA∗U∗ = UAA∗U∗,

D∗D = UA∗U∗UAU∗ = UA∗AU∗ 1
= UAA∗U∗.

Vid́ıme, že je-li A normálńı (tuto vlastnost jsme potřebovali v rovnosti označené 1), je i D normálńı. Potom

kombinaćı tvrzeńı Schurovy věty (D je trojúhelńıková) a předchoźıho lemmatu (D je normálńı) dostáváme, že

D je nutně diagonálńı. Necht’ je nyńı A nav́ıc hermitovská, tzn. plat́ı A = A∗. Potom je hermitovská i D, jelikož
plat́ı

D∗ = UA∗U∗ = UAU∗ = D.

Diagonálńı hermitovská matice muśı mı́t na diagonále realná č́ısla (aby na ně nemělo vliv opruhováńı).

Definice 1.64. Necht’ A ∈ Cn,n. Čtvercovou matici A nazvu pozitivně definitńı, pokud ∀ x⃗ ∈ Cn, x⃗ ̸= 0⃗

plat́ı, že x⃗∗Ax⃗ ∈ R+. Znač́ıme A > 0.

Poznámka 1.65. Je-li pro A,B ∈ Cn,n matice A − B > 0, ṕı̌seme A > B. Tento zápis nemluv́ı o hodnotách

prvk̊u těchto matic.

Poznámka 1.66. V námi použ́ıvané definici skalárńıho součinu plat́ı, že x⃗∗Ax⃗ = (Ax⃗, x⃗).

Poznámka 1.67. Tato definice pozitivńı definitnosti je obecněǰśı než v [2], nebot’ je platná pro všechny čtvercové

matice a nikoliv jen pro symetrické matice.

Věta 1.68. Necht’ A ∈ Cn,n je pozitivně definitńı matice. Potom jej́ı vlastńı č́ısla jsou kladná. Je-li naopak

A ∈ Cn,n hermitovská matice s kladnými vlastńımi č́ısly, pak je A pozitivně definitńı.

D̊ukaz 1. Předpokládáme, že A je pozitivně definitńı, neboli že ∀ x⃗ ∈ Cn, x⃗ ̸= 0⃗ plat́ı x⃗∗Ax⃗ > 0. Beru si libovolně

pevně λ ∈ σ(A) a k němu x⃗λ př́ıslušný vlaastńı vektor. Ten si normujeme na 1.

0 < x⃗∗
λAx⃗λ = (Ax⃗λ, x⃗λ) = (λx⃗λ, x⃗λ) = λ(x⃗λ, x⃗λ) = λ||x⃗λ||2 = λ

D̊ukaz 2. Nyńı předpokládáme, že A je hermitovská (a tedy podle 1.28 i normálńı) a má kladná vlastńı č́ısla.

Dı́ky d̊usledku Schurovy věty umı́me zapsat rozklad A = U∗DU, kde U je regulárńı unitárńı matice a D je
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diagonálńı s vlastńımi č́ısli A na diagonále. Dı́ky předpoklad̊um tedy v́ıme, že ∀ i ∈ n̂ plat́ı dii > 0. Pod́ıvejme

se jak bude vypadat (Ax⃗, x⃗) pro libovolné pevné x⃗ ∈ Cn, x⃗ ̸= 0⃗.

(Ax⃗, x⃗) = (U∗DUx⃗, x⃗) = (DUx⃗,Ux⃗) = (Dy⃗, y⃗) =
n∑

i=1

dii|yi|2 > 0

Poznámka 1.69. Necht’ A ∈ Cn,n pozitivně definitńı. Potom pokud za libovolné x⃗ ∈ Cn vezmu i-tý vektor

standardńı báze e⃗i, dostaneme 0 < e⃗∗iAe⃗ = (Ae⃗i, e⃗i) = (A•i, e⃗i) = aii, tzn. všechny diagonálńı prvky pozitivně

definitńı matice jsou kladné.

Definice 1.70. Necht’ A ∈ Cn,n je hermitovská a pozitivně definitńı. Pro libovolné p ∈ R definujeme Ap =

U∗DpU.

Poznámka 1.71. Z Schurovy věty 1.59 a jej́ıho d̊usledku 1.63 v́ıme, že pro hermitovskou (a tedy i normálńı)

matici A rozklad A = U∗DU existuje, kde D je diagonálńı matice. Z poznámky 1.61 pak také v́ıme, že na

diagonále D lež́ı vlastńı č́ısla matice A.

Poznámka 1.72. Můžeme si povšimnout, že definice 1.70 odpov́ıdá pozorováńı pro celoč́ıselné mocniny:

A2 = U∗DUU∗DU = U∗DIDU = U∗D2U.

1.3 Posloupnosti vektor̊u a matic a normy

1.3.1 Posloupnosti

Definice 1.73. Necht’ je dána posloupnost vektor̊u

x⃗(k) =


x
(k)
1
...

x
(k)
n

 pro k ∈ N.

Řekneme, že posloupnost
(
x⃗(k)

)+∞
k=1

konverguje k vektoru

x⃗ =


x1

...

xn


právě tehdy když ∀ i ∈ n̂ plat́ı lim

k→+∞
x
(k)
i = xi. Tuto vlastnost znač́ıme lim

k→+∞
x⃗(k) = x⃗ nebo x⃗(k) → x⃗.

Definice 1.74. Analogicky řekneme, že posloupnost matic

A(k) =


a
(k)
11 . . . a

(k)
1n

...
. . .

...

a
(k)
m1 . . . a

(k)
mn

 ∈ Cm,n pro k ∈ N

konverguje k matici A právě tehdy když ∀ i ∈ m̂, j ∈ n̂ plat́ı lim
k→+∞

a
(k)
ij = aij .

Poznámka 1.75. Dokazováńı konvergence po prvćıch je časově velmi náročně. K vyšetořováńı tedy budeme

použ́ıvat normy.
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1.3.2 Normy

Definice 1.76. Zobrazeńı || · || : Cn → R nazvu normou na množině vektor̊u z Cn, splňuje-li ∀ x⃗, y⃗ ∈ Cn a

∀α ∈ C následuj́ıćı vlastnosti:

1. ||x⃗|| ≥ 0 ∧ (||x⃗|| = 0 ⇐⇒ x⃗ = 0⃗),

2. ||αx⃗|| = |α| ||x⃗||,

3. ||x⃗+ y⃗|| ≤ ||x⃗||+ ||y⃗||.

Obrázek 1.2: graf norem (TODO: vysvětlit)

Poznámka 1.77. Bude se nám často hodit fakt, že ||x⃗− y⃗|| = 0 ⇐⇒ x⃗− y⃗ = 0⃗ ⇐⇒ x⃗ = y⃗.

Poznámka 1.78. Existuje nespočetně mnoho norem splňuj́ıćı tuto definici. Mezi některé známe patř́ı:

• euklidovská norma : ||x⃗||2 :=

(
n∑

i=1

|xi|2
) 1

2

,

• součtová norma : ||x⃗||1 =
n∑

i=1

|xi|,

• maximová norma : ||x⃗||∞ = max
i∈n̂
|xi|.

Lze ukázat, že všechny tyto normy jsou jen speciálńım př́ıpadem obecně definované normy ||x⃗||p =

(
n∑

i=1

|xi|p
) 1

p

.

Obrázek 1.3: geometrická představa norem (TODO: vysvětlit)

Věta 1.79. Pro libovolné dvě normy || · ||α, || · ||β : Cn → R existuj́ı kladné konstanty γ1, γ2 splňuj́ıćı ∀ x⃗ ∈ Cn

γ1||x⃗||α ≤ ||x⃗||β ≤ γ||x⃗||α.

D̊ukaz. Nezkouš́ı se. (TODO: doplnit odkaz na skripta ANA3 doc. Štampacha)

Důsledek 1.80. Je-li pro nějaké x⃗ ∈ Cn ||x⃗||α = 0, potom nutně ||x⃗||β = 0.

Věta 1.81. Necht’ je dána posloupnost vektor̊u
(
x⃗(k)

)+∞
k=1

kde x⃗(k) ∈ Cn pro každé k ∈ N, vektor x⃗ ∈ Cn a

libovolná norma || · ||α : Cn → R. Potom x⃗(k) → x⃗ právě tehdy když ||x⃗(k) − x⃗||α → 0.
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D̊ukaz. Než se pust́ıme do d̊ukazu jednotlivých stran ekvivalence, pojd’me si obecně ř́ıct, co znamená, že x⃗(k) → x⃗

v řeči norem.

x⃗(k) → x⃗ ⇐⇒ x
(k)
i → xi

1⇐⇒ |x(k)
i − xi| → 0

2⇐⇒ ||x⃗(k) − x⃗||∞ → 0

Ekvivalence označená 1 je fakt plynoućı z definice limity č́ıselné posloupnosti. Proč plat́ı ekvivalence označená

2 je vidět z definice maximové normy.

||x⃗(k) − x⃗||∞ → 0 ⇐⇒ max
i∈n̂
|x(k)

i − xi| → 0

Protože musej́ı k nule konvergovat všechny prvky vektoru x⃗, muśı konvergovat i ten, kde je rozd́ıl |x(k)
i − xi|

maximálńı. Celkem jsme tedy dostali vztah, že x⃗(k) → x⃗ ⇐⇒ ||x⃗(k) − x⃗||∞ → 0. Nyńı si do věty 1.79 vezmeme

libovolnou normu || · ||α a normu || · ||∞. Potom v́ıme, že existuj́ı konstanty γ1, γ2 ∈ R+ takové, že

γ1||x⃗(k) − x⃗||α ≤ ||x⃗(k) − x⃗||∞ ≤ γ2||x⃗(k) − x⃗||α

Nyńı už se můžeme pustit do d̊ukazu jednotlivých implikaćı. V prvńım př́ıpadě (d̊ukaz ⇒) předpokládáme, že

x⃗(k) → x⃗. To jsme řekli, že je ekvivalentńı s výrokem ||x⃗(k)−x⃗||∞ → 0. Z nerovnosti ||x⃗(k)−x⃗||∞ ≤ γ2||x⃗(k)−x⃗||α
pak už dostáváme, že pro libovolnou normu ||·||α plat́ı ||x⃗(k)−x⃗||α. V druhém př́ıpadě (d̊ukaz⇐) předpokládáme,

že ||x⃗(k) − x⃗||α → 0. Z nerovnosti γ1||x⃗(k) − x⃗||α ≤ ||x⃗(k) − x⃗||∞ dostáváme, že za takového předpokladu i

||x⃗(k) − x⃗||∞ → 0, což je ekvivalentńı s výrokem x⃗(k) → x⃗.

Definice 1.82. Zobrazeńı || · || : Cn → R nazvu normou na množině čtvercových matic řádu n, splňuje-li

∀A,B ∈ Cn,n a ∀α ∈ C následuj́ıćı vlastnosti:

1. ||A|| ≥ 0 ∧ (||A|| = 0 ⇐⇒ A = O),

2. ||αA|| = |α| ||A||,

3. ||A+ B|| ≤ ||A||+ ||B||,

4. ||AB|| ≤ ||A|| ||B||.

Poznámka 1.83. Na maticovou normu se lze d́ıvat jako na vektorovou normu aplikovanou na vektory z Cn2

.

(TODO: doplnit vysvětleńı, proč maticová norma splňuje větu o konvergenci vektor̊u v normě)

Poznámka 1.84. Př́ıkladem užitečné maticové normy je Schurova (v anglických textech ozn. jako Frobeniova)

norma, definovaná ||A||S =
(∑n

i,j=1 |aij |2
) 1

2

.

D̊ukaz. TODO: d̊ukaz splněńı definice

Definice 1.85. Necht’ A ∈ Cn,n, x⃗ ∈ Cn. Maticovou normu nazvu souhlasnou s vektorovou normou právě

tehdy když plat́ı

||Ax⃗|| ≤ ||A|| ||x⃗||.

Poznámka 1.86. Schurova maticová norma je souhlasná s euklidovskou normou.

D̊ukaz. TODO: doplnit d̊ukaz

Definice 1.87. Necht’ A ∈ Cn,n, x⃗ ∈ Cn. Maticová norma indukovaná vektorovou normou je dána vztahem

||A|| = max
||x⃗||=1

||Ax⃗||.

Korektnost. Je třeba ověřit, zda takto definovaná maticová norma splňuje definici normy. TODO: doplnit
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Poznámka 1.88. Maximum existuje vždy, nebot’ {x⃗ ∈ Cn|||x⃗|| = 1} je kompaktńı množina a norma je na ńı

spojitá. (Obdoba funkce spojité na uzavřeném intervalu — ta na něm maximum vždy nabývá.) Obráceně toto

ale neplat́ı – ne pro každou maticovou normu existuje vektorová norma, která ji indukuje.

Věta 1.89 (ekvivalentńı definice maticové normy). Necht’ A ∈ Cn,n, x⃗ ∈ Cn. Potom

||A|| = max
||x⃗||=1

||Ax⃗|| ⇐⇒ ||A|| = max
||Ax⃗||
||x⃗||

D̊ukaz. Výrok je zřejmý, mı́sto toho abych dělal maximum jen přes ||x⃗|| = 1 naopak normuji ||Ax⃗|| na 1.

Poznámka 1.90. Indukovaná maticová norma je souhlasná s vektorovou normou, která ji indukuje.

D̊ukaz. Chceme, aby platil výraz ||Ax⃗|| ≤ ||A|| ||x⃗||, přičemž za ||A||
”
dosazuji“ max

||x⃗||=1
||Ax⃗||. Pro směr x⃗ kde je

maximum nabýváno tak zřejmě bude platit rovnost, jinak bude ||Ax⃗|| menš́ı než své maximum.

Věta 1.91. Necht’ A ∈ Cn,n, x⃗ ∈ Cn. Potom při značeńı

(i) ||A||∞ = max
||x⃗||∞=1

||Ax⃗||∞,

(ii) ||A||1 = max
||x⃗||1=1

||Ax⃗||1,

(iii) ||A||2 = max
||x⃗||2=1

||Ax⃗||2.

plat́ı následuj́ıćı vztahy:

1. ||A||∞ = max
i∈n̂

n∑
j=1

|aij | (řádková norma – odpov́ıdá maximu součtu přes jednotlivé řádky),

2. ||A||1 = max
j∈n̂

n∑
i=1

|aij | (sloupcová norma – odpov́ıdá maximu součtu přes jednotlivé sloupce),

3. ||A||2 =
√
ρ(A∗A).

D̊ukaz 1. Chceme naj́ıt alternativńı zp̊usob výpočtu výrazu ||A||∞ = max
||x⃗||∞=1

||Ax⃗||∞. Z definice maximové

normy si můžeme rozepsat ||x⃗||∞ = 1. To plat́ı, jsou-li všechna |xi| ≤ 1 kde i ∈ n̂. Pro jednoduchost zat́ım

předpokládejme, že A ∈ Rn,n a x⃗ ∈ Rn. Potom ∀ i ∈ n̂ plat́ı xi ∈ [−1, 1]. Označme si y⃗ := Ax⃗. Tento výraz si

můžeme představit tak, že jednotlivými složkami x⃗ násob́ıme sloupce matice A, tj.

y⃗ = x1A·1 + x2A·2 + ...+ x2A·2 = x1


a11
...

an1

+ x2


a12
...

an2

+ ...+ xn


a1n
...

ann


My hledáme co největš́ı ||y⃗||∞. To v kontextu maximové normy znamená, že koeficienty x1, ..., xn chceme nastavit

tak, aby libovolná složka vektoru y⃗ byla co největš́ı. Dı́vám-li se tedy na i-tý prvek vektoru y⃗, zaj́ımá mě v tu

chv́ıli jen rovnice

yi = x1ai1 + ...xnain =

n∑
j=1

xjaij .

Je zřejmé, že aby yi bylo maximálńı, budu brát

xj :=

 1 pro aij > 0

−1 pro aij < 0

 = sgn aij
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Dosad́ım-li toto nové vyjádřeńı do mého výrazu pro yi, dostáváme

yi =

n∑
j=1

x
(i)
j aij =

n∑
j=1

sgn (aij) · aij =
n∑

j=1

|aij |.

(Horńı index (i) u xj je doplněn kv̊uli tomu, že daná volba hodnot xj tak, aby posléze platilo sgn (aij)·aij = |aij |
je platná jen pro konkrétńı zkoumaný i-tý řádek.) Chceme maximálńı hodnotu ||Ax⃗||∞, tedy maximálńı hodnotu

||y⃗||∞. Tu podle toho, co jsme si řekli snadno spoč́ıtám t́ım, že projdu všechny řádky a urč́ım, kdy byla hodnota

yi největš́ı, což je zněńı věty.

||y⃗||∞ = max
i∈n̂
|yi| = max

i∈n̂

n∑
j=1

|aij |

Na začátku jsme se omezili jen na reálná č́ısla. Upravme tedy nyńı naši volbu x
(i)
j tak, aby stále platilo sgn (aij) ·

aij = |aij | i nad komplexńımi č́ısli. Z vlastnost́ı komlexńıch č́ısel je zřejmé, že taková volba bude mı́t tvar

x
(i)
j :=

aij
|aij |

.

D̊ukaz 2. Postup bude v tomto př́ıpadě analogický. Chceme naj́ıt alternativńı zp̊usob výpočtu výrazu

||A||1 = max
||x⃗||1=1

||Ax⃗||1. Z definice jednotkové normy si můžeme rozepsat ||x⃗||1 = 1. To plat́ı, je-li
∑n

j=1 |xj | = 1.

Př́ıkladem vektor̊u splňuj́ıćıch tuto vlastnost jsou

v⃗ =


1
n
...
1
n

 , nebo w⃗ =



0

1

0
...

0

 .

Opět si označ́ım y⃗ := Ax⃗ a opět si ho představ́ım tak, že jednotlivými složkami x⃗ násob́ıme sloupce matice A,
tj.

y⃗ = x1A·1 + x2A·2 + ...+ x2A·2 = x1


a11
...

an1

+ x2


a12
...

an2

+ ...+ xn


a1n
...

ann


Tentokrát se snaž́ıme maximalizovat součet složek vektoru y⃗. Je třeba si rozmyslet, že toho dosáhnu t́ım, že

najdu sloupec matice A s největš́ım součtem složek, u něj nastav́ım xj na 1, a zbytku dám nulu. K tomu můžeme

doj́ıt např́ıklad představou, že jednotlivé sloupcové vektory představuj́ı bankovńı účty lid́ı, přičemž každá složka

je účet v jiné měně (ale pro potřeby sč́ıtáńı převedená na koruny). Já chci ukrást co nejv́ıc peněz, ale smı́m

ukrást jen tolik, aby pod́ıl mého kradeńı byl roven jedné. To znamená, že bud’ můžu jednomu člověku ukrást vše,

nebo dvěma polovinu, nebo např. deseti lidem desetinu jejich majetku. Zde už je lépe vidět fakt, že nejv́ıce peněz

ukradu t́ım, že si najdu nejbohatš́ıho člověka, a tomu ukradnu vše. Matematicky tuto úvahu formulujeme t́ım,

že voĺıme xj = 1 pro j ∈ n̂ kde je výraz
∑n

i=1 |aij | maximálńı, a xj = 0 jinak. Potom vektor y⃗ odpov́ıdá tomuto

sloupci matice A. ||y⃗||1 tedy bude maximálńı, je-li maximálńı
∑n

i=1 |yi|, což odpov́ıdá max
j∈n̂

∑n
i=1 |aij |.

D̊ukaz 3. Tentokrát chceme naj́ıt alternativńı vyjádřeńı pro výraz ||A||2 = max
||x⃗||2=1

||Ax⃗||2. Zaměř́ıme se na to,

jak vypadá dvojková norma Ax⃗. Budeme pracovat s kvadráty, abychom se nemuseli zaob́ırat odmocninami.

Kvadráty nám zároveň nezměńı maximum.

||Ax⃗||22 = (Ax⃗,Ax⃗) = (x⃗,A∗Ax⃗)

Matice A∗A je hermitovská, protože plat́ı (A∗A)∗ = A∗(A∗)∗ = A∗A. Podle poznámky 1.28 je tedy i normálńı,
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proto můžeme aplikovat Shurovu větu, respektive jej́ı d̊usledek 1.63, který nám ř́ıká, že umı́me vytvořit rozklad

A∗A = U∗DU,

kde D je diagonálńı matice se spektrem A∗A na diagonále. Pokračujme dále ve výrazu pro kvadrát dvojkové

normy Ax⃗.
||Ax⃗||22 = (x⃗,A∗Ax⃗) = (x⃗,U∗DUx⃗) = (Ux⃗,DUx⃗) = (y⃗,Dy⃗) kde y⃗ := Ux⃗

Protože U je dle použitého d̊usledku Shurovy věty 1.63 regulárńı, vztah mezi y⃗ a x⃗ je jednoznačný. Z toho, že

U je unitárńı, dále dle 1.54 v́ıme, že zachovává normu. Při hledáńı maxima voĺıme ||x⃗||2 = 1, proto

||y⃗||2 = ||Ux⃗||2 = ||x⃗||2 = 1.

Nyńı se vrat’me k výrazu, který chceme upravit a dosad’me do něj to, co jsme zat́ım źıskali. Jak již bylo zmı́něno,

kvadráty nám nezměńı hodnotu maxima, proto s nimi můžeme nadále pracovat.

||A||22 = max
||x⃗||2=1

||Ax⃗||22 = max
||y⃗||2=1

(y⃗,Dy⃗) = max
||y⃗||2=1

n∑
i=1

dii|yi|2

Poznamenejme, že při výpočtu maxima jsme z procházeńı ||x⃗||2 = 1 mohli přej́ıt k procházeńı ||y⃗||2 = 1 jen d́ıky

tomu, že jejich přǐrazeńı je jednoznačné a je zachována norma. Výraz ||y⃗||22 = 1 dále z definice dvojkové normy

odpov́ıdá výrazu
∑n

i=1 |yi|2. Abych tedy maximalizoval ||A||22 voĺım stejným argumentem jako v d̊ukazu bodu

2 yi = 1 pro maximálńı dii a yi = 0 jinak. Maximalizaci ||A||22 jsme tedy převedli na hledáńı maximálńıho dii

Všiměme si, že A∗A je pozitivně definitńı matice, protože plat́ı (x⃗,A∗Ax⃗) = (Ax⃗,Ax⃗) > 0 pro každé x⃗ ̸= 0⃗. Z

věty 1.68 v́ıme, že pozitivně definitńı matice má kladná vlastńı č́ısla. Již dř́ıve jsme ukázali, že dii (diagonálńı

prvky matice D) jsou vlastńı č́ısla A∗A, proto dii > 0. Hledáme maximálńı dii, která jsou všechna kladná, tud́ıž

max
i∈n̂

dii = max
i∈n̂
|dii| = max

λ∈σ(A∗A)
|λ| = ρ(A∗A),

což je pod odmocninou zněńı věty.

Definice 1.92. Necht’ A ∈ Cn,n je hermitovská a pozitivně definitńı matice. Energenickou vektorovou a mati-

covou normu definujeme ∀ x⃗ ∈ Cn a ∀B ∈ Cn,n vztahy

||x⃗||A := ||A 1
2 x⃗||2,

||B||A := ||A 1
2BA− 1

2 ||2.

1.3.3 Geometrické posloupnosti

Věta 1.93. Necht’ A ∈ Cn,n. Potom plat́ı Ak → O ⇐⇒ ρ(A) < 1.

D̊ukaz. Necht’ nejdř́ıve A diagonalizovatelná, tzn. existuj́ı D diagonálńı a X regulárńı takové, že A = XDX−1. Jak

jsme již dř́ıve ukázali, pro k ∈ N plat́ı Ak = XDkX−1. (To lze ukázat např. pro k = 2, kdy A2 = XDX−1XDX−1 =

XDIDX−1 = XD2X−1, a indukćı pro libovolné k.) Pak zřejmě Ak → O ⇐⇒ Dk → O. Z př́ıslušných definic

plyne, že

Dk =


λk
1 0 · · · 0

0 λk
2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · λk
nn

→ O ⇐⇒ (∀ i ∈ n̂)(λk
i → 0) ⇐⇒ (∀ i ∈ n̂)(|λi| < 1) ⇐⇒ ρ(A) < 1.

kde λi je i-té vlastńı č́ıslo matice A. Necht’ nyńı A neńı diagonalizovatelná. Použijeme Jordanovu větu 1.47,

která ř́ıká, že každá matice A je podobná matici J v Jordannově kanonickém tvaru, tzn. existuje regulárńı
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matice X taková, že A = X−1JX. Potom opět analogickým arguemntem jako výše Ak = X−1JkX a tedy

Ak → O ⇐⇒ Jk → O. Matice J má blokově diagonálńı tvar, tzn. je tvořena Jordanovými bloky Ji. Potom

Jk =


Jk1 0 · · · 0

0 Jk2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · Jkm

→ O ⇐⇒ (∀ i ∈ m̂)(Jki → O)

Každý blok Ji má na diagonále i-té vlastńı č́ıslo λi a na nad diagonálou samé jedničky. Tedy

Ji =



λi 1 0 · · · 0

0 λi 1 · · · 0

0 0 λi · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · λi


Pro zjednodušeńı zápisu označme T := Ji, t := λi. Dokážeme nyńı, že pro ij-tý prvek matice Tk plat́ı

Tk =



(
k

j−i

)
tk−(j−i) pro j > i a k ≥ j − i,

tk pro j = i

0 jinak.

Postupujme indukćı, necht’ k = 1. Potom tvrzeńı přejde na

T1 =



(
1

j−i

)
t1−(j−i) pro j > i a 1 ≥ j − i,

t1 pro j = i,

0 jinak,

ale podmı́nky j > i a 1 ≥ j − i jsou zároveň splněny jen pokud j = i+ 1 a
(

1
j−i

)
t0 =

(
1
1

)
= 1. Dostáváme tedy

opravdu správný Jordan̊uv kanonický tvar

T1 =



t 1 0 · · · 0

0 t 1 · · · 0

0 0 t · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · t

 .

Nyńı předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro k − 1 a ukážeme, že plat́ı i pro k. Z definice maticového násobeńı

plat́ı

(Tk)ij =

n∑
l=1

(Tk−1)il · Tlj = (Tk−1)ijλ+ (Tk−1)i,j−1 · 1

kde jsme využili ověřených vlastnost́ı pro k = 1, tedy že pro l = j je Tlj = t a pro l = j−1 je Tlj = 1. Dosad́ıme

do vztahu z indukčńıho předpokladu:

(Tk)ij =

(
k − 1

j − i

)
tk−1−(j−i) · t+

(
k − 1

j − 1− i

)
tk−1−(j−1−i) · 1 =

= tk−(j−i)

((
k − 1

j − i

)
+

(
k − 1

j − 1− i

))
=

(
k

j − i

)
tk−(j−i).
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Máme ověřenou platnost tvrzeńı pro k, zbývá se tedy vrátit k p̊uvodńı větě a ukázat, že libovolné (Tk)ij

konverguje k nule, pokud |t| < 1. Pod́ıvejme se na obecné kombinačńı č́ıslo:(
n

m

)
=

n!

m!(n−m)!
=

n(n− 1)(n− 2) · · · (n−m+ 1)

m!
≤ nm

m!
,

kde jsme využili toho, že v čitateli je m činitel̊u, které jsou všechny menš́ı nebo rovny n. Nyńı tedy můžeme

zapsat (
k

j − i

)
tk−(j−i) ≤ kj−i

(j − i)!
tk−(j−i).

Zde c := j − i je konstanta (d́ıváme se na konkrétńı prvek matice Tk), takže pro |t| < 1 a s využit́ım toho, že

tk konverguje rychleji než tc pak už zřejmě dostaneme hledanou konvergenci k nule.

Poznámka 1.94. Všiměme si, že věta je realnou analogíı vztahu ak → 0 ⇐⇒ |a| < 1 kde a ∈ R.

Věta 1.95. Necht’ A ∈ Cn,n. Existuje-li norma || · ||α taková, že ||A||α < 1, potom Ak → O.

D̊ukaz. Čtvrtá vlastnost maticové normy ř́ıká, že pro každé A,B ∈ Cn,n je ||AB|| ≤ ||A||||B||. Odtud jednoduše

indukćı pro každé k ∈ N plat́ı ||Ak|| ≤ ||A||k a tedy ||Ak|| → 0 ⇐⇒ ||A|| < 1.

Důsledek 1.96. Pro libovolnou matici A ∈ Cn,n a normu || · ||α plat́ı, že ρ(A) ≤ ||A||α.

D̊ukaz. Necht’ A ∈ Cn,n a ϵ > 0. Definujeme

B =
1

||A||+ ϵ
A,

odkud zřejmě ||B|| < 1. Potom z předchoźıch tvrzeńı ||B||k → 0 ⇐⇒ ρ(B) < 1. Vezměme si libovolné vlastńı

č́ıslo λ ∈ σ(A) a př́ıslušný vlastńı vektor x⃗, tedy Ax⃗ = λx⃗. Pak také

Bx⃗ =
1

||A||+ ϵ
Ax⃗ =

λ

||A||+ ϵ
x⃗

Proto λ
||A||+ϵ ∈ σ(B), tzn. je vlastńı č́ıslo matice B. My ale už v́ıme, že ρ(B) < 1, tedy

λ

||A||+ ϵ
< 1 ⇒ λ < ||A||+ ϵ.

Protože jsme ϵ > 0 a λ ∈ σ(A) brali libovolně, dostáváme tvrzeńı věty.

Věta 1.97. Necht’ A ∈ Cn,n. Řada
∑∞

k=1 Ak = I + A + A2 + ... konverguje k (I − A)−1 právě tehdy, když

ρ(A) < 1.

Poznámka 1.98. Opět jde o analogii realného tvrzeńı, kdy
∑∞

k=0 a
k = 1

1−a právě tehdy, když |a| < 1.

D̊ukaz. Zabývajme se nejdř́ıve samotnou existenćı matice (I − A)−1. Z Schurovy věty 1.59 v́ıme, že umı́me

napsat A = U∗RU, kde U je unitárńı a R je horńı trojúhelńıková s vlastńımi č́ısli matice A na diagonále. Pak

opět z Schurovy věty

I− A = I− U∗RU = U∗IU− U∗RU = U∗(I− R)U.

Předpoklad ρ(A) < 1 nám ř́ıká, že ∀λ ∈ σ(A) je |λ| < 1. Protože měla R vlastńı č́ısla na diagonále, jsou

diagonálńı prvky I−R nenulové. Determinant trojúhelńıkové matice je součin jej́ıch diagonálńıch prvk̊u, tedy je

v tomto př́ıpadě nenulový a matice I−R je regulárńı. Protože U je unitárńı, je i I−A regulárńı, a tedy existuje

matice (I− A)−1. Označme si částečný součet Sk = I+ A+ A2 + ...Ak. Pak

Sk(I− A) = I+ A+ A2 + ...+ Ak − A− A2 − ...− Ak+1 = I− Ak+1.
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Když obě strany rovnosti vynásob́ıme matićı (I− A)−1, dostáváme

Sk = (I− A)−1(I− Ak+1) = (I− A)−1 − (I− A)−1Ak+1.

Pro k → ∞ tento výraz nyńı konverguje k (I − A)−1, pokud Ak+1 → 0, což z předchoźı věty 1.93 plat́ı právě

tehdy, když ρ(A) < 1.

Věta 1.99. Necht’ A ∈ Cn,n taková, že ||A|| < 1. Potom

||(I− A)−1 −
k∑

j=0

Aj || ≤ ||A||
k+1

1− ||A||
.

Poznámka 1.100. Z věty 1.97 v́ıme, že
∑+infty

k=0 konverguje za daných předpoklad̊u k (I−A)−1. Všiměme si,

že nyněǰśı věta nám tedy dává horńı odhad pro chybu aproximace nekonečné řady
∑∞

k=0 Ak jen konečnou po

nějaké k ∈ N.

D̊ukaz. Necht’ A ∈ Cn,n a pod́ıvejme se na výraz v normě.

||(I− A)−1 −
k∑

j=0

Aj || = ||
+∞∑
j=0

Aj −
k∑

j=0

Aj || = ||
+∞∑

j=k+1

Aj || = ||Ak+1
+∞∑
j=0

Aj ||

≤ ||Ak+1|| · ||
+∞∑
j=0

Aj || ≤ ||Ak+1||
+∞∑
j=0

||Aj || = ||A
k+1||

1− ||A||
.

1.4 Otázky

• Pozitivně definitńı matice a jejich vlastnosti.

• Konvergence geometrických maticových posloupnost́ı.

• Generované maticové normy a jejich alternativńı vyjádřeńı.



Kapitola 2

Úvod do numerických výpočt̊u

Tato kapitola se věnuje základńım princip̊um, na kterých funguj́ı numerické výpočty. Kĺıčové je pochopeńı, jak

jsou č́ısla reprezentována v poč́ıtači a jaké d̊usledky z toho plynou, zejména co se týče přesnosti a chyb ve

výpočtech.

2.1 Reprezentace č́ısel v poč́ıtači

Definice 2.1 (Pozičńı zápis č́ısla). Bud’ β ∈ N, β ≥ 2 základ č́ıselné soustavy. Libovolné reálné č́ıslo x s

konečným počtem cifer xk (0 ≤ xk < β) lze zapsat v pozičńı soustavě jako

xβ = (−1)s[xnxn−1 . . . x1x0.x−1x−2 . . . x−m], (2.1)

kde s ∈ {0, 1} určuje znaménko a typicky požadujeme xn ̸= 0. Alternativně lze tento zápis vyjádřit pomoćı

součtu mocnin základu β:

xβ = (−1)s
(

n∑
k=−m

xkβ
k

)
. (2.2)

Věta 2.2. Libovolné reálné č́ıslo x ∈ R lze s libovolnou přesnost́ı aproximovat reálným č́ıslem xβ , jehož zápis

v soustavě o základě β má konečný počet cifer.

D̊ukaz. Stač́ı volit počet cifer m dostatečně velký.

2.1.1 Č́ısla s pohyblivou desetinnou čárkou

Pozičńı zápis naráž́ı na praktické problémy při ukládáńı velmi velkých nebo velmi malých č́ısel, protože by

vyžadoval ukládáńı velkého množstv́ı nevýznamových nul. Proto se v poč́ıtač́ıch použ́ıvá reprezentace č́ısel v

pohyblivé desetinné čárce (floating-point).

Definice 2.3 (Zápis v pohyblivé desetinné čárce). Č́ıslo x zapisujeme ve tvaru

x = (−1)s ·m · βe−t, (2.3)

kde:

• s ∈ {0, 1} je znaménko,

• β je základ soustavy (typicky 2 nebo 10),

• t ∈ N je přesnost, tedy maximálńı počet povolených cifer v mantise,

• m = (a1a2 . . . at)β je mantisa, celé č́ıslo tvořené t ciframi 0 ≤ ai < β,

33
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• e ∈ Z je exponent.

Př́ıklad 2.4. Ukážeme si, jak zapsat č́ıslo 928.371 v systému s pohyblivou desetinnou čárkou. Budeme vycházet

z definice x = (−1)s · (0.a1a2 . . . at) · βe.

1. Č́ıslo k reprezentaci:

x = 928.371

2. Volba základu: Pro jednoduchost zvoĺıme deśıtkovou soustavu, takže základ β = 10.

3. Normalizace: Muśıme č́ıslo upravit tak, aby bylo ve tvaru 0.něco. Toho dosáhneme posunut́ım desetinné

čárky o tři mı́sta doleva.

928.371 = 0.928371× 1000 = 0.928371 · 103

4. Identifikace jednotlivých hodnot: Z normalizovaného tvaru 0.928371 · 103 můžeme vyč́ıst všechny

potřebné hodnoty:

• Znaménko (s): Č́ıslo je kladné, takže s = 0.

• Základ (β): β = 10.

• Mantisa: Je tvořena ciframi a1 = 9, a2 = 2, a3 = 8, a4 = 3, a5 = 7, a6 = 1.

• Přesnost (t): Počet cifer v mantise je 6, takže t = 6.

• Exponent (e): Exponent je e = 3.

Výsledný zápis č́ısla 928.371 v normalizovaném tvaru s pohyblivou desetinnou čárkou (při základu 10) je tedy

0.928371 · 103.

Definice 2.5 (Normalizovaný zápis). Pro jednoznačnost zápisu požadujeme, aby prvńı cifra mantisy byla

nenulová, tj. a1 ̸= 0. Takovému zápisu se ř́ıká normalizovaný. Bez této podmı́nky by např́ıklad platilo 1 =

0.100 · 101 = 0.010 · 102.

Poznámka 2.6. Všimněme si, že normalizovaný zápis neumožňuje zapsat č́ıslo nula. Proto do naš́ı množiny

povolených č́ısel muśıme nulu přidat explicitně.

Definice 2.7 (Množina č́ısel s pohyblivou desetinnou čárkou). Množinu všech č́ısel, která lze v daném systému

s pohyblivou desetinnou čárkou reprezentovat, definujeme jako

F(β, t, L, U) = {0} ∪

{
x ∈ R | x = (−1)sβe

t∑
i=1

aiβ
−i, a1 ̸= 0, L ≤ e ≤ U

}
, (2.4)

kde L a U jsou minimálńı a maximálńı povolená hodnota exponentu. Č́ıslo nula neńı možné zapsat v normali-

zovaném tvaru a muśı být definováno speciálně.

2.1.2 Standard IEEE 754

Pro sjednoceńı reprezentace č́ısel v poč́ıtač́ıch byl zaveden standard IEEE 754, který definuje formáty s r̊uznou

přesnost́ı. Nejběžněǰśı jsou:

• Jednoduchá přesnost (single precision): Použ́ıvá 32 bit̊u (4 bajty).

– 1 bit pro znaménko

– 8 bit̊u pro exponent (rozsah L = −126, U = 127 – dohromady 254 hodnot, dvě zbývaj́ıćı (8 bit̊u nám

umožňuje zapsat 256 hodnot) jsou vyhrazeny pro speciálńı př́ıpady, viz dále)

– 23 bit̊u pro mantisu (rozah 0-8388608)

• Dvojitá přesnost (double precision): Použ́ıvá 64 bit̊u (8 bajt̊u).
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– 1 bit pro znaménko

– 11 bit̊u pro exponent (rozsah L = −1022, U = 1023 – 2 bity opět vyhrazeny pro speciálńı hodnoty)

– 52 bit̊u pro mantisu (rozsah až 15 cifer v deśıtkové soustavě)

Poznámka 2.8 (Speciálńı hodnoty). Standard IEEE 754 dále definuje speciálńı hodnoty pomoćı rezervovaných

hodnot exponentu:

Hodnota Exponent Mantisa

±0 L− 1 0

±∞ U + 1 0

NaN (Not a Number) U + 1 ̸= 0

Hodnota NaN vzniká při nedefinovaných operaćıch, jako je děleńı nulou nebo odmocnina ze záporného č́ısla.

2.1.3 Zaokrouhlovaćı chyby

Množina strojových č́ısel F(β, t, L, U) má dvě zásadńı vlastnosti: je konečná a jej́ı prvky nejsou na reálné ose

rozloženy rovnoměrně. S rostoućı velikost́ı č́ısla se zvětšuj́ı i mezery mezi sousedńımi reprezentovatelnými č́ısly.

Př́ıklad 2.9 (Rozložeńı strojových č́ısel). Uvažujme jednoduchý systém F(10, 1,−2, 2). Množina kladných re-

prezentovatelných č́ısel v tomto systému je:

• pro e = −2: {0.01, 0.02, . . . , 0.09} (rozestup 0.01)

• pro e = −1: {0.1, 0.2, . . . , 0.9} (rozestup 0.1)

• pro e = 0: {1, 2, . . . , 9} (rozestup 1)

• pro e = 1: {10, 20, . . . , 90} (rozestup 10)

• pro e = 2: {100, 200, . . . , 900} (rozestup 100)

Z tohoto př́ıkladu je patrné, že č́ım dále jsme od nuly, t́ım ”řidčeji”jsou č́ısla na reálné ose rozložena.

Důsledkem těchto mezer je, že množina F neńı uzavřená v̊uči základńım aritmetickým operaćım. Výsledek

operace dvou strojových č́ısel může snadno padnout do mezery mezi nimi a sám tedy do množiny F patřit

nemuśı.

Př́ıklad 2.10. V systému F(10, 1,−2, 2) jsou č́ısla x1 = 1 a x2 = 0.1 reprezentovatelná. Jejich součet x1+x2 =

1.1 ale do této množiny nepatř́ı, protože by k jeho zápisu byly potřeba dvě platné cifry v mantise.

Poznámka 2.11 (Zaokrouhlováńı). Abychom mohli výsledek aritmetické operace v poč́ıtači uložit, muśıme

ho zaokrouhlit na nejbližš́ı č́ıslo z množiny F. T́ımto procesem vznikaj́ı zaokrouhlovaćı chyby, které jsou

fundamentálńım zdrojem nepřesnost́ı v numerických výpočtech. Aritmetické operace provedené v pohyblivé

desetinné čárce (tedy s následným zaokrouhleńım) budeme značit s indexem fl, např́ıklad +fl, ·fl atd..

Tento proces zaokrouhlováńı může vést k neintuitivńım výsledk̊um a ztrátě přesnosti.

Př́ıklad 2.12 (Vliv zaokrouhleńı na sč́ıtáńı). Mějme systém F(10, 2,−5, 5) a poč́ıtejme součet deseti č́ısel 0.1

a jednoho č́ısla 10. Pokud začneme sč́ıtat od velkého č́ısla:

10 +fl 0.1 = 10

Již prvńı operace 10 + 0.1 = 10.1 muśı být zaokrouhlena. V systému s přesnost́ı t = 2 (dvě platné cifry v

mantise) se 10.1 zaṕı̌se jako 0.10 ·102. Cifra 1 na pozici desetin se ztrat́ı. Každé daľśı přičteńı 0.1 tedy nepřinese

žádnou změnu a konečný výsledek bude 10. Pokud ale sečteme stejná č́ısla v opačném pořad́ı:

(. . . ((0.1 +fl 0.1) +fl . . . ) +fl 10)

Nejprve sečteme desetkrát 0.1. Mezivýsledky (0.2, . . . , 1.0) jsou přesně reprezentovatelné. Po deseti kroćıch
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dostaneme 1.0. Až nakonec provedeme operaci 1.0 +fl 10 = 11. Výsledek je 11, což je správná hodnota.

Poznámka 2.13. Z předchoźıch př́ıklad̊u plyne d̊uležitý poznatek: při sč́ıtáńı č́ısel, jejichž řády se výrazně lǐśı,

může mantisa menš́ıho č́ısla
”
spadnout“ mimo rozsah přesnosti větš́ıho č́ısla. Menš́ı č́ıslo je pak při součtu zcela

”pohlceno”a výsledek je nepřesný. Je tedy numericky výhodněǰśı sč́ıtat č́ısla od nejmenš́ıho po největš́ı. Chtělo

by se tedy ř́ıct, že bychom si před jakýmkoliv sč́ıtáńım měli seřadit č́ısla podle velikosti. To ale neńı vždy možné,

hlavně třeba proto, že řazeńı je výpočetně náročné.

Poznámka 2.14. Pro většinu inženýrských úloh je jednoduchá přesnost (single) nedostatečná právě kv̊uli těmto

efekt̊um. Dvojitá přesnost (double) se pro většinu reálných problémů ukazuje jako dostatečná, nebot’ se obvykle

pracuje s daty, která jsou řádově srovnatelná.

2.2 Stabilita úlohy a podmı́něnost matic

Při výpočtech se nevyhneme chybám – at’ už zaokrouhlovaćım, nebo chybám ve vstupńıch datech, které jsou často

zat́ıženy nepřesnost́ı měřeńı. Je proto kĺıčové zkoumat, jak se tyto malé nepřesnosti projev́ı na výsledku. Obecnou

úlohu můžeme formulovat jako hledáńı řešeńı x⃗ rovnice F (x⃗, d⃗) = 0⃗, kde d⃗ jsou vstupńı data (parametry) úlohy.

Př́ıklad 2.15. Př́ıklady formulace úloh:

• Řešeńı lineárńı soustavy: F (x⃗, d⃗) = Ax⃗− b⃗ = 0⃗, kde data jsou d⃗ = {A, b⃗} a řešeńı je x⃗.

• Výpočet inverzńı matice: F (X, d⃗) = AX− I = O, kde data jsou d⃗ = {A} a řešeńı je X = A−1.

• Výpočet vlastńıch č́ısel: F (λ⃗, d⃗) = det(A− λiI) = 0 pro i = 1, . . . , n, kde data jsou d⃗ = {A} a řešeńı je

vektor vlastńıch č́ısel λ⃗.

Definice 2.16 (Stabilita úlohy). Řekneme, že úloha je dobře položená (well-posed) nebo stabilńı, pokud

má jednoznačné řešeńı, které spojitě záviśı na vstupńıch datech. To znamená, že malá změna vstupńıch dat δd⃗

zp̊usob́ı pouze malou změnu v řešeńı δx⃗. Pokud úloha tuto podmı́nku nesplňuje, nazývá se špatně položená

(ill-posed) nebo nestabilńı.

Pro úlohu řešeńı soustavy lineárńıch rovnic je mı́ra stability popsána tzv. č́ıslem podmı́něnosti matice.

Definice 2.17 (Č́ıslo podmı́něnosti matice). Pro regulárńı čtvercovou matici A ∈ Cn,n definujeme č́ıslo

podmı́něnosti jako

κ(A) = ||A|| · ||A−1||. (2.5)

Je-li κ(A)
”
malé“ (bĺızké 1), ř́ıkáme, že matice je dobře podmı́něná. Je-li κ(A) velké, matice je špatně

podmı́něná.

Př́ıklad 2.18 (Špatně podmı́něná soustava). Uvažujme soustavu lineárńıch rovnic Ax⃗ = b⃗:20 16 9

14 15 11

13 17 14


x

y

z

 =

45

40

44

 .

Přesným řešeńım této soustavy je vektor x⃗ = (1, 1, 1)T . Pod́ıvejme se, jak se řešeńı změńı při malé změně

(perturbaci) vektoru pravé strany b⃗:

• Pokud pravou stranu změńıme o 0.1 na b⃗ = (45.1, 39.9, 44.1)T , řešeńım je x⃗ = (−12.5, 32,−24.1)T .

• Pokud pravou stranu změńıme pouze o 0.01 na b⃗ = (45.01, 39.99, 44.01)T , řešeńım je x⃗ = (−0.25, 4.1,−1.51)T .

Vid́ıme, že nepatrná změna ve vstupńıch datech vedla k obrovské změně ve výsledném řešeńı. Taková úloha je

špatně položená a matice soustavy je špatně podmı́něná.

Věta 2.19 (Odhad chyby řešeńı). Necht’ A ∈ Cn,n je regulárńı matice a necht’ x⃗ je řešeńım soustavy Ax⃗ = b⃗.

Pokud řeš́ıme soustavu s porušenou pravou stranou A(x⃗ + δx⃗) = b⃗ + δ⃗b, pak pro relativńı chybu řešeńı plat́ı



2.2. STABILITA ÚLOHY A PODMÍNĚNOST MATIC 37

odhad:
||δx⃗||
||x⃗||

≤ κ(A)
||δ⃗b||
||⃗b||

. (2.6)

Jde-li o indukovanou maticovou normu, pak existuje nenulový vektor b⃗ a nenulová perturbace δ⃗b taková,

že nastává rovnost. Tento vztah ukazuje, že č́ıslo podmı́něnosti κ(A) funguje jako ”zesilovač”relativńı chyby

vstupńıch dat. Pro dobře podmı́něné matice (s κ(A) ≈ 1) bude relativńı chyba řešeńı srovnatelná s relativńı

chybou dat. Pro špatně podmı́něné matice (s velkým κ(A)) může být relativńı chyba řešeńı mnohonásobně větš́ı.

(TODO: přepsat odstavec lepš́ımi slovy)

D̊ukaz. Mějme soustavu LAR Ax⃗ = b⃗. Použit́ım souhlasné maticové a vektorové normy dostáváme

||⃗b|| = ||Ax⃗|| ≤ ||A|| · ||x⃗||. (2.7)

Z předpoklad̊u také v́ıme, že

A(x⃗+ δx⃗) = b⃗+ δ⃗b

Ax⃗+ Aδx⃗ = b⃗+ δ⃗b

Aδx⃗ = δ⃗b

δx⃗ = A−1δ⃗b.

(2.8)

Potom opět s využit́ım souhlasné maticové a vektorové normy plat́ı:

||δx⃗|| = ||A−1δ⃗b|| ≤ ||A−1|| · ||δ⃗b||. (2.9)

Potom když jednotlivé nerovnosti pronásob́ıme, dostáváme:

||⃗b|| · ||δx⃗|| ≤ ||A|| · ||A−1|| · ||δ⃗b|| · ||x⃗|| = κ(A)||δ⃗b|| · ||x⃗||. (2.10)

Nyńı už jen stač́ı nerovnost přeuspořádat a dostáváme prvńı část tvrzeńı:

||δx⃗||
||x⃗||

≤ κ(A)
||δ⃗b||
||⃗b||

. (2.11)

Necht’ nyńı nav́ıc || • || indukovaná maticová norma. Potom protože je indukovaná vektorovou normou, plat́ı

||A|| = max
||x⃗||=1

||Ax⃗|| (2.12)

Proto ∃ x⃗ takové, že ||x⃗|| = 1 a ||A|| = ||Ax⃗||, tzn. lze pro tento vektor psát

||Ax⃗|| = ||A|| = ||A|| · 1 = ||A|| · ||x⃗||. (2.13)

Potom pokud se vrát́ıme k p̊uvodńı soustavě Ax⃗ = b⃗, můžeme psát

||⃗b|| = ||Ax⃗|| = ||A|| · ||x⃗|| (2.14)

Dále provedeme analogii pro perturbaci δ⃗b, přičemž vyjdeme z rovnice δx⃗ = A−1δ⃗b. Z definice indukované normy

tedy plyne, že ∃ δ⃗b takové, že ||δ⃗b|| = 1 a

||A−1|| = ||A−1δ⃗b|| = ||A−1|| · 1 = ||A−1|| · ||δ⃗b||. (2.15)

Odtud tedy

||δx⃗|| = ||A−1δ⃗b|| = ||A−1|| · ||δ⃗b||. (2.16)
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Stejně jako v prvńım př́ıpadě pronásob́ıme dohromady rovnosti:

||δx⃗|| · ||⃗b|| = ||A|| · ||A−1|| · ||δ⃗b|| · ||x⃗|| = κ(A)||δ⃗b|| · ||x⃗||. (2.17)

Přeuspořádáńım dostaneme druhou část tvrzeńı:

||δx⃗||
||x⃗||

= κ(A)
||δ⃗b||
||⃗b||

. (2.18)

2.3 Klasifikace numerických metod

Definice 2.20 (Stabilita numerické metody). Řekneme, že numerická metoda je stabilńı, pokud při jej́ı aplikaci

na stabilńı (dobře položenou) úlohu zp̊usob́ı malá změna vstupńıch parametr̊u jen malou změnu ve výsledku.

Tyto malé změny jsou v praxi často zp̊usobeny zaokrouhlovaćımi chybami poč́ıtačové aritmetiky.

Základńı děleńı numerických metod je na př́ımé a iteračńı.

2.3.1 Př́ımé metody

• Po konečném počtu krok̊u dávaj́ı teoreticky přesné řešeńı (pokud by se poč́ıtalo v exaktńı aritmetice). V

praxi je výsledek ovlivněn zaokrouhlovaćımi chybami.

• Řešeńı je k dispozici až na samém konci výpočtu; neposkytuj́ı pr̊uběžné aproximace.

• Jsou obecně robustněǰśı, tj. funguj́ı pro širš́ı tř́ıdu úloh.

• Z těchto d̊uvod̊u jsou upřednostňovány v některých kritických pr̊umyslových aplikaćıch.

2.3.2 Iteračńı metody

• Generuj́ı posloupnost aproximaćı {x⃗(k)}∞k=1, která (v ideálńım př́ıpadě) konverguje k přesnému řešeńı.

• Jedna iterace by měla být výpočetně výrazně levněǰśı než kompletńı př́ımá metoda.

• Jsou často snazš́ı na implementaci.

• Mohou být výrazně rychleǰśı, pokud je k dispozici dobrý počátečńı odhad řešeńı.

• Většina numerických metod pro složité problémy je iteračńıch.

2.4 Základńı pojmy analýzy iteračńıch metod

Pro iteračńı metody je kĺıčové umět posoudit, jak bĺızko je aktuálńı aproximace x⃗(k) skutečnému řešeńı x⃗,

abychom věděli, kdy výpočet ukončit.

Definice 2.21 (Reziduum). Necht’ je dána úloha F (x⃗, d⃗) = 0⃗. Pro k-tou aproximaci řešeńı x⃗(k) nazýváme

reziduem č́ıslo

r(k) = ||F (x⃗(k), d⃗)||, (2.19)

kde || · || je nějaká vhodná vektorová norma. Reziduum tedy měř́ı, jak dobře aproximace splňuje p̊uvodńı rovnici.

Pro soustavu Ax⃗ = b⃗ je reziduum r(k) = ||Ax⃗(k) − b⃗||.

Poznámka 2.22. Malá hodnota rezidua bohužel nemuśı nutně znamenat malou chybu řešeńı ||x⃗(k) − x⃗||. Pro
špatně podmı́něné úlohy můžeme mı́t velmi malé reziduum, a přesto být daleko od skutečného řešeńı. V praxi je

ale reziduum často jediným dostupným ukazatelem kvality aproximace. (TODO rozepsané je to dále u iteračńıch

metod, sjednotit)
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2.4.1 Apriorńı a aposteriorńı odhady

Odhady chyb děĺıme na dva typy:

• Apriorńı odhady: Lze je stanovit před zahájeńım vlastńıho výpočtu, pouze na základě znalosti úlohy

(funkce F a dat d⃗)1. Maj́ı sṕı̌se teoretický význam a často definuj́ı řád metody r ∈ N+, který v odhadu

||x⃗(k) − x⃗|| ≤ C||x⃗(k−1) − x⃗||r určuje rychlost konvergence2.

• Aposteriorńı odhady: Využ́ıvaj́ı kormě znalosti úlohy (funkce F a dat d⃗) nav́ıc znalosti3 napoč́ıtaných

aproximaćı x⃗(k). Měly by být přesněǰśı a slouž́ı jako základ pro praktická ukončovaćı kritéria a pro adaptivńı

metody, které přizp̊usobuj́ı sv̊uj běh konkrétńı řešené úloze. Odhad bývá ve tvaru ||x⃗(k) − x⃗|| ≤ C||x⃗(k) − x⃗(k−1)||r.

2.5 Zdroje chyb v numerických simulaćıch

Při řešeńı reálných problémů pomoćı poč́ıtačových simulaćı se setkáváme se čtyřmi hlavńımi zdroji chyb:

1. Chyba modelu: Vzniká při zjednodušeńı reálného problému do podoby matematického modelu (např.

zanedbáńı třeńı).

2. Chyba měřeńı: Vstupńı data jsou často źıskána experimentálně a jsou zat́ıžena chybou měřeńı.

3. Chyba diskretizace (metody):Vzniká nahrazeńım spojitého matematického modelu (např. diferenciálńı

rovnice) diskrétńım modelem (např. soustavou lineárńıch rovnic).

4. Zaokrouhlovaćı chyba: Vzniká z d̊uvodu použit́ı aritmetiky s konečnou přesnost́ı v poč́ıtači.

2.6 Otázky

• Reprezentace č́ısel s pohyblivou desetinnou čárkou

• Jednoduchá a dvojitá přesnost

• Zaokrouhlovaćı chyby

• Podmı́něnost matice

• Řád metody

1Zde se projev́ı prostřednictv́ım konstanty C(F, d⃗) > 0, v pozděǰśıch kapitolách uvid́ıme př́ıklady konkrétńıch tvar̊u.
2V praxi se ukazuje, že výhodné jsou např. metody druhého řád̊u, protože stač́ı napoč́ıtat polovinu iteraćı k źıskáńı stejně přesné

aproximace v porovnáńı s metodou prvńıho řádu. Metody vyšš́ıch řád̊u než dva bývaj́ı bohužel často velmi nestabilńı, a např. špatný
počátečńı odhad může zps̊uobit, že metoda ani nezkonverguje.

3Proto C(F, d⃗x⃗(k)) už neńı konstanta, jelikož se měńı s x⃗(k).
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Kapitola 3

Př́ımé metody řešeńı soustav lineárńıch

rovnic

3.1 Gaussova eliminačńı metoda

Jde o př́ımou metodu pro řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic nebo pro výpočet inverzńı matice.

Jej́ı základńı myšlenkou je postupné zjednodušováńı soustavy rovnic pomoćı elementárńıch řádkových operaćı,

které neovlivňuj́ı řešeńı soustavy. V celé této části budeme předpokládat, že matice A ∈ Cn,n jsou regulárńı.

Samotná metoda se skládá ze dvou fáźı:

• Př́ımý chod : spoč́ıvá v převedeńı úlohy Ax⃗ = b⃗ na úlohu Ux⃗ = d⃗ se stejným řešeńım x⃗, kde U je ale

horńı trojúhelńıková matice źıskaná elementárńımi řádkovými operacemi a d⃗ stejně modifikovaná pravá

strana.

• Zpětný chod : spoč́ıvá v řešeńı soustavy Ux⃗ = d⃗ pomoćı zpětné substituce, tedy postupného dosazováńı

do rovnic od posledńı k prvńı.

Př́ımý chod

Mějme matici A ∈ Cn,n a vektor b⃗ ∈ Cn. Ćılem př́ımého chodu je převést soustavu rovnic Ax⃗ = b⃗ na soustavu

rovnic Ux⃗ = d⃗, kde U je horńı trojúhelńıková matice a d⃗ je modifikovaný vektor pravých stran.
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann



x1

x2

...

xn

 =


b1

b2
...

bn

 (3.1)

Předpokládejme, že prvńı diagonálńı prvek a11 je nenulový. Nazveme ho hlavńım prvkem nebo pivotem a

poděĺıme prvńı řádek soustavy č́ıslem a11. Dostáváme
1 u12 · · · u1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann



x1

x2

...

xn

 =


d1

b2
...

bn

 , (3.2)

kde

u1j =
a1j
a11

41
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pro j = 2, . . . , n a d1 = b1
a11

. Nyńı odečteme ai1 násobek prvńıho řádku od každého následuj́ıćıho řádku, č́ımž

vynulujeme prvńı sloupeček od pro i = 2, ...n. Výsledný tvar nové soustavy bude
1 u12 · · · u1n

0 a
(1)
22 · · · a

(1)
2n

...
...

. . .
...

0 a
(1)
n2 · · · a

(1)
nn



x1

x2

...

xn

 =


d1

b
(1)
2
...

b
(1)
n

 , (3.3)

kde a
(1)
ij = aij − ai1u1j pro i = 2, . . . , n a b

(1)
i = bi − ai1d1 pro i = 2, . . . , n. Horńı index (1) znač́ı, že se jedná

o prvńı krok př́ımého chodu1. Nyńı budeme tento postup opakovat n − 1-krát, postupně s pivotem v druhém

řádku, třet́ım, atd. až po posledńı řádek. Na konci bude soustava vypadat takto:

1 u12 u13 · · · u1n

0 1 u23 · · · u2n

...
...

. . .
...

0 0 · · · 1 un−1,n

0 0 · · · 0 1





x1

x2

...

xn−1

xn

 =



d1

d2
...

dn−1

dn

 . (3.4)

kde v k-tém kroku poč́ıtáme pro i, j = k + 1, ..., n

ukj =
a
(k−1)
kj

a
(k−1)
kk

, dk =
b
(k−1)
k

a
(k−1)
kk

je děleńı k-tého řádku pivotem ak−1
kk

a
(k)
ij = a

(k−1)
ij − a

(k−1)
ik ukj , je eliminace prvk̊u pod diagonálou v k-tém sloupci

b
(k)
i = b

(k−1)
i − a

(k−1)
ik dk.

(3.5)

Zpětný chod

Nyńı řeš́ıme soustavu rovnic Ux⃗ = d⃗, kde U je horńı trojúhelńıková matice źıskaná v př́ımém chodu a d⃗ je

modifikovaný vektor pravých stran. Z posledńı rovnice je snadno vidět, že xn = dn. Z předposledńı rovnice s

touto znalost́ı pak snadno dostaneme xn−1 = dn−1 − un−1,nxn. Obacně pro k = n, ...1

xk = dk −
n∑

i=k+1

ukixi. (3.6)

3.1.1 Implementace

TODO: Implementace Gaussovy eliminačńı metody v Pythonu.

3.1.2 Analýza složitosti

TODO: Rozepsat podrobně, z implementace je ale zřejmé, že př́ımý chod použ́ıvá tři for cykly závislé na n,

tedy O(n3), zpětný chod použ́ıvá dva for cykly závislé na n, tedy O(n2). Celková složitost je tedy O(n3).

3.1.3 Numerická analýza

Abychom mohli lépe analyzovat numerické vlastnosti Gaussovy eliminačńı metody, převedeme jej́ı pr̊uběh do

maticového zápisu. K tomu budeme nejdř́ıve potřebovat několik pojmů.

Definice 3.1. Elementárńı úpravou provedenou v obdélńıkové matici A ∈ Cn,m nazveme:

• násobeńı všech prvk̊u zvoleného i-tého řádku, resp. sloupce, nenulovou konstantou α ∈ C,

1Často budeme použ́ıvat také značeńı a
(0)
ij = aij , tedy prvky, které byly v p̊uvodńı soustavě.
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• pro α ∈ C přičteńı α-násobku prvk̊u zvoleného i-tého řádku, resp. sloupce, k prvk̊um zvoleného j-tého

řádku, resp. sloupce.

Poznámka 3.2. Násobeńı řádku, resp. sloupce, matice A ∈ Cn,m konstantou α ∈ C je ekvivalentńı násobeńı

matice A zleva, resp. zprava, matićı 

1 0

0
. . . 0
. . . 1

. . .

0 α 0
. . . 1

. . .

. . .
. . . 0

0 1


(3.7)

s č́ıslem α na diagonále v i-tém řádku, resp. sloupci.

Poznámka 3.3. Přičteńı α-násobku i-tého řádku, resp. sloupce, k j-tému řádku, resp. sloupci, je ekvivalentńı

násobeńı matice A ∈ Cn,m zleva, resp. zprava, matićı

1 0

0
. . . 0
. . . 1

. . .

. . .
. . .

. . .

α
. . . 1

. . .

. . .
. . . 0

0 1


(3.8)

s jedničkami na diagonále a č́ıslem α na pozici (j, i).

D̊ukaz. Poctivý čtenář snadno ověř́ı tyto vlastnosti z definice maticového násobeńı, d̊ukaz je také k nalezeńı na

str. TODO [2].

Př́ıklad 3.4. TODO: doplnit ukázkový př́ıklad

Poznámka 3.5. Provedeme-li na řádky, resp. sloupce, matice A ∈ Cn,m konečný počet elementárńıch úprav,

je výsledek stejný jako když matici A vynásob́ıme zleva, resp. zprava, matićı, která je součinem matic od-

pov́ıdaj́ıćıch jednotlivým elementárńım úpravám. (TODO: Doladit zněńı podle [2])

D̊ukaz. Důkaz je technický a je třeba ho rozložit na několik př́ıpad̊u. Na přednášce neprob́ıráno, k nalezeńı je

na str. TODO [2].

Definice 3.6. Rozš́ı̌renou matićı soustavy nazýváme matici P ∈ Cn,n+1, která vznikne připojeńım vektoru

pravých stran b⃗ ∈ Cn k matici koeficient̊u A ∈ Cn,n, tedy

P = (A | b⃗) =


a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

an1 an2 · · · ann bn

 (3.9)

Nyńı máme vše pro to, abychom mohli zapsat pr̊uběh Gaussovy eliminačńı metody v maticovém zápisu.
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Př́ımý chod

Necht’ P ∈ Cn,n+1 je rozš́ı̌rená matice soustavy Ax⃗ = b⃗. Na konci prvńıho kroku př́ımého chodu bude matice

P(1) ∈ Cn,n+1 vypadat takto:

P(1) =


1 u12 · · · u1n d1

0 a
(1)
22 · · · u

(1)
2n b

(1)
2

...
...

. . .
...

0 a
(1)
n2 · · · u

(1)
nn b

(1)
n

 , (3.10)

čehož bylo dosaženo vhodnými elementárńımi úpravami matice P. Děleńı pivotem odpov́ıdalo vynásobeńı matice

P zleva matićı

M(1)
1 =


1

a11

1
. . .

1

 , (3.11)

přičteńı −a21-násobku prvńıho řádku k druhému řádku odpov́ıdalo vynásobeńı matice P zleva matićı

M(1)
2 =


1

−a21 1
. . .

1

 . (3.12)

Dohromady

M(1) = M(1)
n · · ·M

(1)
1 =


1

a11

−a21

a11
1

. . .

−an1

a11
1

 (3.13)

Tvar matice M(1) lze samozřejmě ověřit z definice maticového násobeńı. Intuitivně je ale lepš́ı d́ıvat se postupně

na to, jak matice M(1)
k měńı jednotkovou matici I, tzn. např́ıklad pokud bychom prvńı řádek dělili 2 a odeč́ıtali

tř́ınásobek prvńıho řádku od druhého, dostaneme:

M2M1I =


1
2 0 0 0

−3/2 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (3.14)

Obecně před zahájeńım k-tého kroku př́ımého chodu bude matice P(k−1) vypadat takto:

P(k−1) =



1 u12 . . . . . . u1k . . . u1n d1

1 . . . . . . u2k . . . u2n d2
. . .

...
...

...

1 uk−1,k . . . uk−1,n dk−1

a
(k−1)
kk . . . a

(k−1)
kn b

(k−1)
k

...
...

...

a
(k−1)
nk . . . a

(k−1)
nn b

(k−1)
n


(3.15)



3.1. GAUSSOVA ELIMINAČNÍ METODA 45

na konci k-tého kroku př́ımého chodu bude matice P(k) vypadat takto:

P(k) =



1 u12 . . . . . . u1k u1,k+1 . . . u1n d1

1 . . . . . . u2k u2,k+1 . . . u2n d2
. . .

...
...

...
...

1 uk−1,k uk−1,k+1 . . . uk−1,n dk−1

1 uk,k+1 . . . ukn dk

a
(k)
k+1,k+1 . . . a

(k)
k+1,n b

(k)
k+1

...
...

...

a
(k)
n,k+1 . . . a

(k)
nn b

(k)
n


(3.16)

a matice zprostředkovávaj́ıćı tento krok bude mı́t tvar:

M(k) =



1
. . .

1
1

a
(k−1)
kk

−a
(k−1)
k+1,k

a
(k−1)
kk

1

...
. . .

−a
(k−1)
nk

a
(k−1)
kk

1


(3.17)

Na konci př́ımého chodu bude matice P(n) vypadat takto:

P(n) =



1 u12 u13 · · · u1n d1

0 1 u23 · · · u2n d2
...

. . .
...

...

0 0 · · · 1 un−1,n dn−1

0 0 · · · 0 1 dn

 , (3.18)

a přitom

P(n) = M(n)M(n−1) · · ·M(1)P = MP (3.19)

Protože všechny matice M(k) byly dolńı trojúhelńıkové (tak jsme si je zavedli), ze znalosti faktu, že součin

trojúhelńıkových matic je trojúhelńıková matice plyne, že i M je dolńı trojúhelńıková. V blokovém zápisu, kde

P = (A | b⃗), resp. P(n) = (U, d⃗) pak MP = (MA |Mb⃗), tzn.

U = MA, ⇒ A = M−1U. (3.20)

Samozřejmě posledńı implikace plat́ı pouze za předpokladu invertibility matice M. Nyńı předpokládejme, že

invertibilńı je, a v́ıce viz dále Připomeňme, že A jsme uvažovali regulárńı čtvercovou, M je dolńı trojúhelńıková

(a jej́ı inverze je tud́ıž také dolńı trojúhelńıková, viz TODO) a U je horńı trojúhelńıková s jedničkami na

diagonále. Vid́ıme, že GEM nějakým zp̊usobem souviśı s rozkladem regulárńı čtvercové matice A na součin dolńı

a horńı trojúhelńıkové matice. Pod́ıvejme se na chv́ıli na diagonálu matice M. Z TODO v́ıme, že diagonálńı

prvky součinu trojúhelńıkových matic odpov́ıdaj́ı jednoduše součinu diagonálńıch prvk̊u p̊uvodńıch matic. Z

tvaru k-té matice M(k) tedy zřejmě

diagM =

(
1

a11
,

1

a
(1)
22

, ...,
1

an−1
nn

)
(3.21)
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Dále také z TODO v́ıme, že diagonálńı prvky inverze k trojúhelńıkové matici jsou inverze diagonálńıch prvk̊u

p̊uvodńı matice, proto

diagM−1 =
(
a11, a

(1)
22 , ..., a

(n−1)
nn

)
(3.22)

Definujme matici D ∈ Cn,n předpisem D = diag
(
a11, a

(1)
22 , ..., a

(n−1)
nn

)
. Pak lze psát

A = M−1U = M−1D−1DU = LDR (3.23)

kde jsme opět využili vět o práci s trojúhelńıkovými maticemi, odkud M−1D−1 je dolńı trojúhleńıková s

jedničkami na diagonále (ozn. L). Horńı trojúhelńıkovou matici s jedničkami na diagonále U jsme už jen

přejmenovali na R, abychom dostali dř́ıve ojevený LDR rozklad, viz (1.49). My jsme ale dř́ıve ukázali, že

LDR rozklad existuje jen pro silně regulárńı matice2. Nab́ıźı se tedy otázka, zda GEM můžeme provádět pro

libovolnou matici, už výše jsme narazili na potřebu invertibility matice M. Ukáže se, že podmı́nka silné regu-

larity bude splněna poměrně intuitivně, tedy pokud v rámci př́ımého chodu nenaraźıme na nulového pivota

(potřebujeme jimi dělit).

Definice 3.7. Řekneme, že lze provést GEM právě tehdy, když žádný z pivot̊u neńı nulový.

Věta 3.8. Základńı GEM lze provést právě tehdy, když matice lineárńı soustavy A ∈ Cn,n je silně regulárńı.

D̊ukaz. Uvažujme, že pro nějakou matici soustavy A ∈ Cn,n provedli k − 1 krok̊u př́ımého chodu, tzn. A(k) =

M(k−1) · ... ·M(1)A.

A(k) =



1 u12 u13

0 1 u23

0 1
. . .

. . .

0 1

0 a
(k−1)
kk . . . a

(k−1)
kn

...
...

a
(k−1)
nk . . . a

(k−1)
nn


=

(
A(k)

11 A(k)
12

O A(k)
22

)
, (3.24)

Předpokládáme, že těchto prvńıch k− 1 krok̊u se povedlo, tzn. nenarazili jsme na žádný nulový pivot. O k-tém

pivotu ale zat́ım nic nev́ıme, proto v blokovém tvaru uvažujeme A(k)
11 ∈ Ck,k, tedy včetně a

(k−1)
kk . Tento člen

potřebujeme zahrnout ještě do matice A(k)
11 , protože v k-tém kroku př́ımého chodu provedeme děleńı k-tého

řádku a
(k−1)
kk . (TODO: tady ale pak nesouhlasńım s t́ım, že ten blok označený O je nulová matice... podle mě

má v posledńım sloupci potenciálně nenulové prvky) Matici M, kterou jsme dosud sestavili před zahájeńım

k-tého kroku (před děleńı potenciálně nulovým a
(k−1)
kk ) př́ımého chodu, můžeme schématicky3 zapsat jako

M =



1
a11

0

∗ 1

a
(1)
22

0

∗ 1

a
(2)
33

0

. . .
. . .

. . .

∗ 1

a
(k−2)
k−1,k−1

0

... ∗ 1 0

...
...

. . . 0

∗ ∗ 1



(3.25)

Je to tedy dolńı trojúhelńıková matice, a na diagonále jsou v prvńıch prvńıch k − 2 sloupćıch převrácené

2viz definice 1.17: takové jej́ıž všechny hlavńı subdeterminanty jsou nenulové
3Nezaj́ımá nás co přesně je pod diagonálou, jen * naznač́ıme, kde se nacháźı nenulové prvky.
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hodnoty pivot̊u a dále jedničky. Proto je také invertibilńı, tud́ıž ∃M−1, kterou označ́ıme L. Odtud A = LA(k)

kde diagonálńı prvky L jsou převracené hodnoty diagonálńıch prvk̊u M, tzn.

diagL =
(
a11, a

(1)
22 , . . . , a

(n−1)
nn , 1, . . . , 1

)
(3.26)

Přeṕı̌seme si vztah pro A opět blokově:(
A11 A12

A21 A22

)
=

(
L11 O
L21 L22

)(
A(k)

11 A(k)
12

O A(k)
22

)
(3.27)

kde A(k)
11 ,L11,A11 ∈ Ck,k (TODO: já si mysĺım, že by to mělo být k − 1, k − 1...). Odtud

A11 = L11A(k)
11 ∧ detA11 = detL11 · detA(k)

11

=
(
a11 · a(1)22 · . . . · a

(k−2)
k−1,k−1

)
·
(
1 · 1 · . . . · 1 · a(k−1)

kk

) (3.28)

Determinant A11 je tedy součinem prvńıch k pivot̊u a tento vztah můžeme použ́ıt pro všechna k ∈ n̂. Pokud

je matice A silně regulárńı, tak ∀ k bude detA11 ̸= 0 a tud́ıž všechny pivoty budou nenulové. Předpoklad silné

regularity je tedy zřejmě postačuj́ıćı podmı́nka pro to, aby bylo možné provést GEM. Naopak pokud matice A
neńı silně regulárńı, tedy ∃ k takové, že detA11 = 0, je součin prvńıch k pivot̊u nula. Bez újmy na obecnosti

necht’ k je prvńı takové, pro které detA11 = 0. Pak a
(k−1)
kk = 0, a zřejmě GEM nelze provést (nemůžeme dělit

nulou). Silná regularita tedy představuje také nutnou podmı́nku.

3.1.4 Modifikovaná Gaussova eliminačńı metoda

Pokud matice soustavy neńı silně regulárńı, nutně muśı nastat situace, že se objev́ı nulový pivot a
(k−1)
kk , viz

d̊ukaz věty (3.8). V takovém př́ıpadě je třeba Gaussovu eliminaci modifikovat a zvolit za vedoućı prvek některý

jiný nenulový z submatice 
a
(k−1)
kk · · · a

(k−1)
kn

...
. . .

...

a
(k−1)
n,k · · · a

(k−1)
nn

 . (3.29)

Z regularity matice A plyne, že nenulový prvek v submatici určitě existovat muśı (to lze dokázat např. výpočtem

determinantu matice A rozvojem tak, abychom se dostali k determinantu této submatice). Otázkou ale je,

jak vybrat nejlepš́ı nenulový prvek, resp. nejlepš́ıho pivota. Ukáže se, že nejlepš́ı volbou je prvek s největš́ı

absolutńı hodnotou. Pod́ıvejme se nejdř́ıve na to, co by se stalo v aritmetice s konečnou4 přesnost́ı F(10, 2,−5, 5),
kdybychom vzali malého pivota. Mějme následuj́ıćı soustavu, kde vezmeme pivot 10−5: 10−5 1 2 1

3 2 1 1

2 3 3 3

 ∼
 1 105 2 · 105 1 · 105

3 2 1 1

2 3 3 3



∼

 1 105 2 · 105 1 · 105

0 2− 3 · 105 1− 6 · 105 1− 3 · 105

0 3− 2 · 105 3− 4 · 105 3− 2 · 105



∼

 1 105 2 · 105 1 · 105

0 −3 · 105 −6 · 105 −3 · 105

0 −2 · 105 −4 · 105 −2 · 105

 .

(3.30)

Pak v prvńım kroku př́ımého chodu jsme vydělili prvńı řádek 10−5 a dále jsme přič́ıtali −3 násobek prvńıho

řádku k druhému a −2 násobek prvńıho řádku k třet́ımu. Všimněme si, že v druhém řádku jsme dostali č́ıslo

4Značeńı F(10, 2,−5, 5) ř́ıká, že poč́ıtáme v deśıtkové soustavě, umı́me si pamatovat pouze 2 cifry a exponent se umı́ pohybovat
od −5 do 5.
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1 − 3 · 105 = −29999, což je ale č́ıslo s 5 ciframi, takže ho muśıme zaokrouhlit na nejvýše dvě, a tedy v naš́ı

aritmetice 1− 3 · 105 = −3 · 105. Posledńı matice tedy odpov́ıdá stavu po zaokrouhleńı. Vid́ıme ale, že posledńı

dva řádky jsou lineárně závislé (a dostáváme singulárńı matici), k čemuž došlo právě proto, že děleńım malým

pivotem vznikl extrémně velký řádek, který pak přebyl všechny následuj́ıćı. Mějme nyńı naopak následuj́ıćı

soustavu, kde vezmeme velký pivot 105: 105 1 2 1

3 2 1 1

2 3 3 3

 ∼
 1 10−5 2 · 10−5 1 · 10−5

3 2 1 1

2 3 3 3



∼

 1 10−5 2 · 10−5 1 · 10−5

0 2− 3 · 10−5 1− 6 · 10−5 1− 3 · 10−5

0 3− 2 · 10−5 3− 4 · 10−5 3− 2 · 10−5



∼

 1 105 2 · 105 1 · 105

0 2 1 1

0 3 3 3

 .

(3.31)

Tentokrát jsme po viděleńı sice dostali velký řádek, ten ale při následných úpravách zbytek matice ovlivnil jen

mále. Ač tedy došlo také k výpočetńım chybám zp̊usobených zaokrouhlováńım, ty př́ılǐs neovlivńı daľśı výpočet.

Takovouto úvahou jsme tedy ověřili, že pokud chceme minimalizovat chyby zp̊usobené zaokrouhlováńım, měli

bychom vyb́ırat za pivot prvek s největš́ı absolutńı hodnotou ze submatice
a
(k−1)
kk · · · a

(k−1)
kn

...
. . .

...

a
(k−1)
n,k · · · a

(k−1)
nn

 . (3.32)

V praxi se ukazuje, že ani neńı třeba volit z celé submatice, ale stač́ı vyb́ırat z k-tého sloupce, protože jiná volba

by zp̊uosbila nutnost prohazovat sloupce, což je nakonec algoritmicky dražš́ı. Je ale zřejmé, že kdybychom obecně

vyb́ırali prvek s největš́ı absolutńı hodnotou z k-tého sloupce, resp. k-tého řádku, a pak provedli odpov́ıdaj́ıćı

permutaci sloupc̊u, resp. řádk̊u, postupně t́ım převád́ıme matici na silně regulárńı a tedy aplikujeme základńı

GEM.

3.1.5 Otázky

• Odvozeńı GEM včetně algoritmu

• Pro jaké matice lze GEM použ́ıt

• Vysvětlit modifikovanou GEM

3.2 LU rozklad

Z praxe v́ıme, že př́ımý chod Gaussovy eliminačńı metody lze provést s několika pravými stranami současně,

aniž by se výpočet výrazně zpomalil. Zpětný chod pak sice muśıme provést pro každou pravou stranu zvlášt’, ten

je ale řádově rychleǰśı, a tak nakonec nepředstavuje významné zpomaleńı. V praxi ale bohužel často naraźıme

na situaci, kdy až vyřešeńı soustavy Ax⃗(k) = b⃗(k) nám umožň́ı určit daľśı pravou stranu b⃗(k+1). Ukážeme si

tedy metodu, která umı́ novou pravou stranu rychle převést na tvar vhodný pro zpětný chod, tedy LU rozklad.

[TODO lépe popsat, jak se odseparuje př́ımý chod od závislosti na pravé straně]. Již jsme v (3.20) ukázali, že

výsledkem GEMu je rozklad matice A na horńı a dolńı trojúhelńıkovou, tzn. A = M−1U = LU (matice M byla

dolńı trojúhelńıková s jedničkami na diagonále, proto matice M−1 je rovněž dolńı trojúhelńıková s jedničkami

na diagonále). Dostáváme tak

Ax⃗ = b⃗ ⇐⇒ LUx⃗ = b⃗. (3.33)
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Označ́ıme-li

Ux⃗ = d⃗, (3.34)

dostaneme

Ld⃗ = b⃗. (3.35)

V soustavě Ld⃗ = b⃗ neznáme pouze vektor d⃗, pokud tedy tuto soustavu vyřeš́ıme, můžeme pokračovat k Ux⃗ = d⃗

a naj́ıt x⃗. Matice U je horńı trojúhelńıková s jedničkami na diagonále, a ukáže se, že celá soustava Ux⃗ = d⃗

odpov́ıdá zpětnému chodu. Soustavu Ld⃗ = b⃗ můžeme zároveň řešit podobně jako zpětný chod, jelikož jediný

rozd́ıl je, že L je tentokrát horńı trojúhelńıková. Také ukážeme, že složitost LU rozkladu je n3, takže pokud

bychom metodu aplikovali na soustavu s jednou pravou stranou, nijak si oproti GEMu nepomůžeme. Naopak v

př́ıpadě, kdy máme v́ıce pravých stran, můžeme si jednou spoč́ıtat LU rozklad se složitost́ı n3, a dále napoč́ıtávat

řešeńı pro libovolnou pravou stranu se složitost́ı n2.

3.2.1 LU rozklad pomoćı Gaussovy eliminačńı metody

Předpokládejme pro jednoduchost, že A je silně regulárńı. V př́ıpadě, že by nebyla, vhodnými sloupcovými nebo

řádkovými úpravami ji na silně regulárńı v každém kroku GEMu umı́me převést. Zaj́ımá nás, jak vypadá matice

L := M−1. Vı́me, že matice M se rovná součinu M(k), které reprezentuj́ı všechny elementárńı úpravy provedené

v k-tém kroku př́ımého chodu, tj.

M = M(n)M(n−1)...M(1), (3.36)

kde M(1) reprezentuje prvńı krok př́ımého chodu, tedy nastaveńı prvńıho prvku prvńıho řádku na 1 a vynulováńı

všech prvk̊u ve sloupci pod ńım. Dále

M−1 = (M(1))−1(M(2))−1...(M(n))−1. (3.37)

Nyńı nás proto zaj́ıma jak źıskat inverzńı matici (M(k))−1 pro k-tý krok př́ımého chodu. Pro tu ale známe

předpis:

M(k) = M(k)
n ...M(k)

k , (3.38)

kde matice ze součinu jsou jednotlivé eliminačńı kroky k-tého kroku, tedy M(k)
k je nastaveńı prvńıho prvku na

jedničku a ostatńı matice odeč́ıtáńı patřičných násobk̊u od daľśıch řádk̊u, aby se postupně prvky pod diagonálou

vynulovaly. Proto

(M(k))−1 = (M(k)
k )−1...(M(k)

n )−1. (3.39)

Nyńı tedy zbývá určit tyto inverze. My ale známe tvar jednotlivých matic.

M(k)
k =



1
. . .

1
1

a
(k−1)
kk

1
. . .

1


(3.40)
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Inverze této matice ji muśı převést na jednotkovou, tud́ıž k-tý řádek muśı být jednoduše vynásoben prvek a
(k−1)
kk .

(M(k)
k )−1 =



1
. . .

1

a
(k−1)
kk

1
. . .

1


(3.41)

Dále pro i > k (odečteńı a
(k−1)
ik násobku k-tého řádku od i-tého):

M(k)
i =



1
. . .

1
. . .

−a(k−1)
ik 1

. . .

1


(3.42)

Abych dostal jednotkovou matici tentokrát, muśım udělat inverzńı operaci, tzn. přičteńı, proto:

(M(k)
i )−1 =



1
. . .

1
. . .

a
(k−1)
ik 1

. . .

1


(3.43)

Odtud

(M(k))−1 = (M(k)
k )−1...(M(k)

n )−1 =



1

. . .

a
(k−1)
k,k

a
(k−1)
k+1,k 1

...
. . .

a
(k−1)
n,k 1


, (3.44)

což lze jednoduše odvodit např tak, že si představ́ıme, jak jednotlivé matice ze součinu p̊usob́ı na jednotkovou

matici. Nyńı bychom potřebovali vědět co se stane, když takto vypadaj́ıćı matice pronásob́ıme mezi sebou. K

tomu poslouž́ı následuj́ıćı lemma.

Důsledek 3.9. Pro i < j plat́ı (TODO viz obr)

D̊ukaz. Důkaz intutivńı [TBD].
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Obrázek 3.1: TODO Přetexovat

Z lemmatu dostáváme, že

M−1 =



a11

a21 a
(1)
22

a31 a
(2)
32 a

(2)
33

...
...

. . .

ak1 a
(1)
k2 . . . a

(k−2)
k,k−1 a

(k−1)
kk

...
...

. . .

an1 a
(1)
n2 . . . . . . . . . . . . a

(n−1)
nn


(3.45)

Všimněme si, že jde o prvky, které jsme v p̊uvodńı matici nulovali. Vše si tedy můžeme ukládat in-place do stejné

paměti, kde máme p̊uvodńı matici A. Nad diagonálou bude vznikat matice U, která bude horńı trojúhelńıková.

O ńı také v́ıme, že bude mı́t na diagonále jedničky, což neńı třeba ukládat, protože to nutně plyne z teorie.

Nakonec diagonála a prvky pod diagonálou daj́ı hledanou matici L. V literatuře se často mśto o GEM mluv́ı

pouze o LU rozkladu, protože jde v zásadě o ekvivalentńı úlohy, jen LU rozklad má větš́ı potenciál, protože poté

umožňuje řešit libovolnou pravou stranu b⃗.

3.2.2 Kompaktńı schéma pro LU faktorizaci

Daľśı zp̊usob jak źıskat LU rozklad je pomoćı kompaktńıho schématu, které je také známé jakou Croutova nebo

Doolittleova faktorizace. Ukážeme si tu prvńı, rozd́ıl v nich je pouze takový, že zat́ımco Croutova faktorizace

má jedničky na diagonále U, Doolittleova je má na diagonále L. Vyjdeme ze vztahu pro násobeńı matic L a U:

aij =

min(i,j)∑
k=1

likukj . (3.46)

Horńı mez min(i, j) plyne z toho, že L je dolńı trojúhelńıková matice, a tedy lik = 0 pro k > i, a U je horńı

trojúhelńıková matice, a tedy ukj = 0 pro k > j. Proto jakmile se dostaneme do k > i nebo k > j, v součtu už

máme jen nulové členy. Tento vztah plat́ı pro libovolné i, j ∈ n̂, č́ımž dostáváme n2 rovnic pro neznámé prvky

lik a ukj . Těch je také n2, jelikož z matice U neznáme jen to co je nad diagonálou (je horńı trojúhelńıková s

jedničkami na diagonále), a z matice L neznáme diagonálu a to co je pod ńı. Soustava n2 rovnic a n2 neznámých

je tedy zřejmě řešitelná, a to dokonce jednoznačně. Ukážeme si, jak ji řešit v postupných kroćıch. Začněme s

t́ım, že si zafixujeme prvńı sloupec j = 1. Potom

ai1 =

min(i,1)∑
k=1

likuk1 = li1u11 = li1, (3.47)
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kde jsme dále využili toho, že u11 = 1 (jednička na diagonále U). Proto li1 = ai1 pro každé i ∈ n̂. T́ım jsme

tedy určili prvńı sloupec matice L. Nyńı naopak zafixujeme prvńı řádek i = 1. Potom

a1j =

min(1,j)∑
k=1

l1kukj = l11u1j , (3.48)

tedy dostáváme u1j =
a1j

l11
pro každé j ∈ n̂, kde ale l11 známe. T́ım jsme tedy určili prvńı řádek matice U.

Pokračujeme dále, nyńı zafixujeme druhý sloupec j = 2. Potom

ai2 =

min(i,2)∑
k=1

likuk2 = li1u12 + li2u22. (3.49)

Z tohoto vztahu známe li1 (prvńı sloupec L jsme určili), u12 (prvńı řádek U jsme určili) a u22 = 1 (jednička na

diagonále U). Proto můžeme vyjádřit li2 jako

li2 = ai2 − li1u12. (3.50)

T́ım jsme tedy určili druhý sloupec matice L a takto bychom pokračovali dále s druhým řádkem U. Obecně

tedy jsme-li v s-tém kroku (známe s − 1 sloupc̊u L a s − 1 řádk̊u U [TODO respektive t́ım, že znám řádky U

znám i některé sloupce U]), zafixujeme s-tý sloupec, tzn. j = s a potom

ais =

min(i,s)∑
k=1

likuks =

s−1∑
k=1

likuks + lisuss =

s−1∑
k=1

likuks + lis, (3.51)

a tedy

lis = ais −
s−1∑
k=1

likuks. (3.52)

Dále pro zafixovaný s-tý řádek (známe s sloupc̊u L a s− 1 řádk̊u U), tzn. i = s, máme

asj =

min(s,j)∑
k=1

lskukj =

s−1∑
k=1

lskukj + lssusj , (3.53)

a tedy

usj =
asj −

∑s−1
k=1 lskukj

lss
. (3.54)

Je zřejmé, že opět lze algoritmus provádět in-place, jelikož pro źıskáńı prvk̊u lis a usj potřebujeme z matice A
pouze ais, resp. asj . V matici A tedy vždy postupně nahrad́ıme sloupce od diagonálńıho prvku až dol̊u, a poté

řádky od diagonálńıho prvku (tentokrát ne včetně) až doprava. T́ım źıskáme matice L a U. Je d̊uležité zmı́nit,

že algoritmus lze provést pouze pokud jsou diagonálńı prvky matice L nenulové, abychom nedělili nulou. Tato

matice je ale z jednoznačnosti LU rozkladu stejná, jako matice L z GEM, a ta má na diagonále pivoty z GEM.

Proto předpoklad silné regularity je pro obě metody stejný. Dále je vidět, že prvku matic L a U z LU rozkladu

jsou spojitou funkćı prvk̊u matice A, což plyne př́ımo ze vztah̊u pro lij a uij .

3.2.2.1 Implementace

TODO

3.2.2.2 Analýza složitosti

Z implementace opět O(n3).
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3.2.3 Choleského rozklad

Je-li matice A hermitovská a pozitivně definitńı, pak existuje jej́ı hermitovský symetrický rozklad, tzv. Cho-

leského:

A = S∗S, (3.55)

kde S je horńı trojúhelńıková, tzn. pokud A = A∗, pak L = U∗. Tento rozklad nám umožňuje ukládat informace

o celém rozkladu jen v dolńım trojúhelńıkové matici L, protože U pak umı́me dopoč́ıtat. To odpov́ıdá intuitivńı

představě, kde LU (resp. Choleského) rozklad symetrické matice v jistém smyslu zachovává symetrii. Existenci

takového rozkladu je třeba dokázat, mějme tedy pozitivně definitńı hermitovskou matici A. Ze Sylvestrova

kritéria v́ıme, že všechny hlavńı subdeterminanty A jsou kladné, tedy A je silně regulárńı. Proto existuje LDR

rozklad

A = LDR ⇐⇒ A = A∗ = R∗D∗L∗. (3.56)

Z jednoznačnosti LDR rozkladu L = R∗ (TODO: někde později to rozeb́ırám detailněji, tak sjednotit na jedno

mı́sto), proto

A = R∗D∗R (3.57)

Kdyby se nám podařilo rozložti D = D̃∗D̃, potom bychom mohli napsat

A = R∗D̃∗D̃R = (D̃R)∗(D̃R) = S∗S. (3.58)

Z maticového násobeńı ∀ i ∈ n̂ plat́ı dii = d̃iid̃ii = |d̃ii|2. Tento rozklad je tedy možný pouze tehdy, když jsou

všechny prvky na diagonále D kladné. Rozepǐsme si LDR rozklad blokově:

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
=

(
L11 O
L21 L22

)(
D11 0

0 D22

)(
R11 R12

0 R22

)
, (3.59)

kde A11,L11,D11,R11 ∈ Ck,k. Potom

A11 = L11D11R11 =⇒ detA11 = detL11 detD11 detR11 = detD11 =

k∏
i=1

dii, (3.60)

protože detL11 = 1 a detR11 = 1 (jsou trojúhelńıkové s jedničkami na diagonále). Z pozitivńı definitnosti, resp.

Sylvestrova kritéria ale ∀ k ∈ n̂ je 0 < detA11 =
∏k

i=1 dii a tedy ∀ i ∈ n̂ je dii > 0.

3.2.4 Otázky

• K čemu slouž́ı a jak napoč́ıtat LU rozklad?

• K čemu slouž́ı a jak napoč́ıtat Choleského rozklad?

3.3 Modifikace Gaussovy eliminačńı metody

3.3.1 Thomas̊uv algoritmus

Mějme soustavu se silně regulárńı, tzv. trigiadiagonálńı matićı A:

a1 b1

c2 a2 b2

c3 a3 b3
. . .

. . .
. . .

cn−1 an−1 bn−1

cn an





x1

x2

x3

...

xn−1

xn


=



d1

d2

d3
...

dn−1

dn


. (3.61)
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Když si představ́ıme, jak by vypadala Gaussova eliminačńı metoda, zjist́ıme, že v každém kroku bychom provedli

pouze jednu eliminaci (pod diagonálou je vždy jen jeden prvek). Také je zřejmé, že nad diagonálou s prvky bi

nemůže vzniknout žádný nenulový prvek. V rámci prvńıho kroku př́ımého chodu tedy nejdř́ıve dostáváme

1 µ1

c2 a2 b2

c3 a3 b3
. . .

. . .
. . .

cn−1 an−1 bn−1

cn an





x1

x2

x3

...

xn−1

xn


=



ρ1

d2

d3
...

dn−1

dn


, (3.62)

kde µ1 = c2
a1

a ρ1 = d1

a1
, a odečteme c2 násobek prvńıho řádku od druhého.

1 µ1

0 a2 − c2µ1 b2

c3 a3 b3
. . .

. . .
. . .

cn−1 an−1 bn−1

cn an





x1

x2

x3

...

xn−1

xn


=



ρ1

d2 − c2ρ1

d3
...

dn−1

dn


. (3.63)

V daľśım kroku bychom dělili druhý řádek pivotem a2 − c2µ1, a dostali

1 µ1

0 1 b2
a2−c2µ1

c3 a3 b3
. . .

. . .
. . .

cn−1 an−1 bn−1

cn an





x1

x2

x3

...

xn−1

xn


=



ρ1
d2−c2ρ1

a2−c2µ1

d3
...

dn−1

dn


, (3.64)

a tedy µ2 = b
a2−c2µ1

a ρ2 = d2−c2ρ1

a2−c2µ1
. V k-tém kroku máme na začátku soustavu tvaru



1 µ1

. . .
. . .

1 µk−1 bk

ck ak bk+1

ck+1 ak+1
. . .

. . .
. . . bn−1

cn an





x1

...

xk−1

xk

xk+1

...

xn


=



ρ1
...

ρk−1

dk

dk+1

...

dn


(3.65)

Odečteme ck násobek k − 1-tého řádku od k-tého:

1 µ1

. . .
. . .

1 µk−1 bk

ak − ckµk−1 bk+1

ck+1 ak+1
. . .

. . .
. . . bn−1

cn an





x1

...

xk−1

xk

xk+1

...

xn


=



ρ1
...

ρk−1

dk − ckρk−1

dk+1

...

dn


(3.66)
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Nyńı poděĺıme k-tý řádek pivotem ak − ckµk−1 a dostáváme:

µk =
bk

ak − ckµk−1
, ρk =

dk − ckρk−1

ak − ckµk−1
(3.67)

Výsledná soustava má po doběhnut́ı př́ımého chodu tvar

1 µ1

1 µ2

1 µ3

. . .
. . .

1 µn−1

1





x1

x2

x3

...

xn−1

xn


=



ρ1

ρ2

ρ3
...

ρn−1

ρn


, (3.68)

a snadno odvod́ıme zpětný chod:

xn = ρn,

xn−1 = ρn−1 − µn−1xn,

xn−2 = ρn−2 − µn−2xn−1,

...

x2 = ρ2 − µ2x3,

x1 = ρ1 − µ1x2.

(3.69)

3.3.1.1 Význam

Když si běh algoritmu shrneme, postupně provád́ıme následuj́ıćı kroky:

1. Polož́ıme µ1 =
b1
a1

, ρ1 =
d1
a1

,

2. a pro k = 2, . . . , n− 1 napoč́ıtáme:

µk =
bk

ak − ckµk−1
, ρk =

dk − ckρk−1

ak − ckµk−1
(3.70)

3. Nakonec polož́ıme ρn =
dn − cnρn−1

an − cnµn−1

4. Dále polož́ıme xn = ρn,

5. a pro k = n− 1, . . . , 1 napoč́ıtáme:

xk = ρk − µkxk+1 (3.71)

Počet opakováńı krok̊u 2 a 5 je závislý na n, tud́ıž jejich složitost je O(n). Zbylé kroky algoritmu jsou prováděny

v konstatńım čase, a tedy celková složitost Thomasova algoritmu je O(n). Oproti složitosti Gaussovy eliminačńı

metody O(n3) je to tedy výrazné zlepšeńı.

3.3.2 Schur̊uv doplněk

Mějme nyńı soustavu se silně regulárńı matićı A ∈ Cn,n, která má následuj́ıćı blokovou strukturu:

A1 C1

A2 C2

. . .
...

Ar−1 Cr−1

B1 B2 . . . Br−1 Ar





x⃗1

x⃗2

...

x⃗r−1

x⃗r

 =



d⃗1

d⃗2
...

d⃗r−1

d⃗r

 . (3.72)
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Rozměry blok̊u mohou být r̊uzné, ale požadujeme, aby Ai,Ci, x⃗i, d⃗i měly stejný počet řádk̊u pro i ∈ ( ˆr − 1),

aby B1,Br−1,Ar měly stejný počet řádk̊u, Bi,Ai měly stejný počet sloupc̊u pro i ∈ ( ˆr − 1) a C1, ...Cr−1,Ar

měly stejný počet sloupc̊u. Gaussovu eliminačńı metodu provedeme v blokovém tvaru. Děleńı pivotem v tomto

př́ıpadě představuje vynásobeńı i-tého řádku matićı A−1
i pro i ∈ ˆr − 1, tzn.



I A−1
1 C1

I A−1
2 C2

. . .
...

I A−1
r−1Cr−1

B1 B2 . . . Br−1 Ar





x⃗1

x⃗2

...

x⃗r−1

x⃗r

 =



A−1
1 d⃗1

A−1
2 d⃗2
...

A−1
r−1d⃗r−1

d⃗r

 , (3.73)

a od posledńıho řádku postupně odečteme Bi násobek i-tého řádku:

I A−1
1 C1

I A−1
2 C2

. . .
...

I A−1
r−1Cr−1

S





x⃗1

x⃗2

...

x⃗r−1

x⃗r

 =



A−1
1 d⃗1

A−1
2 d⃗2
...

A−1
r−1d⃗r−1

s⃗

 , (3.74)

kde
S = Ar − B1A−1

1 C1 − B2A−1
2 C2 − . . .− Br−1A−1

r−1Cr−1,

s⃗ = d⃗r − B1A−1
1 d⃗1 − B2A−1

2 d⃗2 − . . .− Br−1A−1
r−1d⃗r−1.

(3.75)

Právě matice S se nazývá Schur̊uv doplněk matice A. Snadno vid́ıme, že pak řešeńı soustavy lze źıskat jako:

x⃗r = S−1s⃗,

x⃗r−1 = A−1
r−1d⃗r−1 − A−1

r−1Cr−1x⃗r,

...

x⃗1 = A−1
1 d⃗1 − A−1

1 C1x⃗r.

(3.76)

Protože je v blokovém tvaru výsledné matice nenulový pouze posledńı sloupce, v každém kroku zpětného chodu

využijeme pouze vektor x⃗r, neńı třeba znát předchoźı vektory x⃗i pro i < r.

3.3.2.1 Význam

V tom je velký význam Schurova doplňku – každý krok zpětného chodu lze řešit paralelně, stejně tak hledáńı

inverźı A−1
i na začátku metody lze provádět paralelně.

3.3.2.2 Speciálńı př́ıpad pro r = 2

V soustavě s matićı, pro kterou nemáme žádnou efektivńı metodu řešeńı, můžeme např. položit r = 2. Dostáváme

soustavu s matićı tvaru (
A1 C1

B1 A2

)(
x⃗1

x⃗2

)
=

(
d⃗1

d⃗2

)
. (3.77)

Nyńı pokud je nově vzniklá A1 např. tridiagonálńı nebo symetrické nebo pozitivně definitńı, můžeme k výpočtu

inverze použ́ıt nějakou efektivněǰśı metodu a tuto ”část”p̊uvodńı úlohy tak vyřešit efektivněji.

3.3.2.3 GEM a blokový tvar

Z výše popsaného postupu je také vidět, že jak GEM, tak např. Thomas̊uv algoritmus lze provádět také v

blokovém tvaru.
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3.3.3 Otázky

• Řešeńı soustav s tridiagonálńı matićı.

• Co je to Schur̊uv doplněk?

• Blokové modifikace maticových algoritmů
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Kapitola 4

Iterativńı metody řešeńı soustav

lineárńıch rovnic

V této kapitole se budeme zabývat iterativ́ımi metodami pro řešeńı úlohy Ax⃗ = b⃗ s regulárńı matićı A. Ćılem je

nalézt metody, které mohou být pro určité typy úloh efektivněǰśı než Gaussova eliminačńı metoda.

4.1 Základńı pojmy

Základńı myšlenkou iteračńıch metod je generováńı posloupnosti vektor̊u {x⃗(k)}∞k=1, která konverguje k přesnému

řešeńı soustavy x⃗∗, tedy

lim
k→∞

x⃗(k) = x⃗∗. (4.1)

V praxi tedy obecně nikdy neźıskáme přesné řešeńı, ale můžeme se k němu přibĺıžit s téměř libovolnou přesnost́ı.

Definice 4.1 (Obecná iteračńı metoda). Necht’ je dána počátečńı aproximace x⃗(0). Obecná iteračńı metoda

generuje daľśı členy posloupnosti pomoćı předpisu

x⃗(k+1) = B(k)x⃗(k) + c⃗(k), (4.2)

kde matice B(k) a vektor c⃗(k) záviśı na použité metodě. Dále požadujeme, aby pro přesné řešeńı x⃗∗ platilo

x⃗∗ = B(k)x⃗∗ + c⃗(k). (4.3)

Tato podmı́nka se nazývá podmı́nka konzistence.

Věta 4.2. Iteračńı metoda tvaru x⃗(k+1) = B(k)x⃗(k) + c⃗(k) splňuj́ıćı podmı́nku konzistence konverguje k x⃗∗ pro

libovolnou počátečńı volbu x⃗(0) právě tehdy, když plat́ı

lim
k→∞

B(k)B(k−1) . . .B(0) = O. (4.4)

D̊ukaz. Mějme iteračńı metodu tvaru x⃗(k+1) = B(k)x⃗(k)+c⃗(k) splňuj́ıćı podmı́nku konzistence x⃗∗ = B(k)x⃗∗ + c⃗(k).

Potom
x⃗(k) − x⃗∗ = B(k−1)x⃗(k−1) + c⃗(k−1) − B(k−1)x⃗∗ − c⃗(k−1) = B(k−1)(x⃗(k−1) − x⃗∗)

= B(k−1)B(k−2)(x⃗(k−2) − x⃗∗)

= B(k−1)B(k−2) . . .B(0)(x⃗(0) − x⃗∗).

(4.5)

59
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Rozd́ıl x⃗(0) − x⃗∗ je pevně daný, a tud́ıž pro k →∞

x⃗(k) − x⃗∗ → 0⃗ ⇐⇒ B(k)B(k−1) . . .B(0) → O. (4.6)

Poznámka 4.3 (Samoopravuj́ıćı vlastnost). Iteračńı metody maj́ı takzvanou samoopravuj́ıćı vlastnost. Pokud

během výpočtu dojde k chybě (např́ıklad vlivem zaokrouhleńı), lze na výsledek pohĺıžet jako na novou počátečńı

aproximaci x⃗(0). Dı́ky konvergenci pro libovolný počátečńı vektor se tyto chyby v daľśıch iteraćıch eliminuj́ı,

nikoliv kumuluj́ı. Z tohoto d̊uvodu neńı nutné provádět detailńı analýzu citlivosti na výpočetńı chyby.

Definice 4.4 (Stacionárńı iteračńı metoda). Iteračńı metody děĺıme na:

• stacionárńı, pro které jsou matice B(k) a vektor c⃗(k) konstantńı, tj. B(k) = B a c⃗(k) = c⃗ pro všechna k.

Předpis má tedy tvar

x⃗(k+1) = Bx⃗(k) + c⃗. (4.7)

• nestacionárńı, kde B(k) a c⃗(k) jsou r̊uzné pro r̊uzná k.

Poznámka 4.5. Stacionárńı metody jsou jednodušš́ı na implementaci i na teoretickou analýzu. V daľśım textu

se budeme zabývat výhradně stacionárńımi metodami.

Definice 4.6 (Pevný bod). Protože ve stacionárńı iteračńı metodě jsou matice B a vektor c⃗ konstantńı, můžeme

p̊usobeńı matice B a vektoru c⃗ v k-té iteraci zapsat pomoćı vektorového zobrazeńı φ⃗, tzn. x⃗(k+1) = φ⃗(x⃗(k)).

Pokud existuje x⃗∗ takové, že φ⃗(x⃗∗) = x⃗∗, ř́ıkáme, že x⃗∗ je pevný bod zobrazeńı φ⃗.

Věta 4.7. Stacionárńı iteračńı metoda x⃗(k+1) = Bx⃗(k) + c⃗ splňuj́ıćı podmı́nku konzistence konverguje k x⃗∗ pro

libovolné x⃗(0) právě tehdy, když plat́ı

lim
k→∞

Bk = O. (4.8)

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne z věty (4.2), nebot’ pro stacionárńı metodu plat́ı B(k)B(k−1) . . .B(0) = Bk (pro každé k je

matice B(k) stejná) a tedy

O = lim
k→∞

B(k)B(k−1) . . .B(0) = lim
k→∞

Bk (4.9)

Věta 4.8 (Konvergence stacionárńı metody). Stacionárńı iteračńı metoda x⃗(k+1) = Bx⃗(k) + c⃗ konverguje k x⃗∗

pro libovolné x⃗(0) právě tehdy, když pro spektrálńı poloměr iteračńı matice B plat́ı

ρ(B) < 1. (4.10)

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne z podmı́nek pro konvergenci maticové posloupnosti Bk, viz věta (1.93).

Věta 4.9 (Postačuj́ıćı podmı́nka konvergence). Existuje-li pro stacionárńı iteračńı metodu x⃗(k+1) = Bx⃗(k) + c⃗

maticová norma || · || taková, že
||B|| < 1, (4.11)

potom stacionárńı iteračńı metoda konverguje k x⃗∗ pro libovolné x⃗(0).

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne z věty (1.95).

4.1.1 Složitost iteračńıch metod

Poznámka 4.10. Máme-li stacionárńı iteračńı metodu x⃗(k+1) = Bx⃗(k) + c⃗, kde B ∈ Cn,n a c⃗ ∈ Cn, potom

složitost maticového násobeńı jeO(n2) a přič́ıtáńı vektoruO(n). Složitost jedné iterace je tedyO(n2 + n) = O(n2).
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Pro počet iteraćı k << n je metoda efektivněǰśı než GEM. Pokud bychom se s počtem iteraćı k přibĺıžili k n,

pak se složitost bude bĺıžti k O(n3), což už je stejně jako GEM.

4.1.2 Odhady chyb a ukončovaćı kritéria

Při praktickém použit́ı iteračńıch metod je kĺıčové vědět, kdy výpočet ukončit. K tomu slouž́ı odhady chyb.

Definice 4.11 (Reziduum). Pro k-tou aproximaci řešeńı x⃗(k) definujeme reziduálńı vektor (reziduum) jako

r⃗(k) = Ax⃗(k) − b⃗. (4.12)

Reziduum tedy udává, jak dobře aproximace x⃗(k) splňuje p̊uvodńı rovnici.

Věta 4.12 (Aposteriorńı odhady chyby). Necht’ stacionárńı iteračńı metoda konverguje. Pak pro chybu k-té

aproximace plat́ı následuj́ıćı odhady:

1. ||x⃗(k) − x⃗∗|| ≤ ||A−1|| · ||Ax⃗(k) − b⃗|| = ||A−1|| · ||r⃗(k)||

2. ||x⃗(k−1) − x⃗∗|| ≤ ||(I− B)−1|| · ||x⃗(k) − x⃗(k−1)||

při použit́ı souhlasné maticové a vektorové normy.

D̊ukaz 1. V celé této kapitole předpokládáme, že řeš́ıme soustavy rovnic Ax⃗ = b⃗ s regulárńı matićı A. Proto
existuje inverzńı matice A−1, a tedy můžeme psát:

x⃗(k) − x⃗∗ = A−1(Ax⃗(k) − Ax⃗∗) = A−1(Ax⃗(k) − b⃗) = A−1r⃗(k). (4.13)

Odtud už jednoduše

||x⃗(k) − x⃗∗|| ≤ ||A−1|| · ||r⃗(k)||. (4.14)

D̊ukaz 2. Vyjdeme z toho, že x⃗∗ = Bx⃗∗+c⃗ ⇐⇒ (I−B)x⃗∗ = c⃗. My bychom ale chtěli také ř́ıct, že x⃗∗ = (I− B)−1c⃗.

Předt́ım muśıme ovšem ukázat, že matice I − B je regulárńı, tedy že existuje jej́ı inverzńı matice (I − B)−1.

Z Schurovy věty (1.59) v́ıme, že B = U∗RU a tedy také I − B = U∗(I − R)U. Dále také z (4.8) v́ıme, že x⃗(k)

konverguje k x⃗∗ právě tehdy, když ρ(B) < 1. Tato posledńı nerovnost ale implikuje, že |rii| < 1 (TODO: dohledat

proč), a tedy I − R je regulárńı matice, protože jej́ı diagonálńı prvky jsou nenulové. T́ım pádem je regulárńı i

I−B, a tedy existuje jej́ı inverzńı matice (I−B)−1. Nyńı se vrat’me k tomu, co jsme chtěli dokázat, a využijeme

dokázaný vztah pro x⃗∗.

||x⃗(k) − x⃗∗|| = ||x⃗(k) − (I− B)−1c⃗|| = ||(I− B)−1
[
(I− B)x⃗(k) − c⃗

]
||

= ||(I− B)−1
[
x⃗(k) − Bx⃗(k) − c⃗

]
|| = ||(I− B)−1

[
x⃗(k) − x⃗(k+1)

]
||

≤ ||(I− B)−1|| · ||x⃗(k) − x⃗(k+1)||.

(4.15)

Zbývá ještě okomentovat to, že nám výsledek vyšel pro x⃗(k+1), což neodpov́ıdá p̊uvodńımu tvrzeńı. To ale

nevad́ı, protože stač́ı na začátku d̊ukazu posunout k ← k − 1.

Poznámka 4.13 (Ukončovaćı kritéria). Aposteriorńı odhady chyb jsou základem pro praktická ukončovaćı

kritéria. Výpočet typicky zastav́ıme, pokud je norma rezidua ||r⃗(k)|| (odhad 1) nebo norma rozd́ılu dvou po

sobě jdoućıch iteraćı ||x⃗(k) − x⃗(k−1)|| (odhady 2 a 3) dostatečně malá. Často se použ́ıvá relativńı kritérium

vztažené k
”
řád̊um úlohy“, např. normě matice A nebo pravé strany b⃗:

||r⃗(k)||
||⃗b||

< ϵ (4.16)
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pro zadanou toleranci ϵ > 0.

Poznámka 4.14. Malé reziduum však nemuśı nutně znamenat, že jsme našli dobré řešeńı. Představme si, že

jsme v realných č́ısel, a mějme soustavu f(x) = ax + b. Potom pro malé a je tvar f : tzn. tvar f je téměř

Obrázek 4.1: graf f s malým a

vodorovný, a proto i přes malé r(k) je rozd́ıl mezi x(k) a x∗ velmi velký. Odhad nicméně stále funguje, protože se

v něm nacháźı matice A−1, která v tomto př́ıpadě odpov́ıdá převrácené hodnotě malého a, tedy velkému č́ıslu.

TODO: Vyjasnit, co to znamená, že soustava je špatně podmı́něná Stejně tak i malý rozd́ıl mezi dvěma po sobě

jdoućımi iteracemi nemuśı znamenat, že jsme bĺızko k řešeńı. Může totiž nastat situace, kdy se konvergence na

chv́ıli zpomaĺı, ale stále jsme daleko od řešeńı, protože se opět rozjede později. To se nám u stacionárńıch metod

Obrázek 4.2: znázorněńı vzdálenosti dvou po sobě jdoućıch iteraćı v závislosti na k v př́ıpadě, že se konvergence
na chv́ıli zpomaĺı

sṕı̌se nestane, nicméně je třeba i tento př́ıpad mı́t na paměti.

Poznámka 4.15. Aposteriorńı odhady chyby jsou výpočty, které můžeme udělat až po tom, co provedeme

nějaké iterace. Naopak apriorńı odhady, které si ukážeme dále, provád́ıme před samotným výpočtem.

Věta 4.16 (Apriorńı odhad chyby). Necht’ pro iteračńı matici B plat́ı ||B|| < 1 v nějaké maticové normě

souhlasné s danou vektorovou normou. Pak pro chybu k-té iterace plat́ı

||x⃗(k) − x⃗∗|| ≤ ||B||k
(
||x⃗(0)||+ ||⃗c||

1− ||B||

)
. (4.17)

D̊ukaz. Využijeme toho, že jsme si již v d̊ukazu (4.12) ukázali, že lze napsat x⃗∗ = (I− B)−1c⃗. Dále naṕı̌seme

x⃗(k) = Bx⃗(k−1) + c⃗ = B(Bx⃗(k−2) + c⃗) + c⃗ = · · · = Bkx⃗(0) +

k−1∑
i=0

Bic⃗. (4.18)

Připomeňme ještě, že pokud ρ(B) < 1 (což máme splněno, protože ||B|| < 1), potom

∞∑
i=0

Bi = (I− B)−1. (4.19)
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Nyńı vše jen dáme dohromoady:

||x⃗(k) − x⃗∗|| = ||Bkx⃗(0) +

k−1∑
i=0

Bic⃗− (I− B)−1c⃗|| = ||Bkx⃗(0) +

k−1∑
i=0

Bic⃗−
∞∑
i=0

Bic⃗|| = ||Bkx⃗(0) +

∞∑
i=k

Bic⃗||

= ||Bkx⃗(0) + Bk
∞∑
i=0

Bic⃗|| ≤ ||B||k · ||x⃗(0) −
∞∑
i=0

Bic⃗|| ≤ ||B||k ·

[
||x⃗0||+

+∞∑
i=0

||B||i||⃗c||

]

≤ ||B||k ·
[
||x⃗(0)||+ ||⃗c||

1− ||B||

]
.

(4.20)

Poznámka 4.17. Apriorńı odhad chyby neńı moc užitečný pro praktické poč́ıtáńı. Jeho význam spoč́ıvá v tom,

že nám umožňuje určit, jak rychle se bude posloupnost {x⃗(k)} bĺıžit k řešeńı x⃗∗. Pokud je ||B|| bĺızké 1, pak se

posloupnost {x⃗(k)} bude bĺıžit k řešeńı velmi pomalu, a tedy i počet iteraćı bude velký. Naopak pokud je ||B||
bĺızké 0, pak se posloupnost {x⃗(k)} bude bĺıžit k řešeńı velmi rychle, a tedy i počet iteraćı bude malý. Ř́ıká nám

tedy, že naš́ım ćılem by mělo být volit iteračńı matici B tak, aby jej́ı norma byla co nejmenš́ı.

Nyńı již v́ıme, za jakých podmı́nek stacionárńı metody konverguj́ı a jak odhadovat jejich chybu. Daľśı otázkou je,

jak konkrétně volit iteračńı matici B a vektor c⃗ tak, aby byla splněna podmı́nka konzistence pro řešeńı soustavy

Ax⃗ = b⃗.

4.1.3 Metoda postupných aproximaćı

Nejjednodušš́ı zp̊usob, jak navrhnout iteračńı metodu, je pokusit se v každém kroku opravit stávaj́ıćı aproximaci

x⃗(k) o chybu, kterou generuje. Jediný snadno dostupný ukazatel této chyby je reziduum r⃗(k). Zkusme tedy

definovat metodu jednoduchou korekćı

x⃗(k+1) = x⃗(k) − r⃗(k) = x⃗(k) − (Ax⃗(k) − b⃗) = (I− A)x⃗(k) + b⃗. (4.21)

Definice 4.18 (Metoda postupných aproximaćı). Metodu s iteračńı matićı B = I − A a vektorem c⃗ = b⃗

nazýváme metodou postupných aproximaćı. Jej́ı iteračńı předpis je

x⃗(k+1) = (I− A)x⃗(k) + b⃗. (4.22)

Poznámka 4.19. Podmı́nka konzistence je pro tuto metodu zřejmě splněna:

x⃗∗ = (I− A)x⃗∗ + b⃗ ⇐⇒ x⃗∗ = x⃗∗ − Ax⃗∗ + b⃗ ⇐⇒ Ax⃗∗ = b⃗. (4.23)

Poznámka 4.20. TODO popsat proč je metoda výhodná pro ř́ıdké matice, že můžu iterovat jen přes nenulové

prvky

Věta 4.21 (Konvergence metody postupných aproximaćı). Metoda postupných aproximaćı, daná vztahem

x⃗(k+1) = (I − A)x⃗(k) + b⃗, konverguje pro libovolnou počátečńı aproximaci x⃗(0) k řešeńı soustavy Ax⃗ = b⃗ právě

tehdy, když

ρ(I− A) < 1. (4.24)

Postačuj́ıćı podmı́nkou pro konvergenci je, aby pro nějakou maticovou normu || · || platilo

||I− A|| < 1. (4.25)

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne př́ımo z obecných podmı́nek pro konvergenci stacionárńıch metod, kde za iteračńı matici
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B dosad́ıme I− A, viz (4.8) a (4.9).

Lemma 4.22 (Spektrálńı zobrazeńı pro polynomy). Necht’ A ∈ Cn,n a λ ∈ σ(A). Necht’ p(x) je polynom

proměnné x. Potom plat́ı, že p(λ) ∈ σ(p(A)).

D̊ukaz. Necht’ λ ∈ σ(A) a x⃗ př́ıslušný vlastńı vektor. Potom

Akx⃗ = Ak−1(λx⃗) = λkx⃗. (4.26)

Nyńı zaṕı̌seme polynom p(x) jako p(x) =
∑n

k=0 akx
k. Potom

p(A)x⃗ =

n∑
k=0

akAkx⃗ =

n∑
k=0

akλ
kx⃗ = p(λ)x⃗. (4.27)

Proto p(λ) ∈ σ(p(A)).

Věta 4.23. Necht’ je matice A hermitovská. Potom metoda postupných aproximaćı konverguje právě tehdy,

když plat́ı

2I > A > O. (4.28)

D̊ukaz. Necht’ A je hermitovská matice. Potom jej́ı spektrum je reálné (σ(A) ⊂ R). Vı́me, že metoda postupných

aproximaćı konverguje právě tehdy, když plat́ı ρ(I − A) < 1. Protože spektrum A je realné, nutně σ(I − A) ⊂
(−1, 1) (TODO: přepsat tenhle d̊ukaz lépe pomoćı předchoźıho lemma, tento krok je trochu nadbytečný).

Definujeme polynom p(x) = 1− x (protože pracujeme s matićı p(A) = I− A). Předchoźı lemma d́ıky λ ∈ σ(A)
implikuje, že p(λ) = 1 − λ ∈ σ(I − A) a tedy p(λ) ∈ (−1, 1). Potom ale λ ∈ (0, 2), resp. 2 > λ > 0. Z tohoto

vid́ıme, že všechna vlastńı č́ısla matice A jsou kladná, tzn. A > O (je PD). Dále 2 > λ ⇐⇒ 2− λ > 0. Pokud

si zadefinujeme polynom q(x) = 2 − x, tak opět z předchoźıho lemmatu 0 < 2 − λ = q(λ) ∈ σ(q(A)). To ale

znamená, že matice 2I− A > 0, tedy 2I > A.

Poznámka 4.24. Podmı́nka 2I > A > O je poměrně silná a v praxi ji splňuje jen málo matic, protože vyžaduje,

aby σ(A) ⊂ (0, 2). Z tohoto d̊uvodu metoda postupných aproximaćı ve své základńı podobě často nekonverguje

nebo konverguje velmi pomalu.

4.1.4 Předpodmı́něńı

Abychom zlepšili konvergenčńı vlastnosti metody postupných aproximaćı (a iteračńıch metod obecně), použ́ıvá

se technika zvaná předpodmı́něńı. Myšlenka spoč́ıvá v nahrazeńı p̊uvodńı soustavy Ax⃗ = b⃗ ekvivalentńı

soustavou, která bude mı́t
”
lepš́ı“ vlastnosti. Tuto novou soustavu źıskáme vynásobeńım p̊uvodńı rovnice zleva

vhodnou regulárńı matićı H, kterou nazýváme předpodmiňovač nebo předpodmiňovaćı matice.

HAx⃗ = Hb⃗. (4.29)

Protože je matice H regulárńı, řešeńı této nové soustavy je shodné s řešeńım té p̊uvodńı. Např. pro metodu

postupných aproximaćı v́ıme, že konverguje na intervalu (0,2), pokud tedy zvoĺıme H, která
”
smrskne“ vlastńı

č́ısla matice A do tohoto intervalu, źıskáme hledané
”
lepš́ı“ vlastnosti. Obecně tedy budeme chápat přepodmı́něńı

jako
”
umravněńı“ spektra. (TODO rozepsat, že se může stát, že HA bude singulárńı když ho špatně zvoĺıme -

zcukne nějaké vlastńı č́ıslo na nulu) Nyńı aplikujeme myšlenku metody postupných aproximaćı na tuto novou,

předpodmı́něnou soustavu. Reziduum pro tuto soustavu je r⃗(k) = HAx⃗(k) − Hb⃗ = H(Ax⃗(k) − b⃗)a iteračńı krok

je tedy

x⃗(k+1) = x⃗(k) − r⃗(k) = x⃗(k) −H(Ax⃗(k) − b⃗) = (I−HA)x⃗(k) +Hb⃗. (4.30)
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Věta 4.25 (Konvergence předpodmı́něné metody). Předpodmı́něná metoda postupných aproximaćı konverguje

pro libovolné x⃗(0) k řešeńı soustavy Ax⃗ = b⃗ právě tehdy, když

ρ(I−HA) < 1. (4.31)

Postačuj́ıćı podmı́nkou konvergence je, aby pro nějakou maticovou normu platilo ||I−HA|| < 1.

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne z obecných podmı́nek pro konvergenci stacionárńıch metod, viz (4.21).

Věta 4.26. Necht’ je matice A hermitovská. Potom předpodmı́něná metoda postupných aproximaćı konverguje,

právě tehdy když

W+W∗ > A > O, (4.32)

kde W = H−1. Konvergence je nav́ıc monotónńı vzhledem k energetické vektorové normě || · ||A.

D̊ukaz. Pro A hermitovskou pozitivně definitńı, jsme definovali energetickou normu, která na matici B p̊usob́ı

vztahem

||B||A = ||A 1
2BA− 1

2 ||2. (4.33)

Dokážeme, že je splňena podmı́nka pro konvergenci stacionárńı metody, tedy že ||B||A < 1, přičemž v našem

př́ıpadě je iteračńı matice B = I−HA.

||B||A = ||A 1
2 (I−HA)A− 1

2 ||2 = ||I− A
1
2HA

1
2 ||2 = ||B̂||2, (4.34)

kde jsme označili B̂ := I− A 1
2HA 1

2 . Z (TODO KDE) v́ıme, že

||B̂||2 = ρ(B̂∗B̂)
1
2 . (4.35)

Protože součin B̂∗B̂ je hermitovská pozitivně definitńı matice (TODO doplnit odkaz na odvozeńı v d̊ukazu

přepisu dvojkové normy), má kladná všechna vlastńı č́ısla. Nyńı tedy dokážeme, že jsou všechna vlastńı č́ısla

matice B̂ menš́ı než 1, tedy že ρ(B̂) < 1, což už dává p̊uvodńı tvrzeńı.

B̂∗B̂ = (I− A
1
2HA

1
2 )∗(I− A

1
2HA

1
2 ) = (I− A

1
2H∗A

1
2 )(I− A

1
2HA

1
2 )

= I− A
1
2 (H+H∗)A

1
2 + A

1
2H∗AHA

1
2 .

(4.36)

kde jsme využili mimo jiné toho, že I∗ = I a A∗ = A. Kdybychom dokázali, že

A
1
2 (H+H∗)A

1
2 + A

1
2H∗AHA

1
2 (4.37)

je pozitivně definitńı, pak by to znamenalo, že vlastńı č́ısla B̂∗B̂ jsou menš́ı než 1, protože ve výrazu bychom

měli identitu minus něco kladného (TODO doplnit jak aplikujeme lemma o polynomech).

B̂∗B̂ = I− A
1
2 (H+H∗)A

1
2 + A

1
2H∗AHA

1
2

= I− A
1
2H∗((H∗)−1 +H−1)HA

1
2 + A

1
2H∗AHA

1
2

= I− A
1
2H∗((H∗)−1 +H−1 − A)HA

1
2

= I− A
1
2H∗(W∗ +W− A)HA

1
2 .

(4.38)

Z předpoklad̊u je W∗ +W− A > 0, označme

M := W∗ +W− A,

M̂ := A
1
2H∗MHA

1
2 .

(4.39)
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Potom

(A
1
2H∗MHA

1
2 x⃗, x⃗) = (MHA

1
2 x⃗,HA

1
2 x⃗) = (Mx⃗′, x⃗′) > 0, (4.40)

kde jsme zavedli x⃗′ = HA 1
2 x⃗ a posledńı nerovnost plyne z pozitivńı definitnostni M. Skutečně jsme tedy dokázali

napsat B̂∗B̂ jako identitu minus pozitivně definitńı matici M̂, a tedy

λ ∈ σ(B̂∗B̂) =⇒ λ = 1− λ′ pro λ′ ∈ σ(M̂) > 0. (4.41)

Monotónńı konvergenci nebudeme dále rozeb́ırat.

Poznámka 4.27. V př́ıpadě metody bez předpodmı́něńı je H = I, a tedy iW = H−1 = I. Podmı́nka konvergence

z předchoźı věty tak přecháźı na tvar 2I > A > O, což odpov́ıdá již dř́ıve uvedenému kritériu.

Poznámka 4.28 (Volba předpodmiňovače). Kĺıčovou otázkou je, jak správně zvolit matici H. Ideálńı volbou

by byla H = A−1. V takovém př́ıpadě by iteračńı matice byla B = I − A−1A = I − I = O. Spektrálńı poloměr

nulové matice je 0, takže by metoda konvergovala v jediné iteraci.

x⃗(k+1) = x⃗(k) −HAx⃗(k) +Hb⃗ = x⃗(k) − A−1Ax⃗(k) + A−1⃗b = x⃗(k) − x⃗(k) + x⃗∗ = x⃗∗. (4.42)

Problém je, že výpočet inverzńı matice A−1 je stejně náročný jako řešeńı p̊uvodńı soustavy, čemuž jsme se

chtěli vyhnout. Uměńı předpodmı́něńı spoč́ıvá v nalezeńı takové matice H, která co nejlépe aproximuje A−1,

ale zároveň je jej́ı aplikace (tj. násobeńı vektoru matićı H) a konstrukce výrazně levněǰśı než řešeńı soustavy s

matićı A.

4.1.5 Otázky

• Jaké jsou nutné a postačuj́ıćı podmı́nky konvergence stacionárńıch metod?

• Jaké máme apriorńı a aposteriorńı odhady chyby?

• Co je to předpodmı́něńı, k čemu slouž́ı a jak změńı iteračńı předpis?

4.2 Richardsonovy iterace

Richardsonova metoda je jednou ze základńıch stacionárńıch metod. Využ́ıvá předpodmiňovač ve velmi jedno-

duché formě H = θI, kde θ ∈ R je reálný parametr.

Definice 4.29 (Richardsonova metoda). Pro daný relaxačńı parametr θ ∈ R je Richardsonova metoda dána

předpisem

x⃗(k+1) = x⃗(k) − θ(Ax⃗(k) − b⃗). (4.43)

Jde o předpodmı́něnou metodu postupných aproximaćı s předpodmiňovačem H = θI. Iteračńı matice a vektor

jsou tedy

B = I− θA, c⃗ = θ⃗b. (4.44)

Věta 4.30. Je-li matice A hermitovská, pak metoda Richardsonových iteraćı konverguje právě tehdy, když

2

θ
I > A > O. (4.45)

Konvergence je nav́ıc monotónńı vzhledem k vektorové normě || · ||A.

D̊ukaz. Využijeme věty (4.26), která ř́ıká, že je-li A hermitovská, pak předpodmı́něná metoda postupných

aproximaćı konverguje, pokud plat́ı W + W∗ > A > 0, kde W = H−1. V našem př́ıpadě je H = θI, a tedy
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W = 1
θ I. Protože θ je realné č́ıslo, plat́ı W+W∗ = 2

θ I. Podmı́nka konvergence tedy přecháźı na tvar

W+W∗ =
2

θ
I > A > 0. (4.46)

Důsledek 4.31. Pro hermitovskou a pozitivně definitńı matici A metoda konverguje, pokud je relaxačńı para-

metr θ zvolen v intervalu 0 < θ < 2
ρ(A) .

D̊ukaz. Z lemma (4.22) plyne, že pokud si zadefinujeme polynom

p(x) =
2

θ
− x, (4.47)

pak pro každé λ ∈ σ(A) plat́ı p(λ) = 2
θ − λ ∈ σ(p(A)). Dále p(A) = 2

θ − A > 0. Vlastńı č́ısla matice p(A) jsou
tedy kladná, a proto 2

θ − λ > 0. To už jen přeuspořádáme a dostaneme θ < 2
λ a tedy θ < 2

ρ(A) .

4.2.1 Implementace

TODO

4.3 Jacobiho metoda

Jacobiho metodu navrhl v roce 1845 Carl Gustav Jakob Jacobi. Myšlenka této metody spoč́ıvá v tom, že v každé

iteraci napoč́ıtáme i-tou složku nového vektoru x⃗(k+1) tak, aby byla přesně splněna i-tá rovnice
∑n

j=1 aijxj = bi

soustavy, přičemž pro všechny ostatńı složky použijeme hodnoty z předchoźı iterace x⃗(k).

Definice 4.32 (Jacobiho metoda). Pro i ∈ n̂ je Jacobiho metoda dána po složkách předpisem

x
(k+1)
i =

1

aii

bi −
n∑

j=1,j ̸=i

aijx
(k)
j

 . (4.48)

Samozřejmě zat́ım nev́ıme, zda opravdu takto vzniklé x⃗(k+1) je lepš́ım řešeńım dané soustavy, to muśıme ana-

lyzovat. Pro jednodušš́ı analýzu si nejprve zavedeme maticový tvar Jacobiho metody.

Definice 4.33. Libovolnou čtvercovou matici A s nenulovými prvky na diagonále můžeme zapsat ve tvaru

A = D− L− R, (4.49)

kde

• D je diagonálńı matice tvořená diagonálou matice A.

• L je ostře1 dolńı trojúhelńıková matice, jej́ıž prvky jsou záporně vzaté prvky matice A pod diagonálou.

• R je ostře horńı trojúhelńıková matice, jej́ıž prvky jsou záporně vzaté prvky matice A nad diagonálou.

Poznámka 4.34. Pomoćı tohoto rozkladu můžeme iteračńı předpis Jacobiho metody přepsat do maticové

podoby. Z definice plyne

x⃗(k+1) = D−1
[⃗
b+ (D− A)x⃗(k)

]
= (I− D−1A)x⃗(k) + D−1⃗b, (4.50)

jelikož 1
aii

můžeme reprezentovat jako D−1 a v sumě procháźıme jednotlivé rovnice s vynecháńım diagonálńıho

prvku, tedy (D − A)x(k). Z maticového tvaru vid́ıme, že Jacobiho metoda je stacionárńı iteračńı metoda s

1diagonála je nulová
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předpodmiňovačem HJ = D−1. Iteračńı matice a vektor jsou

BJ = I− D−1A, c⃗j = D−1⃗b. (4.51)

Poznámka 4.35. Obecně pokud v libovolné stacionárńı metodě použijeme předpodmiňovač H = D−1, pak

mluv́ıme o tzv. Jacobiho podmı́něńı.

Poznámka 4.36. Bude se nám také hodit tvar BJ = D−1(L + R), který plyne čistě z dosazeńı rozkladu

A = D− L− R do vztahu x⃗(k+1) = D−1
[⃗
b+ (D− A)x⃗(k)

]
.

Věta 4.37 (Konvergence Jacobiho metody). Nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou pro to, aby Jacobiho metoda

konvergovala pro libovolnou počátečńı aproximaci x⃗(0), je

ρ(D−1(L+ R)) < 1. (4.52)

Postačuj́ıćı podmı́nkou je ||D−1(L+ R)|| < 1 v libovolné maticové normě.

D̊ukaz. Důkaz opět plyne z předchoźıch obecných podmı́nek pro konvergenci stacionárńıch metod, viz (4.25).

Definice 4.38 (Matice s ostře převažuj́ıćı diagonálou). Řekneme, že matice A má ostře (řádkově) převažuj́ıćı

diagonálu, pokud pro všechny řádky plat́ı

n∑
j=1,j ̸=i

|aij | < |aii|, ∀i = 1, . . . , n. (4.53)

Slovy muśı platit, že součet absolutńıch hodnot všech mimodiagonálńıch prvk̊u v každém řádku je menš́ı než

absolutńı hodnota diagonálńıho prvku v tomtéž řádku.

Věta 4.39. Má-li matice A ostře převažuj́ıćı diagonálu, pak Jacobiho metoda konverguje pro libovolnou

počátečńı aproximaci x⃗(0).

D̊ukaz. Necht’ A má ostře převažuj́ıćı diagonálu. Ukážeme, že v takovém př́ıpadě ||B||+∞ < 1. Jak jsme dř́ıve

odvodili, pro Jacobiho metodu plat́ı, že BJ = D−1(L+ R). Potom

bij =

0 pro i = j,
−aij

aii
pro i ̸= j.

(4.54)

Připomeňme, že maximovou normu lze ekvivalentně přepsat jako řádkovou normu, viz (1.91), tedy

||B||+∞ = max
i∈n̂

n∑
j=1

|bij | = max
i∈n̂

n∑
j=1,j ̸=i

|aij |
|aii|

< 1, (4.55)

kde jsme využili definice ostře převládaj́ıćı diagonály, tedy že ∀ i ∈ n̂ plat́ı
∑n

j=1,j ̸=i |aij | < |aii|.

Věta 4.40. Je-li matice A hermitovská, pak Jacobiho metoda konverguje právě tehdy, když

2D > A > 0 (4.56)

Konvergence je nav́ıc monotónńı vzhledem k vektorové normě || · ||A.

D̊ukaz. Opět využijeme věty (4.26), která ř́ıká, že je-li A hermitovská, pak předpodmı́něná metoda postupných

aproximaćı konverguje, pokud plat́ı W + W∗ > A > 0, kde W = H−1. V našem př́ıpadě je H = D−1, a tedy

W = D. Protože A je hermitovská, má na diagonále reálné prvky, a tedy W = D ∈ Rn,n. Odtud plyne, že
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W+W∗ = 2D. Aby byly splněny podmı́nky konvergence z věty (4.26), muśıme mı́t

2D > A > 0, (4.57)

což ale dává dokazované tvrzeńı.

4.3.1 Implementace

TODO

4.4 Gaussova-Seidelova metoda

Tuto metodu popsal Carl Friedrich Gauss v roce 1823 a nezávisle na něm Philipp Ludwig von Seidel v roce

1874. Na rozd́ıl od Jacobiho metody využ́ıvá Gaussova-Seidelova metoda při výpočtu složky x
(k+1)
i již dř́ıve

napoč́ıtané složky x⃗
(k+1)
1 , . . . , x⃗

(k+1)
i−1 z aktuálńı iterace. T́ım se často dosáhne rychleǰśı konvergence.

Definice 4.41 (Gaussova-Seidelova metoda). Pro i ∈ n̂ je Gaussova-Seidelova metoda dána po složkách

předpisem

x
(k+1)
i =

1

aii

bi −
i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

 . (4.58)

Poznámka 4.42. Jej́ı maticový tvar odvod́ıme pomoćı rozkladu A = D− L− R. Z definice plyne

x⃗(k+1) = D−1
[⃗
b+ Lx⃗(k+1) + Rx⃗(k)

]
,

Dx⃗(k+1) − Lx⃗(k+1) = b⃗+ Rx⃗(k)

x⃗(k+1) = (D− L)−1(⃗b+ Rx⃗(k))

x⃗(k+1) = (D− L)−1Rx⃗(k) + (D− L)−1⃗b

(4.59)

Protože

(D− L)−1R = (D− L)−1(D− L− A) = I− (D− L)−1A, (4.60)

je

x⃗(k+1) = (I− (D− L)−1A)x⃗(k) + (D− L)−1⃗b. (4.61)

Z maticového tvaru vid́ıme, že Gaussova-Seidelova metoda je stacionárńı iteračńı metoda s předpodmiňovačem

HGS = (D− L)−1. Iteračńı matice a vektor jsou

BGS = (D− L)−1R, c⃗gs = (D− L)−1⃗b. (4.62)

Věta 4.43 (Konvergence Gaussovy-Seidelovy metody). Nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou pro to, aby Gaussova-

Seidelova metoda konvergovala pro libovolnou x⃗(0), je

ρ((D− L)−1R) < 1. (4.63)

Postačuj́ıćı podmı́nkou je ||(D− L)−1R|| < 1 v některé maticové normě.

D̊ukaz. Důkaz opět plyne z předchoźıch obecných podmı́nek pro konvergenci stacionárńıch metod, viz (4.25).

Věta 4.44. Má-li matice A ostře převažuj́ıćı diagonálu, pak Gaussova-Seidelova metoda konverguje pro libo-

volnou počátečńı aproximaci x⃗(0).
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D̊ukaz. Necht’ A má ostře převažuj́ıćı diagonálu. Stejně jako u Jacobiho metody ukážeme, že v takovém př́ıpadě

||B||+∞ < 1. Jak jsme dř́ıve odvodili, pro G.S. metodu plat́ı, že BGS = (D−L)−1R. Připomeňme, že maximová

norma je definovaná vztahem

||BGS ||+∞ = max
||x⃗||∞=1

||BGS x⃗||+∞. (4.64)

Označme u⃗ = argmax||x⃗||∞=1 ||BGS x⃗||, tzn. u⃗ představuje vektor, ve kterém se nabývá maxima. Dále označme

v⃗ = BGS u⃗, abychom mohli zjednodušeně psát

||BGS ||+∞ = ||BGS u⃗||+∞ = ||v⃗||+∞. (4.65)

Maximová norma vektoru v⃗ je dána vztahem

||v⃗||+∞ = max
i∈n̂
|vi|, (4.66)

jde tedy o maximálńı hodnotu absolutńı hodnoty složek vektoru v⃗. Označ́ıme si index složky, ve které je maxima

nabýváno: s = argmaxi∈n̂ |vi|. Odtud pak

||B||+∞ = ||v⃗||+∞ = |vs| (4.67)

Dosad’me nyńı zpět do vztahu pro v⃗:

v⃗ = BGS u⃗ = (D− L)−1Ru⃗,

(D− L)v⃗ = Ru⃗,

(D− L)v⃗ − Ru⃗ = O,

(4.68)

Źıskali jsme soustavu lineárńıch rovnic, a my se pod́ıváme na jej́ı s-tou rovnici,

s−1∑
j=1

asjvj + assvs +

n∑
j=s+1

asjuj = 0 (4.69)

kde
s−1∑
j=1

asjvj = −Lv⃗

assvs = Dv⃗

n∑
j=s+1

asjuj = −Ru⃗

(4.70)

z definice rozkladu A = D− L− R. Z rovnice si vyjádř́ıme prvek vs:

vs =
1

ass

− s−1∑
j=1

asjvj −
n∑

j=s+1

asjuj

 . (4.71)

Potom s využit́ım troj́ıhelńıkové nerovnosti dostaneme

|vs| ≤
s−1∑
j=1

|asj |
|ass|

|vj |+
n∑

j=s+1

|asj |
|ass|

|uj |. (4.72)

Vzpomeneme si, že jsme si zadefinovali u⃗ jako vektor, ve kterém maximová norma ||BGS ||∞ nabývá maxima.

Proto ||u⃗||∞ = 1 a tedy ∀ j ∈ n̂ je |uj | ≤ 1. Dále jsme volili ||v⃗||∞ = |vs|, okud ∀ j ∈ n̂ je |vj | ≤ |vs|. Když tyto
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dvě nerovnosti použijeme k odhadu předešlého vztahu, dostaneme

|vs| ≤
s−1∑
j=1

|asj |
|ass|

|vs|+
n∑

j=s+1

|asj |
|ass|

= |vs|

s−1∑
j=1

|asj |
|ass|

+

n∑
j=s+1

|asj |
|ass|

= |vs| · α+ β, (4.73)

kde jsme jednotlivé součty označili jako α a β. Z definice převládaj́ıćı diagonály plyne, že α + β < 1, jelikož

součet α + β představuje součet absolutńıch hodnot všech mimodiagonálńıch prvk̊u v řádku s-té matice A, a
tedy |ass|(α+ β) = |ass| ·

∑n
j=1,j ̸=s |asj | < |ass|. Dohromady máme

|vs| ≤ |vs| · α+ β

|vs|(1− α) ≤ β

|vs| ≤
β

1− α
< 1,

(4.74)

kde posledńı nerovnost plyne z toho, že α+ β < 1, tedy β < 1−α. Nakonec už se zbývá jen vrátit k p̊uvodńım

informaćım o maximové normě:

||BGS ||+∞ = |vs| < 1. (4.75)

Věta 4.45. Je-li matice A hermitovská a pozitivně definitńı, pak Gaussova-Seidelova metoda konverguje pro

libovolnou počátečńı aproximaci x⃗(0). Konvergence je nav́ıc monotónńı vzhledem k vektorové normě || · ||A.

D̊ukaz. Opět využijeme věty (4.26), která ř́ıká, že je-li A hermitovská, pak předpodmı́něná metoda postupných

aproximaćı konverguje, pokud plat́ı W + W∗ > A > 0, kde W = H−1. V našem př́ıpadě je H = (D − L)−1, a

tedy W = D− L. Připomeňme, že vzhledem k hermitovskosti matice A plat́ı:

D− L− R = A = A∗ = D∗ − L∗ − R∗, (4.76)

a tedy D = D∗ (diagonála hermitovské matice je reálná). Když si také představ́ıme co dělá
”
ohvězd́ıčkováńı“,

např. s dolńı trojúhelńıkovou matićı L, dostaneme, že vzniká horńı trojúhelńıková matice, a tedy podle definice

rozkladu je L∗ = R. Podobně R∗ = L. Nyńı

W∗ +W = D∗ − L∗ + D− L = 2D− L− R = D+ A, (4.77)

a abychom splnili předpoklady věty (4.26), muśıme mı́t

W∗ +W = D+ A > A > 0. (4.78)

Tato podmı́nka je ale ekvivalentńı tomu, že D + A − A > 0, resp. D > 0, což skutečně plat́ı, protože A má z

pozitivńı definitnosti na diagonále kladné prvky. Tyto prvky tvoř́ı matici D a tedy i ona je pozitivně definitńı.

Poznámka 4.46 (Srovnáńı Jacobiho a Gaussovy-Seidelovy metody). Všiměme si, že Gaussova-Seidelova me-

toda poskytne (ve většině př́ıpad̊u) rychleǰśı konvergenci než Jacobiho metoda, protože matice HGS = (D−L)−1

je lepš́ı aproximaćı A−1 než HJ = D−1. Nav́ıc existuj́ı př́ıpady, kdy Gaussova-Seidelova metoda konverguje,

zat́ımco Jacobiho metoda nikoli (např́ıklad pro pozitivně definitńı matici A, pro kterou 2D − A neńı pozitivně

definitńı, viz věty o konvergenci Jacobiho metody). Existuj́ı však i př́ıpady, kdy je tomu naopak.

4.5 Superrelaxačńı metoda (SOR)

Metodu SOR (Successive Over-Relaxation) představil David M. Young, Jr. v roce 1950. Jedná se o modifikaci a

zobecněńı Gaussovy-Seidelovy metody, která zavedeńım nového parametru umožňuje výrazně urychlit konver-
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genci. Metoda je obzvláště efektivńı pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic, které vznikaj́ı při numerickém řešeńı

parciálńıch diferenciálńıch rovnic, např́ıklad metodou konečných diferenćı. Základńı myšlenka je následuj́ıćı:

krok Gaussovy-Seidelovy metody můžeme zapsat jako úpravu stávaj́ıćı aproximace o jistou korekci:

x
(k+1)
i = x

(k)
i +∆x

(k)
i , (4.79)

kde ∆x
(k)
i je přesně taková změna, aby byla splněna i-tá rovnice soustavy s již nově napoč́ıtanými složkami.

Superrelaxačńı metoda tuto korekci škáluje pomoćı tzv. relaxačńıho parametru ω, tedy

x
(k+1)
i = x

(k)
i + ω∆x

(k)
i , (4.80)

a je zřejmé, že pro ω = 1 se jedná o Gaussovu-Seidelovu metodu. Máme-li tedy v Gaussově-Seidelově metodě

pro i-tou složku následuj́ıćı vztah

x
(k+1)
i =

1

aii

bi −
i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

 , (4.81)

a chceme-li tento vztah přepsat do tvaru (4.79), pak pro zachováńı rovnost přičteme a zase odečteme x
(k)
i :

x
(k+1)
i = x

(k)
i +

1

aii

bi −
i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j − aiix

(k)
i −

n∑
j=i

aijx
(k)
j

 . (4.82)

Nyńı už jen zbývá zavést relaxačńı parametr ω.

Definice 4.47 (Superrelaxačńı metoda (SOR)). Pro daný relaxačńı parametr ω ∈ R je SOR metoda definována

po složkách jako

x
(k+1)
i = x

(k)
i + ω

 1

aii

bi −
i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i

aijx
(k)
j

 . (4.83)

Poznámka 4.48. Maticový tvar metody odvod́ıme opět z jej́ı definice:

x⃗(k+1) = x⃗(k) + ωD−1
(⃗
b+ Lx⃗(k+1) − Dx⃗(k) + Rx⃗(k)

)
,

Dx⃗(k+1) − ωLx⃗(k+1) = Dx⃗(k) − ωDx⃗(k) + ωb⃗+ ωRx⃗(k)

(D− ωL)x⃗(k+1) = (D− ωD+ ωR)x⃗(k) + ωb⃗

x⃗(k+1) = (D− ωL)−1(D− ωD+ ωR)x⃗(k) + ω(D− ωL)−1⃗b.

(4.84)

Protože

(D− ωL)−1(D− ωD+ ωR) = (D− ωL)−1(D− ωL+ ωL− ωD+ ωR) = I− ω(D− ωL)−1A, (4.85)

je

x⃗(k+1) = (D− ωL)−1(I− ω(D− ωL)−1A)x⃗(k) + ω(D− ωL)−1⃗b. (4.86)

Z maticového tvaru vid́ıme, že SOR je stacionárńı metoda s předpodmiňovačem Hω = ω(D − ωL)−1. Iteračńı

matice a vektor jsou

Bω = (D− ωL)−1
(
(1− ω)D+ ωR

)
= I− ω(D− ωL)−1A (4.87)

Věta 4.49 (Konvergence SOR). Nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou pro konvergenci SOR metody je ρ(Bω) < 1.

Postačuj́ıćı podmı́nkou je ||Bω|| < 1 v některé maticové normě.

D̊ukaz. Důkaz opět plyne z předchoźıch obecných podmı́nek pro konvergenci stacionárńıch metod, viz (4.25).
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Věta 4.50. Pro ω ∈ R plat́ı,

ρ(Bω) ≥ |ω − 1|. (4.88)

Proto SOR metoda diverguje ∀ω /∈ [0, 2].

D̊ukaz. Vzpomeňme si, že dle Jordanovy věty (1.47) je každá matice podobná Jordanově kanonickém tvaru,

tedy A = X−1JX. Odtud také

detA =
1

detX
det JdetX = det J =

n∏
i=1

λi, (4.89)

kde posledńı rovnost plat́ı, protože Jordanova matice J je horńı trojúhelńıková s vlastńımi č́ısly na diagonále.

Nyńı využijme toho, že iteračńı matice pro SOR metodu lze vyjádřit jako Bω = (D− ωL)−1
(
(1− ω)D+ ωR

)
a

aplikujme výše zmı́něný poznatek. Pro λi ∈ σ(Bω) tedy

n∏
i=1

λi = detBω =
1

det(D− ωL)
det ((1− ω)D+ ωR) =

n∏
i=1

1

dii
·

n∏
i=1

(1− ω)dii = (1− ω)n, (4.90)

kde jsme využili toho, že jak D − ωL, tak (1 − ω)D + ωR jsou trojúhelńıkové matice, a tedy determinanty

odpov́ıdaj́ı součinu diagonálńıch prvk̊u. Potom

n∏
i=1

|λi| = |(1− ω)|n, (4.91)

a tedy bud’ ∀ i ∈ n̂ je |λi| = |1 − ω|, což by implikovalo, že ρ(Bω) = |1 − ω|, nebo alespoň pro jedno i je

|λi| < |1 − ω|, a pak aby platila rovnost muśı existovat alespoň jedno j takové, že |λj | > |1 − ω|, a pak

ρ(Bω) > |1− ω|. To už je tvrzeńı věty.

Věta 4.51. Má-li matice A ostře převažuj́ıćı diagonálu, pak metoda SOR konverguje pro ω ∈ (0, 1].

D̊ukaz. Nepřednášel se.

Věta 4.52 (Ostrowski). Je-li matice A hermitovská a pozitivně definitńı, pak metoda SOR konverguje právě

tehdy, když ω ∈ (0, 2). Konvergence je nav́ıc monotónńı vzhledem k vektorové normě || · ||A.

D̊ukaz. Opět využijeme věty (4.26), která ř́ıká, že je-li A hermitovská, pak předpodmı́něná metoda postupných

aproximaćı konverguje, pokud plat́ı W+W∗ > A > 0, kde W = H−1. V našem př́ıpadě je H = ω(D− ωL)−1, a

tedy W = 1
ω (D− ωL). Vzpomeňme si, že jsme v analogickém d̊ukazu pro Gaussovu-Seidelovu metodu ukázali,

že z

D∗ − L∗ − R∗ = A∗ = A = D− L− R, (4.92)

plynou rovnosti D = D∗, L = R∗ a R = L∗. Nyńı

W∗ +W =
1

ω
(D− ωR+ D− ωL) =

2

ω
D− L− R =

(
2

ω
− 1

)
D+ D− L− R =

(
2

ω
− 1

)
D+ A. (4.93)

Aby byly splněny podmı́nky věty (4.26), muśıme mı́t

W∗ +W =

(
2

ω
− 1

)
D+ A > A > 0, (4.94)

a tedy muśı být
(
2
ω − 1

)
> 0. Stejným argumentem jako v d̊ukazu pro Gaussovu-Seidelovu je D > 0 a tedy

zbývá 2
ω − 1 > 0, což je splněno pro ω ∈ (0, 2).
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4.5.1 Optimálńı volba relaxačńıho parametru

Kromě samotné konvergence nás zaj́ımá i jej́ı rychlost. Ćılem je nalézt takový optimálńı parametr ωopt, který

minimalizuje spektrálńı poloměr iteračńı matice ρ(Bω), a t́ım maximalizuje rychlost konvergence. (TODO:

přidat odkaz proč tohle zrychluje konvergenci) Analýza optimálńı volby ω budeme provádět pro speciálńı tř́ıdu

matic, tzv. dvoucyklických a shodně uspořádaných. Tyto matice typicky vznikaj́ı při diskretizaci eliptických a

parabolických parciálńıch diferenciálńıch rovnic metodou konečných diferenćı. TODO: Nezkouš́ı se

Obrázek 4.3: závislost spektrálńıho poloměru ρ(Bω) na relaxačńım parametru ω pro dvoucyklickou a shodně
uspořádanou matici

4.6 Korektnost a porovnáńı konvergence probraných iterativńıch

metod

Než se dostaneme k samotnému shrnut́ı, pojd’me se ještě pod́ıvat na korektnost. Problém by mohl nastat při

děleńı 1
aii

, je tedy potřeba garantovat, že D = O. Použ́ıvali jsme dva r̊uzné předpoklady:

• Má-li matice A ostře převažuj́ıćı diagonálu, pak z ostré nerovnosti nutně plyne, že aii ̸= 0.

• Je-li matice A hermitovská a pozitivně definitńı, pak má kladné diagonálńı prvky, tedy aii > 0.

Tyto předpoklady take zajǐst’uj́ı existenci matic D−1 a (D − L)−1. Následuj́ıćı tabulka shrnuje podmı́nky kon-

vergence pro jednotlivé iteračńı metody v závislosti na použ́ıvaných předpokladech.

s převládaj́ıćı diagonálou hermitovská
Jacobi ano 2D > A > 0
Gauss-Seidel ano A > 0
SOR ano A > 0

4.7 Porovnáńı př́ımých a iteračńıch metod

Volba mezi př́ımou metodou (jako je Gaussova eliminace) a iteračńı metodou záviśı na vlastnostech řešené

soustavy.

4.7.1 Výhody iteračńıch metod

• Výpočetńı složitost: Při vhodném použit́ı jsou často výrazně rychleǰśı. Složitost Gaussovy eliminace

je O(n3), zat́ımco složitost jedné iterace je typicky O(n2) (pro násobeńı matice a vektoru). Pro dobrou

konvergenci stač́ı často jen malý počet iteraćı, nezávislý na velikosti matice.

• Využit́ı sparsity: Iteračńı metody dokáž́ı lépe využ́ıt vlastnost́ı ř́ıdkých matic (matic s velkým počtem

nulových prvk̊u). Při efektivńım uložeńı ř́ıdké matice může být složitost jedné iterace mnohem nižš́ı než

O(n2). Naopak Gaussova eliminace může ř́ıdkou matici zaplnit novými nenulovými prvky (tzv. fill-in), což

zvyšuje pamět’ové nároky.
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• Implementace a pamět’: Iteračńı metody neměńı p̊uvodńı matici A, což zjednodušuje implementaci. V

některých př́ıpadech ani neńı nutné matici A explicitně ukládat do paměti, pokud umı́me efektivně poč́ıtat

součin Ax⃗.

• Využit́ı apriorńı informace: Pokud je k dispozici dobrá počátečńı aproximace řešeńı, iteračńı metody

mohou konvergovat velmi rychle. Př́ımé metody tuto informaci využ́ıt nemohou.

4.7.2 Nevýhody iteračńıch metod

• Přesnost řešeńı: Většina metod neposkytne teoreticky přesné řešeńı v konečném počtu krok̊u.

• Ukončovaćı kritérium: Je nutné definovat kritérium, kdy je aproximace ”dostatečně”přesná a výpočet

lze ukončit.

• Závislost na matici: Doba výpočtu (počet iteraćı) silně záviśı na vlastnostech matice A. Konvergence

neńı zaručena pro každou regulárńı matici, na rozd́ıl od modifikované Gaussovy eliminace.

• Složitost analýzy: Analýza konvergence a volba optimálńıch parametr̊u je často velmi složitá.

4.8 Otázky

• Jacobiho, Gaussova-Seidelova a SOR metoda: odvozeńı, maticový tvar a konvergence

• Porovnáńı př́ımých a iteračńıch metod pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic
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Kapitola 5

Metody výpočtu vlastńıch č́ısel matic

V předchoźıch kapitolách jsme se naučili řešit soustavy lineárńıch rovnic. Nyńı se zaměř́ıme na druhý funda-

mentálńı problém lineárńı algebry: výpočet vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u matic.

5.1 Aplikace a motivace

Problém nalezeńı vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u má široké uplatněńı v mnoha oblastech vědy a techniky.

Vlastńı č́ısla často reprezentuj́ı fundamentálńı charakteristiky systémů. Mezi kĺıčové aplikace patř́ı:

• Analýza vibraćı a rezonanćı: V mechanice a stavebnictv́ı odpov́ıdaj́ı vlastńı č́ısla vlastńım frekvenćım

kmitáńı konstrukćı, jako jsou nosńıky, mosty nebo kř́ıdla letadel. Znalost těchto frekvenćı je kĺıčová pro

návrh bezpečných a stabilńıch struktur, jak ukazuje např́ıklad slavný kolaps mostu Tacoma Narrows.

• Kvantová mechanika: Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory hraj́ı ústředńı roli při popisu atomárńıch a mole-

kulárńıch systémů. Vlastńı č́ısla Hamiltonova operátoru odpov́ıdaj́ı energetickým hladinám atomu, což se

projevuje např́ıklad ve formě atomových spekter.

• Zpracováńı obrazu a dat: Metody jako analýza hlavńıch komponent (PCA) využ́ıvaj́ı vlastńı vektory

(tzv. ”eigenfaces”) pro rozpoznáváńı obličej̊u a kompresi dat.

• Analýza śıt́ı a webu: Algoritmus PageRank, který použ́ıvá Google pro hodnoceńı d̊uležitosti webových

stránek, je založen na výpočtu dominantńıho vlastńıho vektoru obrovské matice sousednosti webového

grafu.

5.2 Základńı pojmy

Na rozd́ıl od řešeńı soustav lineárńıch rovnic, kde existuj́ı př́ımé metody (jako GEM), je obecný problém nalezeńı

všech vlastńıch č́ısel matice fundamentálně odlǐsný, jak ukáže analýza d̊usledk̊u následuj́ıćı věty.

Věta 5.1. Nalezeńı kořen̊u libovolného polynomu pn(x) =
∑n

k=0 akx
k stupně n je ekvivalentńı výpočtu spektra

tzv. Frobeniovy doprovodné matice C ∈ Rn,n definované jako

C =



−an−1/an −an−2/an . . . −a1/an −a0/an
1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0

 . (5.1)

D̊ukaz. Nepřednáš́ı se.

77
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Poznámka 5.2. Z lineárńı algebry v́ıme, že pro polynomy stupně n ≥ 5 neexistuje obecný vzorec pro nalezeńı

kořen̊u pomoćı konečného počtu aritmetických operaćı a odmocnin. Z předchoźı věty tak př́ımo plyne, že nemůže

existovat př́ımá metoda pro výpočet kompletńıho spektra libovolné matice řádu n ≥ 5.

Poznámka 5.3. Z nemožnosti existence př́ımých metod plyne, že všechny obecné metody pro výpočet vlastńıch

č́ısel muśı být ze své podstaty iteračńı. Stejně jako u iteračńıch metod pro řešeńı soustav je tedy nutné mı́t

k dispozici spolehlivé aposteriorńı odhady chyb, které nám umožńı definovat vhodná ukončovaćı kritéria pro

výpočet. Apriorńı odhady chyb v tomto kurzu prob́ırat nebudeme.

5.2.1 Lokalizace a odhady chyb vlastńıch č́ısel

Prvńım krokem při analýze je často lokalizace, tedy určeńı oblasti v komplexńı rovině, kde se vlastńı č́ısla

nacházej́ı. Následně při samotném výpočtu potřebujeme odhadovat chybu našich aproximaćı.

Věta 5.4 (Aposteriorńı odhad chyby pro hermitovské matice). Necht’ A ∈ Cn,n je hermitovská matice. Necht’

λ̂ je aproximace některého jej́ıho vlastńıho č́ısla a ˆ⃗x ̸= 0⃗ je aproximace př́ıslušného vlastńıho vektoru. Pro

reziduálńı vektor

r⃗ = Aˆ⃗x− λ̂ˆ⃗x (5.2)

pak plat́ı následuj́ıćı odhad chyby:

min
λi∈σ(A)

|λ̂− λi| ≤
||r⃗||2
||ˆ⃗x||2

. (5.3)

Tento odhad ř́ıká, že vzdálenost naš́ı aproximace λ̂ od nejbližš́ıho skutečného vlastńıho č́ısla λi je omezena

normou rezidua.

D̊ukaz. Necht’ A ∈ Cn,n je hermitovská. Potom ze Schurovy věty (1.59), resp. jej́ıho d̊usledku, který mluv́ı o

hermitovských matićıch, umı́me napsat

A = U∗DU ⇐⇒ AU∗ = U∗D, (5.4)

kde D je diagonálńı matice s vlastńımi č́ısly na diagonále a U je unitárńı matice. Pokud sloupce U∗ označ́ıme

u⃗(1), ..., u⃗(n), máme

Au⃗(i) = AU∗e⃗i = U∗De⃗i = λiu⃗
(i). (5.5)

Vektory u⃗(1), ..., u⃗(n) jsou tedy vlastńı matice A a protože jde o sloupce unitárńı matice, jsou ortonormálńı

(TODO viz VĚTA 1.10). Dále umı́me napsat

ˆ⃗x =

n∑
i=1

αiu⃗
(i), (5.6)

jelikož soubor n ortonormálńıch vektor̊u v prostoru dimenze n tvoř́ı jej́ı bázi. Reziduum jsme definovali jako

r⃗ = Aˆ⃗x− λ̂ˆ⃗x, a pokud jej převedeme do báze (u⃗(1), ..., u⃗(n)), dostaneme

r⃗ =

n∑
i=1

αi

(
Au⃗(i) − λ̂u⃗(i)

)
=

n∑
i=1

αi

(
λi − λ̂

)
u⃗(i). (5.7)

Pod́ıvejme se na pod́ıl norem z tvrzeńı:

||r⃗||22
||ˆ⃗x||22

=
||
∑n

i=1 αi

(
λi − λ̂2

)
u⃗(i)||2

||
∑n

i=1 αiu⃗(i)||2
. (5.8)

Protože u⃗(i) jsou ortonormálńı, tedy ||u⃗(i)||2 = 1. Poté využijeme toho, že norma ortonormálńıho vektoru1 je

1Zde se nám velmi hod́ı hermitovskost A, která nám umožnila pracovat s ortonormálńımi bázemi. Pokud bychom neměli orto-
normalitu, museli bychom výraz složitě odhadovat.
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rovna druhé odmocnině2 z součtu čtverc̊u jeho složek:

||r⃗||22
||ˆ⃗x||22

=

∑n
i=1 |αi|2|λi − λ̂|2∑n

i=1 |αi|2
=

n∑
i=1

βi|λi − λ̂|2 (5.9)

kde βi =
|αi|2∑n

j=1 |αj |2 a tedy
∑n

i=1 βi = 1. Výraz můžeme odhadnout ze spodu:

||r⃗||22
||ˆ⃗x||22

=

n∑
i=1

βi|λi − λ̂|2 ≥ min
λi∈σ(A)

|λi − λ̂|2
n∑

i=1

βi = min
λi∈σ(A)

|λi − λ̂|2. (5.10)

Po odmocněńı dostáváme tvrzeńı věty.

5.2.2 Otázky

• Motivace hledáńı vlastńıch č́ısel (obecně)

• Hlavńı rozd́ıl metod pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic a metody pro výpočet vlastńıch č́ısel

5.3 Částečný problém vlastńıch č́ısel

Výpočet kompletńıho spektra matice je, jak jsme si ukázali, výpočetně velmi náročná úloha. V mnoha prak-

tických aplikaćıch nám však postač́ı nalézt pouze jedno nebo několik málo specifických vlastńıch č́ısel – např́ıklad

to, které je v absolutńı hodnotě největš́ı, nebo naopak nejmenš́ı. Tento úkol nazýváme částečným problémem

vlastńıch č́ısel. Základńı metodou pro řešeńı tohoto problému je mocninná metoda.

Poznámka 5.5 (Terminologie). V kontextu mocninné metody budeme pro jednoduchost použ́ıvat následuj́ıćı

zjednodušenou terminologii:

• Největš́ı vlastńı č́ıslo bude označovat to vlastńı č́ıslo, které je v absolutńı hodnotě největš́ı. Budeme

předpokládat, že je jediné.

• Největš́ı vlastńı vektor bude označovat libovolný vlastńı vektor př́ıslušej́ıćı k v absolutńı hodnotě

největš́ımu vlastńımu č́ıslu.

5.3.1 Mocninná metoda

5.3.1.1 Odvozeńı mocninné metody

Základńı myšlenku mocninné metody si můžeme ilustrovat na jednoduchém př́ıkladu.

Př́ıklad 5.6. Mějme diagonálńı matici A a zvolme libovolný počátečńı vektor x⃗(0):

A =

(
3 0

0 2

)
, x⃗(0) =

(
1

1

)
. (5.11)

Vlastńı č́ısla této matice jsou zřejmě λ1 = 3 a λ2 = 2. Pokud budeme opakovaně aplikovat matici A na vektor

x⃗(0), dostaneme posloupnost x⃗(k) = Akx⃗(0). Pro náš konkrétńı př́ıpad to je:

x⃗(k) =

(
3k 0

0 2k

)(
1

1

)
=

(
3k

2k

)
. (5.12)

Problémem této posloupnosti je, že s rostoućım k jej́ı normy rostou do nekonečna. Abychom źıskali konver-

gentńı posloupnost, můžeme ji v každém kroku normovat, např́ıklad vyděleńım největš́ım vlastńım č́ıslem v k-té

2Odmocninu neuvád́ıme, protože poč́ıtáme rovnou normu na druhou.
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mocnině:

lim
k→∞

1

3k
x⃗(k) = lim

k→∞

1

3k

(
3k

2k

)
= lim

k→∞

(
1

(2/3)k

)
=

(
1

0

)
. (5.13)

Limitńı vektor (1, 0)T je právě vlastńı vektor matice A př́ıslušej́ıćı k v absolutńı hodnotě největš́ımu vlastńımu

č́ıslu λ1 = 3. Výpočet k-té mocniny matice Ak je pro obecné (nediagonálńı) matice velmi náročný. Mı́sto toho

můžeme posloupnost x⃗(k) generovat iteračně:

x⃗(k+1) = Ax⃗(k). (5.14)

Tento postup je ekvivalentńı, nebot’ x⃗(k) = Akx⃗(0), ale výpočetně mnohem sch̊udněǰśı. Zobecněme nyńı př́ıklad

pro libovolný počátečńı vektor x⃗(0) = (x1, x2)
T za předpokladu, že x1 ̸= 0. Pak dostáváme:

lim
k→∞

1

3k
x⃗(k) = lim

k→∞

1

3k

(
3kx1

2kx2

)
=

(
x1

0

)
= x1

(
1

0

)
. (5.15)

Opět jsme dostali násobek největš́ıho vlastńıho vektoru. Vid́ıme, že je kĺıčové, aby počátečńı vektor x⃗(0) měl

nenulový pr̊umět do směru největš́ıho vlastńıho vektoru (v našem př́ıpadě aby složka x1 byla nenulová). Pokud by

byla nulová, metoda by neměla šanci tento směr ”objevit”a konvergovala by k vlastńımu vektoru př́ıslušej́ıćımu

k druhému největš́ımu vlastńımu č́ıslu. Děleńı pomoćı λk
1 = 3k jsme prováděli, aby nám vznikaj́ıćı posloupnost

konvergovala. Normováńı pomoćı λk
1 neńı v praxi ale možné, protože λ1 neznáme – je to právě to, co hledáme. Z

toho d̊uvodu se v každém kroku iterace provád́ı normalizace vektoru, např́ıklad vyděleńım jeho největš́ı složkou

v absolutńı hodnotě nebo jeho eukleidovskou normou. Tento postup zajǐst’uje numerickou stabilitu (velikost

vektoru neroste do nekonečna) a vede nás k formálńı definici mocninné metody.

Definice 5.7 (Mocninná metoda). Mocninná metoda konstruuje posloupnosti vektor̊u a skalár̊u. Pro daný

počátečńı vektor x⃗(0) s normou ||x⃗(0)|| = 1 pro k = 0, 1, 2, . . . poč́ıtáme:

1. y⃗(k+1) = Ax⃗(k)

2. lk+1 = argmaxi=1,...,n|y
(k+1)
i | (index největš́ı složky vektoru y⃗(k+1))

3. ρk+1 = y
(k+1)
lk+1

, (největš́ı složka vektoru y⃗(k+1))

4. x⃗(k+1) = 1
ρk+1

y⃗(k+1) (normovaný vektor)

Za vhodných předpoklad̊u pak plat́ı, že posloupnost ρk konverguje k největš́ımu vlastńımu č́ıslu a posloupnost

x⃗(k) konverguje k př́ıslušnému vlastńımu vektoru.

Poznámka 5.8. Měli bychom se také zamyslet nad t́ım, zda nemůže doj́ıt k děleńı nulou. Pokud ale ρk+1 = 0,

pak je největš́ı složka vektoru y⃗(k+1) nulová, což znamená, že celý vektor je nulový. To by znamenalo, že bud’

počátečńı vektor x⃗(0) byl nulový, nebo že matice A je singulárńı. V následuj́ıćım textu budeme předpokládat,

že počátečńı vektor x⃗(0) nulový neńı, situaci se singulárńı matićı A probereme později.

5.3.1.2 Ukázkové př́ıklady pr̊uběhu mocninné metody

Př́ıklad 5.9. Uvažujme opět matici A =

(
3 0

0 2

)
s počátečńım vektorem x⃗(0) = (1, 1)T a ukažme si, jak prob́ıhá

formalizovaná metoda. Pr̊uběh několika prvńıch iteraćı je shrnut v tabulce:

k y⃗(k+1) lk+1 ρk+1 x⃗(k+1)

0 (3, 2)T 1 3 (1, 2/3)T

1 (3, 4/3)T 1 3 (1, 4/9)T

2 (3, 8/9)T 1 3 (1, 8/27)T

...
...

...
...

...

i (3, 2 · (2/3)i)T 1 3 (1, (2/3)i+1)T

Vid́ıme, že posloupnost ρk okamžitě nalezla hodnotu 3, což je největš́ı vlastńı č́ıslo. Posloupnost vektor̊u x⃗(k)
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zjevně konverguje k vektoru (1, 0)T , což je př́ıslušný vlastńı vektor.

Př́ıklad 5.10. Změňme nyńı pouze počátečńı vektor na x⃗(0) = (0, 1)T . Iterace pak vypadaj́ı následovně:

k y⃗(k+1) lk+1 ρk+1 x⃗(k+1)

0 (0, 2)T 2 2 (0, 1)T

1 (0, 2)T 2 2 (0, 1)T

...
...

...
...

...

i (0, 2)T 2 2 (0, 1)T

V tomto př́ıpadě metoda generuje konstantńı posloupnost, která konverguje k vlastńımu č́ıslu λ2 = 2 a

př́ıslušnému vlastńımu vektoru (0, 1)T . Důvodem je, že jsme za počátečńı vektor zvolili př́ımo jiný vlastńı

vektor matice. Kĺıčové je, že tento vektor má nulový pr̊umět do směru ”největš́ıho”vlastńıho vektoru (1, 0)T .

Metoda tak nemá šanci tento dominantńı směr objevit a ześılit, a proto konverguje k daľśımu dominantńımu

směru, který byl v počátečńım vektoru obsažen.

Př́ıklad 5.11. Uvažujme nyńı počátečńı vektor x⃗(0) = (ϵ, 1)T , kde ϵ je velmi malé kladné č́ıslo. Tento př́ıpad

simuluje situaci, kdy je pr̊umět do směru největš́ıho vlastńıho vektoru nepatrný. Pr̊uběh iteraćı je zachycen v

tabulce:

k y⃗(k+1) lk+1 ρk+1 x⃗(k+1)

0 (3ϵ, 2)T 2 2 ( 32ϵ, 1)
T

1 ( 92ϵ, 2)
T 2 2 ( 94ϵ, 1)

T

...
...

...
...

...

i− 1 ( 3i

2i−1 ϵ, 2)
T 2 2 ( 3

i

2i ϵ, 1)
T

i ( 3
i+1

2i ϵ, 2)T 1 3i+1

2i ϵ (1, 2i+1

3i+1ϵ )
T

i+ 1 (3, 2i+2

3i+1ϵ )
T 1 3 (1, 2i+2

3i+2ϵ )
T

Zde index i označuje iteraci, ve které poprvé plat́ı, že prvńı složka vektoru y⃗ je v absolutńı hodnotě větš́ı než

druhá, tj. 3i+1

2i ϵ > 2. Zpočátku se zdá, že metoda konverguje k vlastńımu č́ıslu 2, protože druhá složka vektoru

je dominantńı. Avšak malá, ale nenulová složka ϵ je v každém kroku násobena faktorem 3, zat́ımco druhá složka

faktorem 2. Dř́ıve či později tak prvńı složka převáž́ı, dojde ke ”zlomu”a metoda začne správně konvergovat k

největš́ımu vlastńımu č́ıslu 3 a př́ıslušnému vlastńımu vektoru.

Poznámka 5.12. Ukázali jsme, že d̊uležitým předpokladem pro funkčnost mocninné metody je, aby počátečńı

vektor x⃗(0) měl nenulový pr̊umět do směru největš́ıho vlastńıho vektoru. Z předchoźıho př́ıkladu je ale zřejmé,

že metoda je poměrně robustńı v̊uči volbě počátečńıho vektoru.

• Vid́ıme, že stač́ı, aby pr̊umět x⃗(0) do směru největš́ıho vlastńıho vektoru byl i velice malý.

• Toto v praxi u reálných úloh zajist́ı zaokrouhlovaćı chyby, které téměř vždy vnesou do výpočtu nepatrnou

složku ve směru dominantńıho vlastńıho vektoru.

• Nav́ıc, pokud budeme x⃗(0) volit náhodně, pak je nulová pravděpodobnost3 trefit vektor s nulovým pr̊umětem

do směru největš́ıho vlastńıho vektoru.

5.3.1.3 Konvergence mocninné metody pro hermitovské matice

Nyńı se pokusme tyto úvahy o konvergenci formalizovat. Začněme situaćı, kdy je matice A je hermitovská.

Takovou matici lze zapsat pomoćı spektrálńıho rozkladu A = UDU∗, který plyne z d̊usledk̊u Schurovy věty

(1.59), kde U je unitárńı matice, jej́ıž sloupce u⃗(1), . . . , u⃗(n) tvoř́ı ortonormálńı bázi vlastńıch vektor̊u, a D
je diagonálńı matice s odpov́ıdaj́ıćımi reálnými vlastńımi č́ısly λ1, . . . , λn na diagonále. (Detailněǰśı rozbor

pravdivosti těchto tvrzeńı je popsán v d̊ukazu (5.4).) Předpokládejme, že vlastńı č́ısla jsou uspořádána tak, že

|λ1| > |λ2| ≥ · · · ≥ |λn|, tzn. největš́ı vlastńı č́ıslo je λ1 a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor je u⃗(1). Počátečńı vektor

3To si můžeme představit např. v R2, kde se pohybovaly i naše př́ıklady. Ćılem bylo se vyvarovat volbě x⃗
(0)
1 = 0, což znamená

vyvarovat se prvńı souřadné ose. Vı́me ale, že osa představuje v rámci plochy množinu mı́ry nula, a tedy při náhodné volbě
zanedbatelnou plochu.
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x⃗(0) můžeme vyjádřit jako lineárńı kombinaci vlastńıch vektor̊u: x⃗(0) =
∑n

i=1 αiu⃗
(i). V bázi vlastńıch vektor̊u

má tedy souřadnice v⃗ = U∗x⃗(0) = (α1, . . . , αn)
T . Aplikace k-té mocniny matice A pak odpov́ıdá:

Akx⃗(0) = UDkU∗x⃗(0) = UDkv⃗. (5.16)

Tento výraz rozepsaný po složkách v bázi {u⃗(i)} ukazuje, jak se jednotlivé složky zesiluj́ı:

Akx⃗(0) =

n∑
i=1

αiλ
k
i u⃗

(i) = λk
1

(
α1u⃗

(1) +

n∑
i=2

αi

(
λi

λ1

)k

u⃗(i)

)
. (5.17)

Pokud je pr̊umět do směru největš́ıho vlastńıho vektoru nenulový (tj. α1 ̸= 0), pak pro k → ∞ členy (λi/λ1)
k

pro i > 1 zanikaj́ı a směr vektoru Akx⃗(0) konverguje ke směru u⃗(1). Po normalizaci tedy dostáváme:

lim
k→∞

Akx⃗(0)

||Akx⃗(0)||
= ±u⃗(1). (5.18)

5.3.1.4 Obecné konvergenčńı věty

Lemma 5.13. Vektor x⃗(k) generovaný mocninnou metodou lze vyjádřit ve tvaru

x⃗(k) =
1

ρ1ρ2 . . . ρk
Akx⃗(0). (5.19)

D̊ukaz. Tento přepis plyne př́ımo z definice mocninné metody.

x⃗(k+1) =
1

ρk+1
y⃗(k+1) =

1

ρk+1
Ax⃗(k) (5.20)

Nyńı tento předpis jen aplikujeme rekruzivně:

x⃗(k) =
1

ρk
y⃗(k) =

1

ρk
Ax⃗(k−1) =

1

ρk
A
(

1

ρk−1
y⃗(k−1)

)
=

1

ρkρk−1
A2x⃗(k−2) = ...

1

ρkρk−1 . . . ρ1
Akx⃗(0). (5.21)

Poznámka 5.14. Pokud posloupnost odhad̊u ρk konverguje k největš́ımu vlastńımu č́ıslu λ1, pak pro velká k

plat́ı, že součin ρ1ρ2 . . . ρk ∼ λk
1 (TODO vysvětlit).

Věta 5.15. Necht’ matice A ∈ Cn,n má jedno v absolutńı hodnotě největš́ı vlastńı č́ıslo λ1. Necht’ je toto

vlastńı č́ıslo bud’ jednonásobné, nebo v́ıcenásobné se shodnou algebraickou a geometrickou násobnost́ı r. Necht’

regulárńı matice X převád́ı A do Jordanova kanonického tvaru A = XJAX−1 tak, že bloky př́ıslušej́ıćı λ1 jsou

na začátku. Pak pro libovolný počátečńı vektor x⃗(0), který má nenulový pr̊umět do podprostoru generovaného

vlastńımi vektory k λ1, plat́ı, že posloupnost ρk z mocninné metody konverguje k λ1 a posloupnost vektor̊u x⃗(k)

konverguje k př́ıslušnému vlastńımu vektoru.

D̊ukaz. Už ve tvrzeńı předpokládáme, že největš́ı vlastńı č́ıslo se nacháźı na prvńım mı́stě. Budeme také

předpokládat, že ∀ k ∈ n̂ je lk = 1. Tvrzeńı by šlo zobecnit, nicméně d̊ukaz by se st́ıžil jen o technické de-

taily, proto se omeźıme na tento př́ıpad. V definici metody jsme oznažili ρk největš́ı složku vektoru y⃗(k). Protože

jsme si výše řekli, že uvažujeme př́ıpad, kdy lk = 1, plat́ı ρk = (e⃗(1))T y(k). Potom je zřejmé, že

x
(k)
1 = (e⃗(1))T x⃗(k) =

(e⃗(1))T y(k)

ρk
= 1. (5.22)

Potom můžeme zapsat:

ρk =
(e⃗(1))T y(k)

(e⃗(1))T x⃗(k)
, (5.23)
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protože děleńı jedničkou nezměńı hodnotu ρk. Dále dosad́ıme za y(k) z definice metody:

ρk =
(e⃗(1))TAx⃗(k)

(e⃗(1))T x⃗(k)
, (5.24)

a aplikujeme lemma (5.13):

ρk =
(e⃗(1))TA

(
1

ρk...ρ1
Akx⃗(0)

)
(e⃗(1))T

(
1

ρk...ρ1
Akx⃗(0)

) =
(e⃗(1))TAk+1x⃗(0)

(e⃗(1))TAkx⃗(0)
. (5.25)

Předpoklady nám ř́ıkaj́ı, že umı́me zapsat A v Jordanově kanonickém tvaru A = XJAX−1, kde JA je Jordanova

matice. Potom

ρk =
(e⃗(1))TXJk+1

A X−1x⃗(0)

(e⃗(1))TXJkAX−1x⃗(0)
. (5.26)

Vzpomeňme si, že protože vlastńı č́ıslo λ1 je bud’ jednonásobné, nebo v́ıcenásobné s shodnou algebraickou a

geometrickou násobnost́ı r, prvńıch r řádk̊u4 matice JA je čistě diagonálńı5 s λ1 na diagonále.

ρk =

(e⃗(1))TX



λk+1
1

. . .

λk+1
1

Jk+1
2

. . .

Jk+1
s


X−1x⃗(0)

(e⃗(1))TX



λk
1

. . .

λk
1

Jk2
. . .

Jks


X−1x⃗(0)

(5.27)

ρk ==

λk+1
1 (e⃗(1))TX



1
. . .

1 (
1
λ1
J2
)k+1

. . . (
1
λ1
Js
)k+1


X−1x⃗(0)

λk
1(e⃗

(1))TX



1
. . .

1 (
1
λ1
J2
)k

. . . (
1
λ1
Js
)k


X−1x⃗(0)

(5.28)

Nyńı si uvědomme, že v bloćıch 1
λ1
Ji kde i ̸= 1 jsou na diagonále č́ısla ostře menš́ı než 1, protože λ1 je největš́ı

vlastńı č́ıslo a na diagonále jsou pod́ıly λi

λ1
. Proto spektrálńı poloměr ρ

(
1
λ1
Ji
)
= λi

λ1
< 1 a tedy

(
1
λ1
Ji
)k
→ O

4může být i jen jeden řádek, pokud λ1 je jednonásobné
5nad diagonálou nejsou žádné jedničky, jako bychom je tam měli v př́ıpadě odlǐsné geometrické a algebraické násobnosti
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pro k → +∞.

ρk →

λ1

(
e⃗(1)
)T X−1



1
. . .

1

0
. . .

0


Xx⃗(0)

(
e⃗(1)
)T X−1



1
. . .

1

0
. . .

0


Xx⃗(0)

(5.29)

My jsme předpokládali, že počátečńı vektor x⃗(0) má nenulový pr̊umět do podprostoru generovaného vlastńımi

vektory k λ1. To znamená, že pokud označ́ıme

u⃗ =



1
. . .

1

0
. . .

0


Xx⃗(0), (5.30)

tak u⃗ ̸= 0 (TODO doplnit proč). Dále je zřejmé, že součin
(
e⃗(1)
)T ̸= 0, protože X je regulárńı. Proto můžeme

v pod́ılu zkrátit u⃗ a máme ρk → λ1. Nyńı zbývá dokázat konvergenci vektor̊u x⃗(k) k př́ıslušnému vlastńımu

vektoru. Použijeme opět vyjádřeńı ρk přes prvńı složku vektoru y⃗(k) a dále lemma (5.13):

x⃗(k) =
1(

e⃗(1)
)T Ax⃗(k)

Ax⃗(k) =

1
ρk...ρ1

Ak+1x⃗(0)

1
ρk...ρ1

(
e⃗(1)
)T Akx⃗(0)

. (5.31)

I dále budeme postupovat obdobně rozepsáńım matice A v Jordanově kanonickém tvaru:

x⃗(k) =
Ak+1x⃗(0)(

e⃗(1)
)T Akx⃗(0)

=

X



λk+1
1

. . .

λk+1
1

Jk+1
2

. . .

Jk+1
s


X−1x⃗(0)

(
e⃗(1)
)
X



λk+1
1

. . .

λk+1
1

Jk+1
2

. . .

Jk+1
s


X−1x⃗(0)

(5.32)
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a dále stejně jako výše dojdeme do stavu po vytknut́ı λk+1
1 :

x⃗(k) →

X



1
. . .

1

0
. . .

0


X−1x⃗(0)

(
e⃗(1)
)
X



1
. . .

1

0
. . .

0


X−1x⃗(0)

(5.33)

Opět stejným argumentem vektor v čitateli je jistě nenulový. Ve jmenovateli potřebujeme, aby byla nenulová

prvńı složka, nicméně jej́ı nulovost neumı́me ovlivnit. Vektor jako celek ale nenulový být muśı, a tak v př́ıpadě,

že by prvńı složka byla nulová, zopakujeme celý postup pro jiný vektor standardńı báze. Zbývá ještě dokázat,

že limitńı vektor x⃗(k) → x⃗ je skutečně vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ1. Z předpisu metody ale v́ıme,

že

x⃗(k+1) =
1

ρk+1
Ax⃗(k), (5.34)

a když přejdeme limitně k → +∞, potom

x⃗ =
1

λ1
Ax⃗ ⇐⇒ Ax⃗ = λ1x⃗. (5.35)

Věta 5.16. Necht’ matice A ∈ Cn,n má dvě v absolutńı hodnotě největš́ı vlastńı č́ısla λ1 a −λ1. Necht’ x⃗(0) je

takový, že jeho pr̊umět do podprostoru generovaného př́ıslušnými vlastńımi vektory je nenulový. Pak v mocninné

metodě konverguje posloupnost
√
ρ2kρ2k+1 k absolutńı hodnotě největš́ıch vlastńıch č́ısel |λ1|.

D̊ukaz. Nepřednáš́ı se.

5.3.1.5 Praktické aspekty a varianty

Poznámka 5.17 (Odhad vlastńıho č́ısla). V př́ıkladu 5.11 jsme ukázali, že pokud se index lk (pozice největš́ıho

prvku v absolutńı hodnotě) po několika iteraćıch ustáĺı, pak posloupnost ρk dobře aproximuje největš́ı vlastńı

č́ıslo λ1. Můžeme si to ukázat na př́ıkladu, kdy od nějakého k je lk = 1 (to bude častý výsledek r̊uzných metod,

kdy budeme předpokládat, že největš́ı vlastńı č́ıslo je to prvńı). Potom z definice metody je

ρk+1x⃗
(k+1) = y⃗(k+1) = Ax⃗(k), (5.36)

a tedy ρk+1 aproximuje největš́ı vlastńı č́ıslo λ1. Pokud by se lk měnil, lze odhad źıskat z definice vlastńıho

vektoru. Pro aproximaci x⃗(k) plat́ı

Ax⃗(k) = y⃗(k+1) ≈ λ1x⃗
(k). (5.37)

Odtud pro každou složku i dostáváme odhad λ1 ≈ y
(k+1)
i /x

(k)
i . Jako celkový odhad lze vźıt pr̊uměr těchto

hodnot nebo hodnotu z jedné vybrané složky.

Poznámka 5.18 (Krylovova posloupnost a posun spektra). Samotný směr největš́ıho vlastńıho vektoru je

dán tzv. Krylovovou posloupnost́ı x⃗(0),Ax⃗(0),A2x⃗(0), . . . . Děleńı č́ıslem ρk v každém kroku slouž́ı primárně
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k zajǐstěńı numerické stability. Rychlost konvergence metody záviśı na pod́ılu |λ2/λ1|. Konvergenci můžeme

urychlit vhodným posunem spektra o č́ıslo λ∗, tj. aplikaćı metody na matici A − λ∗I. T́ım lze zmenšit pod́ıl

|λ2−λ∗

λ1−λ∗ |. K výslednému vlastńımu č́ıslu je pak nutné přič́ıst λ∗ zpět.

Poznámka 5.19 (Inverzńı mocninná metoda). Pokud chceme nalézt v absolutńı hodnotě nejmenš́ı vlastńı č́ıslo

matice A, můžeme použ́ıt mocninnou metodu na matici A−1. Největš́ı vlastńı č́ıslo matice A−1 je rovno 1/λmin,

kde λmin je nejmenš́ı vlastńı č́ıslo A. Výsledné vlastńı č́ıslo matice A je tedy 1/ρ. Pro nalezeńı vlastńıho č́ısla

nejbĺıže zvolenému č́ıslu λ′ aplikujeme mocninnou metodu na matici (A − λ′I)−1. Hledané vlastńı č́ıslo pak

źıskáme jako 1
ρ + λ′.

Poznámka 5.20 (Implementace inverzńıch variant). Při aplikaci inverzńı mocninné metody neńı nutné expli-

citně poč́ıtat inverzi matice. Krok y⃗(k+1) = A−1x⃗(k) nahrad́ıme řešeńım soustavy lineárńıch rovnic Ay⃗(k+1) =

x⃗(k). Pro řešeńı této soustavy lze s výhodou použ́ıt iteračńı metody, nebot’ pro velká k se vektory y⃗(k) a y⃗(k+1) lǐśı

jen málo, a y⃗(k) tak slouž́ı jako výborná počátečńı aproximace pro výpočet y⃗(k+1). Tento př́ıstup je v numerické

matematice velmi častý.

5.3.2 Redukčńı metoda (Deflace)

Mocninná metoda nám umožňuje nalézt jedno, v absolutńı hodnotě největš́ı vlastńı č́ıslo. Pokud bychom chtěli

nalézt i daľśı vlastńı č́ısla (např. druhé největš́ı), můžeme použ́ıt tzv. redukčńı metodu, známou také jako metoda

deflace. Ćılem je zkonstruovat novou matici B o řád menš́ı, která má stejné spektrum jako p̊uvodńı matice A,
pouze s odstraněným již nalezeným vlastńım č́ıslem λ1. Tento postup se ovšem nehod́ı pro výpočet kompletńıho

spektra matice, protože s každým krokem deflace docháźı ke ztrátě přesnosti.

Poznámka 5.21 (Princip Wielandtovy deflace). Necht’ λ1 je nalezené vlastńı č́ıslo matice A ∈ Cn,n a x⃗ je k

němu př́ıslušný vlastńı vektor. Myšlenka metody spoč́ıvá v nalezeńı takové podobnostńı transformace, která

matici A převede na blokový tvar, z něhož lze matici B snadno identifikovat. Provedeme přechod do nové báze,

tvořené vektory {x⃗, e⃗2, . . . , e⃗n} (za předpokladu, že prvńı složka x1 vektoru x⃗ je nenulová). Matice přechodu P
má tyto vektory ve sloupćıch. V této nové bázi má matice A tvar:

P−1AP =

(
λ1 q⃗T

0⃗ B

)
. (5.38)

Matice přechodu P a jej́ı inverze P−1 maj́ı následuj́ıćı tvar:

P =


x1 0 . . . 0

x2 1 . . . 0
...

...
. . .

...

xn 0 . . . 1

 , P−1 =


1/x1 0 . . . 0

−x2/x1 1 . . . 0
...

...
. . .

...

−xn/x1 0 . . . 1

 . (5.39)

Inverzńı matici P−1 neńı třeba složitě poč́ıtat; jedná se o matici, která provád́ı Gaussovu eliminaci v prvńım

sloupci. Roznásobeńım P−1AP źıskáme explicitńı tvar matice B a vektoru q⃗T . Vlastńı č́ısla horńı blokově

trojúhelńıkové matice P−1AP jsou λ1 a vlastńı č́ısla matice B. Pokud nyńı nalezneme vlastńı č́ıslo λ2 a př́ıslušný

vlastńı vektor z⃗ matice B (pomoćı mocninné metody), můžeme zrekonstruovat odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor y⃗

p̊uvodńı matice A. Hledáme ho jako lineárńı kombinaci bázových vektor̊u, tj. ve tvaru y⃗ = P

(
z1

z⃗

)
, kde z1

muśıme dopoč́ıtat. Pokud by bylo λ1 = λ2, pak plat́ı Bz⃗ = λ2z⃗ = λ1z⃗ a(
λ1 q⃗T

0⃗ B

)(
z1

z⃗

)
=

(
λ1z1 + q⃗T z⃗

Bz⃗

)
=

(
λ1z1

λ1z⃗

)
. (5.40)

Zřejmě tedy λ1z1 + q⃗T z⃗ = λ1z1 a proto q⃗T z⃗ = 0. z1 tedy voĺım libovolně. (TODO rozepsat v́ıce, že to souviśı s
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geom násobnost́ı) Pokud naopak λ1 ̸= λ2,(
λ1 q⃗T

0⃗ B

)(
z1

z⃗

)
=

(
λ1z1 + q⃗T z⃗

Bz⃗

)
=

(
λ1z1 + q⃗T z⃗

λ2z⃗

)
!
=

(
λ2z1

λ2z⃗

)
. (5.41)

kde požadavek označený ! plyne z Ay⃗ !
= λ2

(
z1

z⃗

)
. Potom můžeme vyjádřit neznámou složku z1 jako:

z1 =
q⃗T z⃗

λ2 − λ1
. (5.42)

Vlastńı vektor p̊uvodńı matice A je pak dán vztahem y⃗ = z1x⃗ + (0, z2, . . . , zn)
T . V př́ıpadě, že λ1 = λ2, muśı

platit q⃗T z⃗ = 0 a složku z1 lze volit libovolně. (TODO napsat tohle nahoru k variantě 1=2)

5.3.3 Otázky

• Co je to částečný problém vlastńıch č́ısel a jaká metoda se pro jeho řešeńı primárně použ́ıvá?

• Jaký je princip mocninné metody a jaké jsou podmı́nky jej́ı konvergence? Jak se tyto podmı́nky zajist́ı v

praxi?

• Jak lze pomoćı mocninné metody nalézt v absolutńı hodnotě nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice?

• K čemu slouž́ı redukčńı metoda (deflace) a proč se nehod́ı pro výpočet kompletńıho spektra?

5.4 Analýza kompletńıho spektra matice

5.4.1 Trojúhelńıková metoda

Prvńı z metod pro výpočet kompletńıho spektra je trojúhelńıková metoda. Jej́ım ćılem je nalézt podobnostńı

transformaci, která převede p̊uvodńı matici na horńı trojúhelńıkový tvar, z jehož diagonály pak můžeme snadno

odeč́ıst všechna vlastńı č́ısla.

Definice 5.22 (Trojúhelńıková metoda). Metoda konstruuje dvě posloupnosti matic: {L(k)}∞k=1 a {R(k)}∞k=1.

Postup je následuj́ıćı:

1. Zvoĺıme libovolnou počátečńı matici L(0) (např́ıklad L(0) = I).

2. Pro k = 0, 1, 2, . . . rekurzivně poč́ıtáme:

• Provedeme LR rozklad6 matice AL(k).

• T́ım źıskáme daľśı členy posloupnost́ı L(k+1) a R(k+1) tak, že plat́ı:

L(k+1)R(k+1) = AL(k), (5.43)

kde L(k+1) je dolńı trojúhelńıková matice s jedničkami na diagonále a R(k+1) je horńı trojúhelńıková

matice.

Poznámka 5.23 (Konvergence a podobnostńı transformace). Pokud posloupnosti matic konverguj́ı, tj. L(k) →
L a R(k) → R, pak v limitě dostáváme rovnici:

AL = LR. (5.44)

Protože matice L je regulárńı (jakožto limita regulárńıch matic – dolńıch trojúhelńıkových s jedničkami na

6jde o jiný název pro LU rozklad, který se zároveň od naš́ı p̊uvodńı konvence lǐśı t́ım, že jedničky jsou na diagonále dolńı
trojúhelńıkové matice
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diagonále), můžeme rovnici přepsat na tvar:

A = LRL−1. (5.45)

Tento vztah ukazuje, že matice A je podobná horńı trojúhelńıkové matici R. Vlastńı č́ısla matice A jsou tedy

shodná s vlastńımi č́ısly matice R, která můžeme přeč́ıst z jej́ı diagonály.

Poznámka 5.24 (Výpočet vlastńıch vektor̊u). Jakmile metoda zkonverguje a my známe limitńı matice L a R,
můžeme dopoč́ıtat vlastńı vektory.

1. Nejprve nalezneme vlastńı vektory y⃗i matice R řešeńım soustavy (R − λiI)y⃗i = 0⃗ pro každé vlastńı č́ıslo

λi = rii. Jelikož je matice R − λiI horńı trojúhelńıková s nulou na diagonále, lze jej́ı vlastńı vektor y⃗i

snadno dopoč́ıtat zpětnou substitućı.

2. Matice R je vyjádřeńım matice A v bázi tvořené sloupci matice L.

ALy⃗i = LRy⃗i = Lλiy⃗
i = λiLy⃗i =⇒ Ax⃗i = λix⃗

i. (5.46)

Vlastńı vektory x⃗i p̊uvodńı matice A proto źıskáme zpětnou transformaćı:

x⃗i = Ly⃗i (5.47)

Poznámka 5.25 (Robustnost metody). Počátečńı matici L(0) lze volit libovolně, nemuśı být ani dolńı trojúhelńıková.

Dı́ky tomu má metoda samoopravuj́ıćı schopnost. Pokud bychom v některé iteraci napoč́ıtali matici L(k) s chy-

bou, můžeme ji jednoduše považovat za novou startovaćı matici a pokračovat ve výpočtu.

5.4.1.1 Konvergence a existence rozkladu

Celá metoda je postavena na opakovaném prováděńı LU rozkladu. Jak v́ıme z kapitoly 2, LU rozklad (resp.

LDR rozklad) existuje pouze pro silně regulárńı matice. Pro prvńı iteraci, kde rozkládáme matici AL(0), tedy

muśıme předpokládat, že je tato matice silně regulárńı.

Poznámka 5.26 (Spojitá závislost LU rozkladu). Připomeňme si vzorce pro výpočet prvk̊u z kompaktńıho

schématu LU rozkladu:

lij = aij −
j−1∑
k=1

likukj pro j ≤ i,

uij =
1

lii

(
aij −

i−1∑
k=1

likukj

)
pro i < j.

Z těchto vztah̊u je vidět, že prvky matic L a R záviśı spojitě na prvćıch matice A. To má d̊uležitý d̊usledek:

pokud pro matici A existuje LU rozklad, bude existovat i pro matici A + E, pokud bude norma matice E
dostatečně malá.

Tuto myšlenku formálně zachycuj́ı následuj́ıćı věty.

Věta 5.27. Necht’ matice A je silně regulárńı (a tedy existuje jej́ı LU rozklad). Pak existuje takové ϵ > 0, že

pro libovolnou matici E splňuj́ıćı ||E|| < ϵ existuje i LU rozklad matice A+ E.

Věta 5.28. Necht’ A = I + E, kde ||E|| je dostatečně malé. Potom existuje rozklad A = LR a plat́ı, že pokud

||E|| → 0, pak také L→ I a R→ I.

Pro samotný d̊ukaz konvergence trojúhelńıkové metody je kĺıčové následuj́ıćı tvrzeńı, které dává do souvislosti

k-tou iteraci metody a LU rozklad k-té mocniny matice A.

Lemma 5.29. Pokud pro AkL(0) existuje trojúhelńıkový rozklad AkL(0) = L(k)R(k), pak pro matice z trojúhelńıkové

metody plat́ı:

L(k) = L(k),

R(k)R(k−1) . . .R(1) = R(k).
(5.48)
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D̊ukaz. Z předpisu trojúhelńıkové metody plat́ı

L(k)R(k) = AL(k−1). (5.49)

Tvrzeńı věty požaduje, aby

L(k)R(k) = L(k)R(k)R(k−1) . . .R(1). (5.50)

V tomto tvaru použijeme iterativně předpis trojúhelńıkové metody:

L(k)R(k) = AL(k−1)R(k−2) . . .R(1) = AAL(k−2)R(k−3) . . .R(1) = · · · = Ak−1L(1)R(1). (5.51)

č́ımž jsme dokázali jeho platnost.

Poznámka 5.30 (Strategie d̊ukazu konvergence). Z předchoźı věty plyne, že ke zkoumáńı konvergence po-

sloupnosti {L(k)} stač́ı zkoumat konvergenci LU rozkladu matice AkL(0). Dokážeme-li, že posloupnost {L(k)}
konverguje k nějaké matici L, automaticky t́ım dokážeme i konvergenci {L(k)} → L. Konvergence posloupnosti

{R(k)} pak plyne z rozpisu:

L(k+1)R(k+1) = AL(k) ⇐⇒ R(k+1) =
(
L(k+1)

)−1

AL(k),

LR = AL ⇐⇒ R = L−1AL.
(5.52)

a tedy pro L(k+1) → L máme R(k+1) → L−1AL = R.

Věta 5.31 (Konvergence trojúhelńıkové metody). Necht’ matice A ∈ Cn,n je regulárńı a má všechna vlastńı

č́ısla jednonásobná a v absolutńı hodnotě navzájem r̊uzná, tzn. je diagonalizovatelná, A = XDX−1, kde |λ1| >
|λ2| > · · · > |λn|. Dále předpokládejme, že:

• pro dostatečně velké k existuj́ı LU rozklady matic AL(k),

• existuj́ı LU rozklady matic X a X−1L(0).

Pak posloupnosti matic {L(k)} a {R(k)} generované trojúhelńıkovou metodou konverguj́ı k matićım L a R a na

diagonále matice R je spektrum matice A, seřazené sestupně podle velikosti v absolutńı hodnotě.

D̊ukaz. Podle poznámky nad větou stač́ı dokázat, existenci LU rozkladu AkL(0)LkRk že L(k) → L. Z předpoklad̊u

věty umı́me napsat A = XDX−1, kde na diagonále matice D jsou vlastńı č́ısla matice A. Odtud Ak = XDkX−1

a proto AkL(0) = XDkX−1L(0). Matice X je regulárńı (TODO: to nestač́ı, potřebuji silně reg), a tedy existuje

LU rozklad X = LXRX a X−1L(0) = LY RY . Potom

AkL(0) = LXRXDkLY RY = LXRXDkLY D−kDkRY . (5.53)

Zkoumejme matici DkLY D−k. Vı́me, že jde o matici dolńı trojúhelńıkovou, tud́ıž pro j > i je [DkLY D−k]ij = 0.

Pro i = j je [DkLY D−k]ii = λk
i 1λ

−k
i = 1 z toho, že LY má na diagonále jedničky a matice D vlastńı č́ısla A.

Pod diagonálou, tzn. j < i, máme λk
i lijλ

−k
j . Protože máme vlastńı č́ısla seřazená sestupně, tak pro j < i je

|λj | > |λi|. Proto λi

λj
< 1 a tedy

(
λi

λj

)k
lij → 0 pro k → +∞. Celkově proto

DkLY D−k = I+ E(k), (5.54)

kde E(k) → O a E(k) je dolńı trojúhelńıková matice s nuly na diagonále. Vrat’me se zpět k p̊uvodńı matici

AkL(0):

AkL(0) = LXRX(I+ E(k))DkRY = LXRX(I+ E(k))R−1
X RXDkRY = LX(I+ RXE(k)R−1

X )RXDkRY . (5.55)

My v́ıme, že (I + RXE(k)R−1
X ) → I pro k → +∞. Z věty o existenci LU rozkladu 5.28 tedy plyne, že pro
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dostatečně velké k existuje LU rozklad matice (I + RXE(k)R−1
X ) = L(k)

E R(k)
E a L(k)

E → I a R(k)
E → I. Můžeme

tedy psát, že

AkL(0) = LXL(k)
E R(k)

E RXDkRY , (5.56)

kde LXL(k)
E je dolńı troj́ıhelńıková a LXL(k)

E → LX . Dále R(k)
E RXDkRY je horńı trojúhelńıková. T́ım máme

dokázanou konvergenci. Zbývá dokázat, že na diagonále matice R jsou vlastńı č́ısla matice A seřazená podle

velikosti. Vyjdeme opět z předpisu trojúhelńıkové metody: AL(k) = L(k+1)R(k+1). Také nyńı v́ıme, že pro

k → +∞ tento vztah konverguje k AL = LR. Potom R = L−1AL. V d̊ukazu předešlé části, jsme použ́ıvali

označeńı L = LX , když si na něj tedy vzpomeneme, můžeme se také vrátit k rozepsáńı X = LXRX . Potom d́ıky

A = XDX−1 máme:

R = L−1
X ALX = L−1

X XDX−1LX = L−1
X LXRXDR−1

X L−1
X LX = RXDR−1

X , (5.57)

což je horńı trojúhelńıkové, diagonálńı a horńı trojúhelńıkové matice. Na diagonále tohoto součinu je tedy součin

diagonálńıch prvk̊u, přičemž diagonálńı prvky matic RX a R−1
X se pokrát́ı, a zbývá diagonála D, což jsou správně

seřazená vlastńı č́ısla p̊uvodńı matice A.

Poznámka 5.32. Konvergenćı metody za jiných, slabš́ıch předpoklad̊u se zde nebudeme zabývat.

5.4.2 LR algoritmus

LR algoritmus je daľśı metoda pro výpočet kompletńıho spektra, úzce souvisej́ıćı s trojúhelńıkovou metodou.

Definice 5.33 (LR algoritmus). Metoda konstruuje posloupnost matic {A(k)}∞k=1. Pro k = 1, 2, . . . má iterace

následuj́ıćı tvar:

1. Provedeme LU rozklad matice A(k):

A(k) = L̂(k)R̂(k), (5.58)

kde L̂(k) je dolńı trojúhelńıková matice s jedničkami na diagonále a R̂(k) je horńı trojúhelńıková matice.

(Stř́ı̌sky použ́ıváme pro odlǐseńı od matic z trojúhelńıkové metody).

2. Následuj́ıćı člen posloupnosti A(k+1) źıskáme vynásobeńım faktor̊u v opačném pořad́ı:

A(k+1) = R̂(k)L̂(k). (5.59)

Jako počátečńı matici voĺıme A(0) = A.

Poznámka 5.34 (Podobnostńı transformace). Každý krok LR algoritmu představuje podobnostńı transformaci,

jelikož z definičńıch vztah̊u můžeme vyjádřit R̂(k) = (L̂(k))−1A(k) a dosadit do druhého kroku:

A(k+1) = R̂(k)L̂(k) = (L̂(k))−1A(k)L̂(k). (5.60)

Z toho plyne, že všechny matice v posloupnosti {A(k)} jsou si navzájem podobné a maj́ı tedy stejná vlastńı

č́ısla jako p̊uvodńı matice A. Pokud tato posloupnost konverguje k horńı trojúhelńıkové matici, na jej́ı diagonále

budou ležet vlastńı č́ısla matice A. Pro výpočet vlastńıch vektor̊u je třeba znát celkovou transformačńı matici.

Dá se ukázat, že plat́ı A(k) = (L̂(1) . . . L̂(k−1))−1A(L̂(1) . . . L̂(k−1)). Hledanou matićı, jej́ıž sloupce tvoř́ı vlastńı

vektory v nové bázi, je tedy součin L = L̂(1)L̂(2) . . . .

Poznámka 5.35 (Srovnáńı s trojúhelńıkovou metodou). .

• LR algoritmus má menš́ı nároky na pamět’. V trojúhelńıkové metodě potřebujeme uložit matici A, dále
L(0) a nakonec AL(0). V každém kroku pak in-place přepoč́ıtáme AL(k) na L(k+1)R(k+1). Poté na pozici

AL(k) spoč́ıtáme ALk+1 a takto pokračujeme dále. Celkem tedy muśıme ukládat tři matice. LR algoritmu

stač́ı jen 2, jelikož nepotřebuje uchovávat p̊uvodńı matici A. Po spuštěńı algoritmu se p̊uvodńı A = A(0)

přeṕı̌se in-place na L(1)R(1). Poté si muśıme jinde spoč́ıtat A(1) = R(1)L(1). Toto můžeme následně opět
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inplace přepsat rozkladem L(2)R(2) atd.

• LR algoritmus nemá tak dobrou samoopravuj́ıćı schopnost. V trojúhelńıkové matici jsme v každém kroku

vraceli informaci o p̊uvodńı matici A, nicméně v LR algoritmu si ji nepamatujeme a v př́ıpadě chyby v

některém kroku nemáme jak se k p̊uvodńı matici vrátit.

5.4.2.1 Konvergence LR algoritmu

Konvergenci LR algoritmu lze elegantně dokázat pomoćı jeho vztahu k trojúhelńıkové metodě.

Věta 5.36. Existuje-li trojúhelńıkový rozklad matice Ak = L(k)R(k), pak pro faktory z LR algoritmu plat́ı:

L(k) = L̂(1)L̂(2) . . . L̂(k),

R(k) = R̂(k)R̂(k−1) . . . R̂(1).
(5.61)

D̊ukaz. Vyjdeme z předpisu pro LR metodu, tedy ˆL(k) ˆR(k) = A(k) a A(k+1) = ˆR(k) ˆL(k). Stejně jako v obdobné

větě pro trojúhelńıkovou metodu vyjdeme z toho, co chceme dokázat:

L(k)R(k) = L̂(1)L̂(2) . . . L̂(k−1)L̂(k)R̂(k)R̂(k−1) . . . R̂(1). (5.62)

Do něj opět rekurzivně dosad́ıme předpis LR metody:

L(k)R(k) = L̂(1)L̂(2) . . . L̂(k−1)A(k)R̂(k−1)R̂(k−2) . . . R̂(1)

= L̂(1)L̂(2) . . . L̂(k−1)R̂(k−1)R̂(k−1)L̂(k−1)R̂(k−2) . . . R̂(1).
(5.63)

L(k)R(k) = L̂(1) . . . L̂(k−2)A(k−1)A(k−1)R̂(k−2) . . . R̂(1)

= L̂(1) . . . L̂(k−2)R̂(k−2)L̂(k−2)R̂(k−2)L̂(k−2)R̂(k−2) . . . R̂(1).
(5.64)

Postupně dojdeme až k

L(k)R(k) = Ak, (5.65)

což potvrzuje platnost řešeńı.

Poznámka 5.37 (Vztah mezi metodami). Pokud v trojúhelńıkové metodě zvoĺıme speciálńı př́ıpad L(0) = I,
pak se analýzy obou metod propoj́ı. Z předchoźıch vět v́ıme, že L(k) = L(k) a R(k)R(k−1) . . .R(1) = R(k).

Zkombinováńım těchto poznatk̊u dostáváme př́ımý vztah mezi maticemi z obou metod:

L(k) = L̂(1)L̂(2) . . . L̂(k),

R(k) = R̂(k).

Poznámka 5.38. Dı́ky tomuto vztahu můžeme ukázat konvergenci posloupnosti {A(k)}. Z předchoźı poznámky

plyne:

L(k) = L(k−1)L̂(k) ⇐⇒ L̂(k) = (L(k−1))−1L(k) ∧ R(k) = R̂(k). (5.66)

To dosad́ıme do definice LR algoritmu:

A(k) = L̂(k)R̂(k) =
(
(L(k−1))−1L(k)

)
R(k). (5.67)

Pokud trojúhelńıková metoda konverguje (tj. L(k) → L a R(k) → R), pak limita tohoto výrazu je:

lim
k→∞

A(k) = (L)−1LR = R. (5.68)

Posloupnost matic {A(k)} z LR algoritmu tedy skutečně konverguje k horńı trojúhelńıkové matici R.
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Věta 5.39 (Konvergence LR algoritmu). Necht’ je matice A ∈ Cn,n regulárńı a diagonalizovatelná. Předpokládejme,

že trojúhelńıková metoda s volbou L(0) = I pro tuto matici konverguje. Pak konverguje i LR algoritmus a plat́ı,

že posloupnost {A(k)} konverguje k horńı trojúhelńıkové matici, která má na diagonále vlastńı č́ısla matice A
seřazená sestupně podle velikosti v absolutńı hodnotě.

5.5 QR algoritmus

Velkou nevýhodou LR algoritmu je jeho numerická nestabilita, která se projevuje zejména při aplikaci na

matice větš́ıch rozměr̊u. Z tohoto d̊uvodu navrhl v roce 1961 J. G. F. Francis takzvaný QR algoritmus, který je

dnes jednou z nejpouž́ıvaněǰśıch metod pro výpočet kompletńıho spektra. Princip QR algoritmu je shodný s LR

algoritmem, ale mı́sto numericky méně stabilńıho LU rozkladu využ́ıvá QR rozklad, tedy rozklad na ortogonálńı

(v reálném př́ıpadě) nebo unitárńı (v komplexńım př́ıpadě) a horńı trojúhelńıkovou matici. V daľśım textu se

pro jednoduchost omeźıme pouze na reálné matice.

5.5.1 QR rozklad

Než představ́ıme samotný algoritmus, zadefinujme si QR rozklad.

Věta 5.40. Necht’ A ∈ Rn,n je regulárńı matice. Pak existuje jej́ı rozklad do tvaru

A = QR, (5.69)

kde Q je ortogonálńı matice (tj. QTQ = I) a R je horńı trojúhelńıková matice. Pokud nav́ıc požadujeme, aby

diagonálńı prvky matice R byly kladné, je tento rozklad jednoznačný.

D̊ukaz. Prozat́ım dokážeme jen jednoznačnost QR rozkladu. Jeho existence vyplyne z jednotlivých metod

výpočtu. Předpokládejme, že existuj́ı dva r̊uzné QR rozklady A = Q1R1 = Q2R2. Potom

QT
2 Q1 = R2R−1

1 ∧ QT
1 Q2 = R1R−1

2 . (5.70)

Na pravých stranách máme matice horńı trojúhelńıkové, proto i např. QT
2 Q1 je horńı trojúhelńıková matice.

Jej́ı transpozice (QT
2 Q1)

T = QT
1 Q2 je tedy dolńı trojúhelńıková, zároveň je ale podle druhé rovnosti výše horńı

trojúhelńıková. Proto QT
2 Q1 = D muśı být diagonálńı. Analogicky také QT

1 Q2 = D muśı být diagonálńı. Nyńı

se pod́ıvejme na následuj́ıćı rozklad:

Q2 = Q2R2R−1
2 = Q1R1R−1

2
∗
= Q1QT

1 Q2 = Q1D, (5.71)

kde v rovnosti označene ∗ jsme využili vztah (5.70). Podobně se pod́ıvejme na matici R2:

R2 = QT
2 Q2R2

∗
= QT

2 Q1R1 = DR1, (5.72)

kde jsme tentokrát v rovnosti označené ∗ využili předpoklad rovnost rozklad̊u. Nyńı když dokážeme, že D = I,
dostaneme rovnost mezi R1 = R2 a Q1 = Q2.

I = QT
2 Q2 = (Q1D)T (Q1D) = DTQT

1 Q1D = DTD = D2 (5.73)

Z toho plyne, že D je diagonálńı matice s prvky ±1. Z předpokladu pro jednoznačnost ale v́ıme, že R1,R2 maj́ı

kladnou diagonálu, a tedy z R2 = DR1 plyne, že D = I.

Poznámka 5.41. Existuj́ı tři základńı zp̊usoby, jak QR rozklad matice vypoč́ıtat:

• Gramův-Schmidt̊uv ortonormalizačńı proces

• Householderovy transformace



5.5. QR ALGORITMUS 93

• Givensovy rotace

5.5.1.1 Gramův-Schmidt̊uv ortonormalizačńı proces

Gramův-Schmidt̊uv proces je klasický algoritmus lineárńı algebry, který slouž́ı k převedeńı sady lineárně nezávislých

vektor̊u na sadu vektor̊u, které jsou vzájemně ortonormálńı a generuj́ı stejný vektorový podprostor. Mějme na

vstupu sadu lineárně nezávislých vektor̊u {x⃗1, . . . , x⃗n}. Ćılem je zkonstruovat ortonormálńı sadu {q⃗1, . . . , q⃗n}.
Postupujeme iteračně:

1. Krok 1: Prvńı vektor q⃗1 źıskáme jednoduchou normalizaćı prvńıho vstupńıho vektoru x⃗1:

q⃗1 =
x⃗1

||x⃗1||2
. (5.74)

Definujme koeficient r11 = ||x⃗1||2. Potom plat́ı x⃗1 = r11q⃗1.

2. Krok k: Pro k = 2, . . . , n źıskáme k-tý ortonormálńı vektor q⃗k tak, že od vstupńıho vektoru x⃗k odečteme

jeho pr̊uměty do směr̊u všech již zkonstruovaných ortonormálńıch vektor̊u q⃗1, . . . , q⃗k−1. T́ım źıskáme po-

mocný vektor ˜⃗qk, který je na všechny předchoźı kolmý:

˜⃗qk = x⃗k −
k−1∑
j=1

(x⃗k, q⃗j)q⃗j . (5.75)

Nový ortonormálńı vektor q⃗k pak dostaneme normalizaćı vektoru ˜⃗qk:

q⃗k =
˜⃗qk

||˜⃗qk||2
. (5.76)

Poznámka 5.42 (Složitost). Výpočetńı složitost Gramova-Schmidtova procesu je řádově O(n3). Výpočet

provád́ıme pro každý vektor, dále pro něj odeč́ıtáme pr̊uměty do všech předchoźıch vektor̊u, což je O(n2)

operaćı. Skalárńı součin dvou vektor̊u uvnitř výpočtu pr̊umětu přidá ještě O(n) operaćı. Celkem tedy O(n3).

Poznámka 5.43 (Vztah ke QR rozkladu). Definujme koeficienty rjk jako rjk = (x⃗k, q⃗j) pro j < k a rkk = ||˜⃗qk||2.
Z rovnice pro ˜⃗qk můžeme vyjádřit p̊uvodńı vektor x⃗k:

x⃗k = ˜⃗qk +

k−1∑
j=1

rjkq⃗j = rkkq⃗k +

k−1∑
j=1

rjkq⃗j =

k∑
j=1

rjkq⃗j . (5.77)

Tento vztah ukazuje, že každý p̊uvodńı vektor x⃗k lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci prvńıch k ortonormálńıch

vektor̊u. Zaṕı̌seme-li tyto vztahy pro všechny k = 1, . . . , n do jedné maticové rovnice, dostaneme:

(x⃗1, . . . , x⃗n) = (q⃗1, . . . , q⃗n)


r11 r12 . . . r1n

0 r22 . . . r2n
...

...
. . .

...

0 0 . . . rnn

 . (5.78)

Následuj́ıćı věta pouze formalizuje výše uvedený vztah s QR rozkladem.

Věta 5.44. Necht’ A ∈ Rn,n je regulárńı matice. Aplikujeme-li Gramův-Schmidt̊uv ortonormalizačńı proces

na sloupce matice A, tj. polož́ıme x⃗(i) = a⃗·i pro i = 1, . . . , n, źıskáme ortonormálńı vektory q⃗(1), . . . , q⃗(n) a

koeficienty rij . Tento proces je ekvivalentńı maticovému zápisu A = QR, kde Q je ortogonálńı matice tvořená

vektory q⃗(i) ve sloupćıch a R je horńı trojúhelńıková matice tvořená koeficienty rij . Diagonálńı prvky rii jsou

nav́ıc kladné, protože vznikly jako normy nenulových vektor̊u.

Poznámka 5.45 (Modifikovaný Gram-Schmidt̊uv proces). Klasický Gram-Schmidt̊uv proces je náchylný k

numerickým chybám, které mohou vést ke ztrátě ortogonality. Pro lepš́ı numerickou stabilitu se v praxi použ́ıvá
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tzv. modifikovaný Gram-Schmidt̊uv proces. Rozd́ıl je v tom, že projekce se v každém kroku vnitřńıho cyklu

odeč́ıtá od již modifikovaného vektoru, nikoliv stále od p̊uvodńıho.

5.5.1.2 Householderovy transformace

Druhým, a v praxi často nejpouž́ıvaněǰśım, zp̊usobem výpočtu QR rozkladu je použit́ı Householderových trans-

formaćı. Jak jsme si již ukázali (viz definice (1.51) a věta (1.55)), Householderova matice Hw⃗ = I − 2w⃗w⃗∗ je

unitárńı a hermitovská transformace, jej́ıž aplikace na vektor x⃗ odpov́ıdá zrcadleńı (reflexi) tohoto vektoru v̊uči

nadrovině L kolmé na Householder̊uv vektor w⃗. Kĺıčovou vlastnost́ı pro nás je, že vhodnou volbou vektoru w⃗

umı́me transformovat libovolný vektor x⃗ na vektor y⃗, který má stejnou normu. Z vlastnost́ı popsaných v (1.55)

v́ıme, že je-li y⃗ = Hw⃗x⃗ (tzn. y⃗ je obrazem vektoru x⃗ pod transformaćı Hw⃗), pak plat́ı ||y⃗||2 = ||x⃗||2. Také v́ıme,

že rozd́ıl Hw⃗x⃗− x⃗ = y⃗ − x⃗ je kolmý na nadrovinu L. Proto pro tuto transformaci zvoĺıme

w⃗ =
y⃗ − x⃗

||y⃗ − x⃗||2
, (5.79)

kde jsme ještě přidali normováńı na 1, což je požadavek definice (1.51). Konkrétně, pokud chceme transformovat

vektor x⃗ na vektor lež́ıćı na ose dané bázovým vektorem e⃗1, voĺıme ćılový vektor y⃗ jako y⃗ = αe⃗1, kde z podmı́nky

zachováńı normy muśı platit |α| = ||x⃗||2. T́ımto zp̊usobem můžeme vynulovat všechny složky vektoru x⃗ kromě

té prvńı. Volba Householderova vektoru w⃗ by v tomto př́ıpadě byla:

w⃗ =
x⃗− ||x⃗||2e⃗1
||x⃗− ||x⃗||2e⃗1||2

, (5.80)

Poznámka 5.46 (Numerická stabilita volby Householderova vektoru). Kdyby měl vektor x⃗ převládaj́ıćı prvńı

složku, tzn. |xi| ≈ ||x⃗||2, potom bychom v rozd́ılu v x⃗ − y⃗ = x⃗ − Hw⃗x⃗ = x⃗ − ||x⃗||2e⃗1 dostávali hodně malá

č́ısla. V takovém př́ıpadě by docházelo k velkým numerickým chybám, které by mohly vést k nechtěnému ztrátě

ortogonality. Nás ale nutně nezaj́ımá směr výsledného vektoru, jde hlavně o to vynulovat všechny složky kromě

té prvńı. Proto můžeme zvolit y⃗ = −||x⃗||2e⃗1, č́ımž zvětš́ıme velikost rozd́ılu a t́ım i numerickou stabilitu výpočtu.

Pro zajǐstěńı numerické stability se tedy volba znaménka provád́ı tak, aby se předešlo odč́ıtáńı dvou bĺızkých

č́ısel. Je-li prvńı složka vektoru x⃗ kladná, pak zobrazujeme do záporného směru, naopak je-li záporná, pak do

kladného:

y⃗ = −sgn (x1)||x⃗||2e⃗1, (5.81)

Householder̊uv vektor pro transformaci vektoru x⃗ na násobek e⃗1 se tedy voĺı podle robustńıho vzorce (pozor na

to, že došlo ke složeńı dvou -, výsledné znaménko je tedy +):

w⃗ =
x⃗+ sgn (x1)||x⃗||2e⃗1
||x⃗+ sgn (x1)||x⃗||2e⃗1||2

. (5.82)

Poznámka 5.47 (Nulováńı specifických složek). Obecně pokud pro k ≥ 1 chceme zachovat prvńıch k−1 složek

vektoru x⃗ a vynulovat složky od k + 1 ńıže, použijeme speciálńı Householderovu matici, která p̊usob́ı pouze na

posledńıch n− k + 1 složkách vektoru. Tato matice má blokovou strukturu:

Q(k) =

(
I(k−1) O
O Q̃(k)

)
, (5.83)

kde I(k−1) je jednotková matice o rozměru (k − 1) × (k − 1) a Q̃(k) je Householderova matice o rozměru

(n−k+1)× (n−k+1). Matice Q̃(k) je zkonstruována pro subvektor x⃗(k) ∈ Rn−k+1, který je tvořen posledńımi

n− k + 1 složkami p̊uvodńıho vektoru x⃗. Proto

w⃗(k) =
x⃗(k) + sgn (x

(k)
1 )||x⃗(k)||2e⃗1

||x⃗(k) + sgn (x
(k)
1 )||x⃗(k)||2e⃗1||2

, (5.84)
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a tedy

Q̃(k) = I− 2w⃗(k)(w⃗(k))T . (5.85)

Aplikaćı takto zkonstruované matice na p̊uvodńı vektor x⃗ źıskáme vektor y⃗ = Q(k)x⃗, jehož složky maj́ı tvar:

yj =


xj pro j = 1, . . . , k − 1

sgn (x
(k)
1 ) · ||x⃗(k)||2 pro j = k

0 pro j = k + 1, . . . , n

Prvńıch k− 1 složek tedy z̊ustane nezměněno, k-tá složka se změńı na (plus nebo mı́nus) normu zbytku vektoru

a všechny následuj́ıćı složky jsou vynulovány. Tato transformace je podobná GEMu, nicméně zde se omezujeme

pouze na unitárńı transformace, které zachovávaj́ı normu vektoru a ortogonalitu.

Je vidět, že pomoćı Householderových transformaćı lze postupně matici A převést na matici v horńım trojúhelńıkovém

tvaru. Protože je dále Hw⃗ unitárńı, vše se děje pomoćı unitárńıch transformaćı, a tedy máme dobrý základ pro

QR rozklad. Myšlenka je tedy postupně nulovat prvky pod diagonálou matice A pomoćı série Householderových

reflex́ı.

1. Krok 1: Vezmeme prvńı sloupec matice A, vektor a⃗·1. Najdeme takovou Householderovu matici Q(1)

podle předpisu výše (našli jsme ji pro obecné k), která tento vektor transformuje na násobek prvńıho

bázového vektoru e⃗1. Aplikaćı této transformace na celou matici A źıskáme:

Q(1)A =


r11 r12 . . . r1n

0
... A(1)

0

 . (5.86)

Prvńı sloupec má nyńı požadovaný tvar s nulami pod diagonálou.

2. Krok 2: Nyńı se zaměř́ıme na submatici A(1) o rozměru (n − 1) × (n − 1). Pro jej́ı prvńı sloupec opět

najdeme Householderovu transformaci Q̃(2) (tentokrát o rozměru (n− 1)× (n− 1)), která v něm vynuluje

prvky pod diagonálou. Tuto transformaci vlož́ıme do blokové matice, abychom neovlivnili již upravený

prvńı řádek a sloupec:

Q(2) =

(
1 0⃗T

0⃗ Q̃(2)

)
. (5.87)

Aplikaćı na výsledek z předchoźıho kroku dostaneme Q(2)Q(1)A, kde již i druhý sloupec má nuly pod

diagonálou.

3. Opakováńı: Tento proces opakujeme n− 1 krát. V každém kroku k konstruujeme transformaci Q̃(k) pro

submatici A(k−1) a vkládáme ji do větš́ı matice Q(k) s identitou v levém horńım rohu.

Po n− 1 kroćıch dostaneme výslednou horńı trojúhelńıkovou matici R:

Q(n−1) . . .Q(2)Q(1)A = R. (5.88)

Jelikož je každá maticeQ(k) ortogonálńı, je i jejich součin ortogonálńı matice. Označ́ıme-liQT = Q(n−1) . . .Q(2)Q(1),

pak z vlastnosti QTQ = I dostáváme A = QR.

Poznámka 5.48 (Složitost). Aplikace jedné Householderovy transformace Hw⃗ na matici A je reprezentováno

násobeńım matic, tzn. má složitost O(n3). Protože muśıme aplikovat n − 1 Householderových transformaćı,

celková složitost by se vyšplhala na O(n4), což by bylo neúnosné. Aplikace se pro efektivitu neprovád́ı výpočtem

matice Hw⃗ a následným maticovým násobeńım. Mı́sto toho se využije vztahu Hw⃗A = (I − 2w⃗w⃗T )A = A −
2w⃗(w⃗TA). Výpočet tohoto výrazu vyžaduje pouze maticovo-vektorové a vektorovo-vektorové operace se složitost́ı

O(n2). Protože tento postup opakujeme (n−1)-krát, je celková složitost QR rozkladu pomoćı Householderových

transformaćı O(n3).
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5.5.1.3 Givensovy rotace

Třet́ım zp̊usobem výpočtu QR rozkladu jsou Givensovy rotace. Motivace za nimi je podobná, jako u Househol-

derových transformaćı. Tam, kde ty použ́ıvaly k transformaci vektoru x⃗ na vektor y⃗ ortonormálńı transformace,

tedy takové, které zachovávaj́ı úhly, daľśım zp̊usobem, jak transformaci provést je právě změnou úhlu. Odtud

Givensova rotace. Jde o jemněǰśı nástroj, než Householderovy transformace. Jsou to ortogonálńı transformace,

které jsou, na rozd́ıl od Householderových reflex́ı, navrženy tak, aby eliminovaly pouze jeden specifický prvek

vektoru.

Definice 5.49 (Givensova rotace). Pro danou dvojici index̊u i, j a úhel θ je Givensova matice rotace G(i, j, θ)

definována jako jednotková matice, u které je podmatice na pr̊useč́ıku řádk̊u a sloupc̊u i a j nahrazena rotačńı

matićı:

G(i, j, θ) =



1
. . .

cos θ sin θ
. . .

− sin θ cos θ
. . .

1


. (5.89)

Aplikace této matice na vektor x⃗ zp̊usob́ı rotaci v rovině (i, j) a ovlivńı pouze i-tou a j-tou složku výsledného

vektoru y⃗. Plat́ı tedy

yk =


xi cos θ + xj sin θ pro k = i

−xi sin θ + xj cos θ pro k = j

xk pro k ̸= i, j

(5.90)

Poznámka 5.50 (Aplikace při nulováńı složek). Ćılem je zvolit úhel θ tak, abychom vynulovali jednu ze dvou

ovlivněných složek. Pokud chceme, aby se po transformaci y⃗ = G(i, j, θ)x⃗ vynulovala j-tá složka (tj. yj = 0),

voĺıme kosinus a sinus úhlu θ následovně:

cij = cos θ =
xi√

x2
i + x2

j

, sij = sin θ =
xj√

x2
i + x2

j

. (5.91)

Aplikaćı této transformace se j-tá složka vynuluje a i-tá složka se změńı na hodnotu
√
x2
i + x2

j , zat́ımco všechny

ostatńı složky vektoru z̊ustanou nezměněny. To odpov́ıdá rotaci o úhel θ = arctan
(
−xj

xi

)
. Označeńı konstant

cij a sij se nám bude hodit později.

Poznámka 5.51 (Korektnost). Givensovy rotace má smysl zkusit použ́ıt jako základ pro QR rozklad, jelikož

jde o unitárńı transformace. To lze ověřit výpočtem G(i, j, θ)G(i, j, θ)T = I.

Matici A převedeme na horńı trojúhelńıkový tvar postupnou eliminaćı všech prvk̊u pod hlavńı diagonálou.

Postupujeme systematicky, např́ıklad po sloupćıch:

1. Eliminace v 1. sloupci: Ćılem je vynulovat všechny prvky v prvńım sloupci pod diagonálou, tedy

a21, a31, . . . , an1.

• Začneme s prvkem a21. K jeho vynulováńı použijeme prvek a11 a rotaci v rovině (1, 2). Sestroj́ıme

matici G(21), kde koeficienty c(21) a s(21) vypočteme jako:

c(21) =
a11√

a211 + a221
, s(21) =

a21√
a211 + a221

.

Aplikaćı této transformace zleva, tj. výpočtem G(21)A, se změńı pouze prvńı a druhý řádek, přičemž
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prvek na pozici (2, 1) bude nulový a prvek na pozici (1, 1) bude mı́t novou hodnotu a
(21)
11 =

√
a211 + a221.

G(21)A =



c(21) s(21)

−s(21) c(21)

1
. . .

1





a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

a31 a32 . . . a3n
...

...
. . .

...

an1 an2 . . . ann

 =



a
(21)
11 a

(21)
12 . . . a

(21)
1n

0 a
(21)
22 . . . a

(21)
2n

a31 a32 . . . a3n
...

...
. . .

...

an1 an2 . . . ann


• Dále nulujeme prvek a31 v p̊uvodńı matici. K tomu použijeme aktuálńı hodnotu prvku na pozici

(1, 1) (tedy a
(21)
11 ) a sestroj́ıme novou rotačńı matici G(31) v rovině (1, 3). Násobeńım G(31)(G(21)A)

se změńı pouze prvńı a třet́ı řádek. Prvek na pozici (3, 1) se vynuluje a prvek (2, 1) z̊ustane nulový,

protože rotace neovlivńı druhý řádek.

• T́ımto zp̊usobem postupně eliminujeme všechny prvky ai1 pro i = 2, . . . , n pomoćı rotaćı G(i1). Po

dokončeńı kroku pro prvńı sloupec bude mı́t matice tvar:

G1A = (G(n1) . . .G(21))A =



a
(n1)
11 a

(n1)
12 a

(n1)
13 . . . a

(n1)
1n

0 a
(21)
22 a

(21)
23 . . . a

(21)
2n

0 a
(31)
32 a

(31)
33 . . . a

(31)
3n

...
...

...
. . .

...

0 a
(n−1,1)
n−1,2 a

(n−1,1)
n−1,3 . . . a

(n−1,1)
n−1,n

0 a
(n1)
n2 a

(n1)
n3 . . . a

(n1)
nn


.

Prvńı řádek nyńı odpov́ıdá prvńımu řádku horńı trojúhelńıkové matice R, tedy r1j = an11j .

2. Eliminace v 2. sloupci: Nyńı se zaměř́ıme na druhý sloupec a nulujeme prvky pod diagonálou, tj.

a
(31)
32 , a

(41)
42 , . . . , a

(n1)
n2 . Použijeme k tomu rotace G(32),G(42), . . . ,G(n2) v rovinách (2, i), které budou p̊usobit

na druhý a i-tý řádek. Tyto rotace d́ıky své struktuře neovlivńı již vynulovaný prvńı sloupec.

3. Opakováńı: Proces opakujeme pro všechny sloupce až do n− 1, dokud neźıskáme horńı trojúhelńıkovou

matici R.

Výsledkem je série maticových násobeńı GN . . .G2G1A = R, kde každá matice Gi je jedna z použitých Gi-

vensových rotaćı. Označ́ıme-li součin všech rotačńıch matic jako QT = GN . . .G1, dostáváme hledaný rozklad

A = QR.

Poznámka 5.52 (Složitost). Pro plnou matici řádu n je potřeba provést řádově n2/2 Givensových rotaćı.

Aplikace jedné Givensovy rotace v maticové podobě by mělo složitost O(n3). Protože ale v́ıme, že rotace ovlivńı

pouze dva řádky, má tedy složitost O(n). Celková složitost QR rozkladu pomoćı Givensových rotaćı je proto

O(n3). Pro ř́ıdké matice, kde je potřeba nulovat jen několik málo prvk̊u, mohou být Givensovy rotace výhodněǰśı

než Householderovy transformace.

5.5.1.4 Shrnut́ı a srovnáńı metod QR rozkladu

Ukázali jsme si tři základńı metody výpočtu QR rozkladu, z nichž každá má své výhody a nevýhody.

• Gramův-Schmidt̊uv proces: Je koncepčně jednoduchý, ale v klasické podobě je numericky nestabilńı.

Jeho modifikovaná verze má lepš́ı stabilitu a použ́ıvá se v některých jiných numerických algoritmech.

• Householderovy transformace: Jsou numericky velmi stabilńı a obecně efektivněǰśı pro plné matice,

protože každá transformace nuluje celý zbytek sloupce najednou.

• Givensovy rotace: Jsou rovněž numericky velmi stabilńı. Jejich výhoda spoč́ıvá v možnosti ćıleného

nulováńı jednotlivých prvk̊u, což je čińı vhodnými pro práci s ř́ıdkými maticemi nebo pro paralelńı imple-

mentace.
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Z hlediska výpočetńı složitosti jsou všechny tři metody pro plné matice řádu O(n3).

5.5.2 QR algoritmus

Definice 5.53 (QR algoritmus). Metoda konstruuje posloupnost matic {T(k)}∞k=1. Pro zadanou matici A ∈ Rn,n

a počátečńı volbu T(1) = A má iterace pro k = 1, 2, . . . následuj́ıćı tvar:

1. Provedeme QR rozklad matice T(k):

T(k) = Q(k)R(k), (5.92)

kde Q(k) je ortogonálńı a R(k) je horńı trojúhelńıková matice.

2. Následuj́ıćı člen posloupnosti T(k+1) źıskáme vynásobeńım faktor̊u v opačném pořad́ı:

T(k+1) = R(k)Q(k). (5.93)

Poznámka 5.54 (Podobnostńı transformace). Každý krok QR algoritmu představuje ortogonálńı podobnostńı

transformaci, jelikož z definičńıch vztah̊u plyne R(k) = (Q(k))TT(k), a tedy:

T(k+1) = R(k)Q(k) = (Q(k))TT(k)Q(k). (5.94)

Všechny matice v posloupnosti {T(k)} jsou si tedy ortogonálně podobné a maj́ı shodná vlastńı č́ısla jako p̊uvodńı

matice A. V př́ıpadě konvergence, tzn.
∏k

k=0 Q(k) → U a T(k) → R pro k → +∞, pak R = U∗AU, resp.
A = U∗RU, což je rozklad ze Schurovy věty. Potom na diagonále matice R jsou vlastńı č́ısla matice A (protože

jde o podobnostńı transformaci).

5.5.2.1 Konvergence QR algoritmu

Poznámka 5.55. QR rozklad je spojitou funkćı prvk̊u matice A, jak je vidět např. z definice QR rozkladu v

Grammově-Schmidtově algoritmu.

Lemma 5.56. Existuje-li QR rozklad matice Ak = Q(k)R(k), pak plat́ı

Q(k) = Q(1)Q(2) . . .Q(k)

R(k) = R(k)R(k−1) . . .R(1)

D̊ukaz. Analogický jako u LR alogritmu.

Věta 5.57 (Konvergence QR algoritmu). Necht’ matice A ∈ Rn,n má vlastńı č́ısla λj , která splňuj́ı podmı́nku

|λ1| > |λ2| > · · · > |λn| > 0.

Pak posloupnost matic {T(k)} generovaná QR algoritmem konverguje k horńı trojúhelńıkové matici, která má

na diagonále vlastńı č́ısla matice A seřazená podle jejich absolutńı hodnoty. Pokud je nav́ıc matice A symetrická,

pak posloupnost {T(k)} konverguje k diagonálńı matici.

D̊ukaz. (TODO: ověřit správnost značeńı v tomto d̊ukazu) Necht’ A = X−1DX, kde D je diagonálńı matice s

vlastńımi č́ısly λj na diagonále a X je regulárńı. Potom Ak = XDkX−1. Z regularity matice X (TODO to nestač́ı)

plyne, že existuj́ı rozklady X = QXRX a X−1 = LY RY . Potom

Ak = QXRXDkLY RY = QXRXDkLY D−kDkRY (5.95)



5.5. QR ALGORITMUS 99

Analogicky jako v d̊ukazu věty o konvergenci LR algoritmu dojdeme k tomu, že

[DkLY D−k]ij =


0 pro j > i

λi1
1
λi

= 1 pro j = i

lij
λi

λj
pro j < i

(5.96)

Dále v́ıme, že pro j < i je |λj | > |λi| a proto λi

λj
< 0 resp. λi

λj
→ 0 pro k →∞. Proto DkLY D−k → I pro k →∞

a tedy lze napsat DkLY D−k = I+ F(k) kde F(k) → 0 pro k →∞. Nyńı

Ak = QXRX(I+ F(k))DkRY = QXRX(I+ F(k))R−1
X RXDkRY

= QX(I+ RXF(k)R−1
X )RXDkRY = QX(I+G(k))RXDkRY ,

(5.97)

kde G(k) = RXF(k)R−1
X → O pro k → +∞. Opět analogicky v́ıme, že pro I + G(k) → I pro k → +∞ existuje

QR rozklad, a tedy I+G(k) = Q(k)
G R(k)

G , kde Q(k)
G → I a R(k)

G → I pro k → +∞. Celkově nyńı dostáváme, že

Ak = QXQ(k)
G R(k)

G RXDkRY . (5.98)

Protože Q(k)
G → I, nutně QXQ(k)

G → QX pro k → +∞. Dále v́ıme, že

T(k) =
(
Q(1)...Q(k)

)∗
A
(
Q(1)...Q(k)

)
=
(
Q(k)

)∗
AQ(k) → Q∗

XAQX , (5.99)

č́ımž jsme dokázali konvergenci posloupnosti {T(k)} k matici Q∗
XAQX = T. Dále bychom chtěli ř́ıct, že T(k) je

trojúhelńıková. Vyjdeme opět z toho, že

T(k) =
(
Q(1)...Q(k)

)∗
A
(
Q(1)...Q(k)

)
=
(
Q(k)

)∗
AQ(k)

= (QXQ(k)
G )∗A(QXQ(k)

G ) =
(
Q(k)

G

)∗
Q∗

XAQXQ(k)
G =

(
Q(k)

G

)∗
Q∗

XXDX−1QXQ(k)
G

=
(
Q(k)

G

)∗
Q∗

XQ∗
XQXRXDR−1

X Q∗
XQXQ(k)

G =
(
Q(k)

G

)∗
RXDR−1

X Q(k)
G → RXDR−1

X

(5.100)

a tedy dostáváme matici horńı trojúhelńıkovou, jej́ıž diagonála je shodná s D, analogicky jako v d̊ukazu konver-

gence LR algoritmu. Necht’ nyńı A je symetrická7, tedy

Q∗
XTQX = A = A∗ = Q∗

XT∗QX . (5.101)

Odtud T = T∗, a tedy T je diagonálńı.

5.5.3 QR algoritmus s Hessenbergovými maticemi

Základńı QR algoritmus je sice numericky stabilńı, ale výpočetně náročný. Každá iterace vyžaduje QR rozklad

plné matice, což je operace se složitost́ı O(n3). Pro praktické použit́ı je tedy nutné algoritmus zefektivnit. Toho

se dosahuje převedeńım matice na speciálńı tvar, který je pro QR iterace výhodněǰśı.

Definice 5.58 (Hessenberg̊uv tvar). Matice je v (horńım) Hessenbergově tvaru, pokud jsou všechny jej́ı prvky

pod prvńı subdiagonálou nulové (tj. aij = 0 pro i > j + 1). Jedná se tedy o horńı trojúhelńıkovou matici, která

může mı́t nav́ıc nenulové prvky bezprostředně pod hlavńı diagonálou.

Poznámka 5.59. Jde v jistém smyslu o nejjednodušš́ı tvar, na který lze libovolnou regulárńı matici převést

podobnostńımi transformacemi, které lze źıskat př́ımým algoritmem. T́ım jsou zachovány spektrálńı vlastnosti,

tedy i vlastńı č́ısla a vlastńı vektory. Samotný převod bude mı́t složitost O(n3), ale následné QR iterace na

Hessenbergově matici maj́ı složitost pouze O(n2), což je dramatické zrychleńı. Převod nav́ıc stač́ı provést jednou

na začátku.

7Připomeňme, že jsme v realných č́ıslech a tedy hvězdička a T maj́ı stejný význam.
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5.5.3.1 Převod na Hessenberg̊uv tvar

K samotnému převodu se opět využij́ı Householderovy reflexe, avšak aplikované tak, aby byla zachována podob-

nost a zároveň se nenulovala prvńı subdiagonála. Proces je př́ımý (neiterativńı) a skládá se z n−2 krok̊u. Ćılem

prvńıho kroku je vynulovat prvky v prvńım sloupci na pozićıch 3, . . . , n. Toho dosáhneme Householderovou

transformaćı, která p̊usob́ı na subvektor zač́ınaj́ıćı až druhým prvkem sloupce.

1. Definujeme subvektor x⃗(1) = (a21, a31, . . . , an1)
T ∈ Rn−1.

2. Pro tento vektor zkonstruujeme (n− 1)-rozměrnou Householderovu matici Q̃(1).

3. Tuto menš́ı transformaci vlož́ıme do matice Q(1) o plném rozměru n× n:

Q(1) =

(
1 0⃗T

0⃗ Q̃(1)

)
. (5.102)

4. Aplikujeme transformaci na matici A zleva. Výsledná matice Q(1)A bude mı́t v prvńım sloupci nuly na

pozićıch 3, . . . , n. Tato matice však ještě neńı podobná matici A.

Q(1)A =



a11 ā
(1)
12 ā

(1)
13 . . . ā

(1)
1n

ā
(1)
21 ā

(1)
22 ā

(1)
23 . . . ā

(1)
2n

0 ā
(1)
32 ā

(1)
33 . . . ā

(1)
3n

...
...

...
...

0 ā
(1)
n,2 ā

(1)
n,3 . . . ā

(1)
n,n


(5.103)

TODO: mysĺım, že tady je chyba, že ā
(1)
1j jsou stále p̊uvodńı hodnoty, ne ty transformované. Opravit.

Transformace by neměla p̊usobit na prvńı řádek. Proužky jsou zde matoućı. Znamenaj́ı, že se hodnoty

ještě změńı pro zachováńı podobnosti. Nahradit čárkami nebo aspoň popsat.

5. Abychom zachovali podobnost, muśıme transformaci aplikovat i zprava pomoćı (Q(1))−1 = (Q(1))T = Q(1).

Vypočteme tedy:

H(1) = (Q(1)A)Q(1). (5.104)

Dı́ky struktuře matice Q(1) (jednička a nuly v prvńım řádku a sloupci) toto násobeńı zprava neovlivńı již

vynulované prvky v prvńım sloupci. Výsledná matice H(1) je podobná matici A a má tvar:

Q(1)AQ(1) =



a11 a
(1)
12 a

(1)
13 . . . a

(1)
1n

ā
(1)
21 a

(1)
22 a

(1)
23 . . . a

(1)
2n

0 a
(1)
32 a

(1)
33 . . . a

(1)
3n

...
...

...
...

0 a
(1)
n,2 a

(1)
n,3 . . . a

(1)
n,n


=



h11 h12 a
(1)
13 . . . a

(1)
1n

h21 h22 a
(1)
23 . . . a

(1)
2n

0 a
(1)
32 a

(1)
33 . . . a

(1)
3n

...
...

...
...

0 a
(1)
n,2 a

(1)
n,3 . . . a

(1)
n,n


= H(1) (5.105)

V druhém kroku se proces opakuje pro druhý sloupec matice H(1). Ćılem je vynulovat prvky na pozićıch 4, . . . , n.

Householderova transformace Q̃(2) se tentokrát konstruuje pro subvektor (a
(1)
32 , a

(1)
42 , . . . , a

(1)
n2 )

T a je o rozměru

(n−2)×(n−2). Celková transformačńı matice Q(2) má pak na diagonále dva jednotkové prvky. Opět provedeme

oboustrannou aplikaci H(2) = Q(2)H(1)Q(2) a źıskáme matici s vynulovanými prvky i ve druhém sloupci (přičemž

prvńı sloupec z̊ustane nezměněn). Tento postup opakujeme celkem n− 2 krát. Výsledná matice H = H(n−2) je

v Hessenbergově tvaru a je ortogonálně podobná p̊uvodńı matici A. Celý tento převod má výpočetńı složitost

O(n3).

5.5.3.2 Vlastńı QR iterace s Hessenbergovou matićı

Samotný zefektivněný algoritmus prob́ıhá ve dvou fáźıch:

1. Matice A se jednorázově převede na podobnou matici H(1) v Hessenbergově tvaru.
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2. Na matici H(1) se aplikuje QR algoritmus, tedy posloupnost iteraćı pro k = 1, 2, . . . :

H(k) = Q(k)R(k)

H(k+1) = R(k)Q(k)
(5.106)

Kĺıčové je, že QR rozklad Hessenbergovy matice H(k) lze provést velmi efektivně. K vynulováńı n− 1 prvk̊u na

subdiagonále stač́ı použ́ıt n− 1 vhodně zvolených Givensových rotaćı G(k)
1 , . . . ,G(k)

n−1. Matice Q(k) je pak dána

jejich součinem. Celá jedna iterace se tak skládá z:

• Rozkladu: Vypočteme R(k) = (Q(k))TH(k), kde (Q(k))T = G(k)
n−1 . . .G

(k)
1 .

• Složeńı: Vypočteme nový iterant H(k+1) = R(k)Q(k) = R(k)(G(k)
1 )T . . . (G(k)

n−1)
T .

Jedna Givensova rotace má složitost O(n), protože ovlivńı pouze dva řádky. Celková složitost jedné iterace QR

algoritmu s Hessenbergovou matićı je tedy O(n2), což je výrazné zrychleńı oproti p̊uvodńımu QR algoritmu.

Lemma 5.60. Je-li maticeH(k) v Hessenbergově tvaru, pak je maticeH(k+1) = R(k)Q(k) rovněž v Hessenbergově

tvaru.

Př́ıklad 5.61. Platnost lemmatu můžeme nast́ınit na př́ıkladu jedné iterace. Mějme matici H(k) v Hessenber-

gově tvaru. Prvńı ćılem je eliminovat nenulové prvky na subdiagonále, tedy h21, h32, . . . , hn,n−1. Použijeme k

tomu sekvenci n− 1 Givensových rotaćı.

• Nejprve eliminujeme prvek h21 pomoćı rotace G(21) v rovině (1, 2). Aplikaćı zleva na H(k) źıskáme matici

G(21)H(k), která má na pozici (2, 1) nulu.

• Dále eliminujeme prvek h32 v upravené matici pomoćı rotaceG(32) v rovině (2, 3). AplikaćıG(32)(G(21)H(k))

se vynuluje prvek na pozici (3, 2), aniž by se obnovil nulový prvek na pozici (2, 1).

• Takto postupujeme dále, až posledńı rotaćı G(n,n−1) eliminujeme prvek hn,n−1.

Výsledkem je horńı trojúhelńıková matice R(k) = (G(n,n−1) . . .G(21))H(k). Označme
(
Q(k)

)T
= G(n,n−1) . . .G(21).

Nyńı můžeme vše složit zpět a źıskatH(k+1) = R(k)Q(k). Muśıme tedy napoč́ıtat matici R(k)(G(21))T (G(32))T . . . (G(n,n−1))T .

Budeme postupně násobit zprava transponovanými rotačńımi maticemi.

• Násobeńı matićı (G(21))T ovlivńı pouze prvńı a druhý sloupec matice R(k). Vytvoř́ı nový (obecně nenulový)

prvek na pozici (2, 1), ale ostatńı sloupce nechá beze změny.

• Následné násobeńı matićı (G(32))T ovlivńı pouze druhý a třet́ı sloupec. Vytvoř́ı nový nenulový prvek na

pozici (3, 2). Důležité je, že toto násobeńı neovlivńı prvńı sloupec, tedy prvek na pozici (2, 1) z̊ustane

zachován a nevzniknou žádné daľśı nenulové prvky pod subdiagonálou.

• Tento proces pokračuje. Každá daľśı matice (G(k,k−1))T ”vygeneruje”pouze jeden nenulový prvek na sub-

diagonále na pozici (k, k − 1).

Výsledná matice H(k+1) má tedy nenulové prvky pouze na hlavńı diagonále, nad ńı a na prvńı subdiagonále. Je

tedy opět v Hessenbergově tvaru.

Tato kĺıčová vlastnost zaručuje, že pokud začneme s Hessenbergovou matićı, všechny daľśı iteranty H(k) si tento

tvar udrž́ı.

5.6 Otázky

• Troj́ıhelńıková metoda

• LR algoritmus

• QR rozklad: Gram-Schmidt, Householderovy transformace, Givensovy rotace

• QR algoritmus: Hessenbergovy iterace
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• Na čem záviśı rychlost konvergence? Jak konvergenci urychlit? (zmenšit poměr lambda i lambda j)



Kapitola 6

Metody řešeńı nelineárńıch rovnic

V této kapitole se zaměř́ıme na hledáńı řešeńı (kořen̊u) nelineárńı rovnice f(x) = 0, kde f je reálná funkce jedné

reálné proměnné. Kořen rovnice budeme značit jako α. Řešeńı se typicky skládá ze dvou krok̊u:

1. Separace kořen̊u: Na rozd́ıl od metod pro řešeńı lineárńıch soustav, metody pro nelineárńı rovnice obecně

nekonverguj́ı globálně (tj. pro libovolnou počátečńı aproximaci). Je proto nutné nejprve naj́ıt intervaly, z

nichž každý obsahuje právě jeden kořen. Proč tomu tak je? U lineárńı soustavy Ax⃗ = b⃗ (s regulárńı matićı

A) existuje vždy právě jedno řešeńı. Celý ”prostor”úlohy tak směřuje k tomuto jedinému bodu. Iteračńı

metody pro lineárńı rovnice, pokud splňuj́ı podmı́nky konvergence, najdou toto řešeńı bez ohledu na to,

kde začneme. Nelineárńı rovnice f(x) = 0 je ale mnohem komplikovaněǰśı. Funkce f(x) může být libovolně

složitá – může mı́t v́ıce kořen̊u (např. polynom), nekonečně mnoho kořen̊u (např. f(x) = sin(x)), nebo

naopak žádný reálný kořen (např. f(x) = x2 + 1). Může mı́t lokálńı extrémy, body nespojitosti a daľśı

problematické oblasti. Iteračńı metody pro hledáńı kořen̊u funguj́ı zpravidla tak, že z nějakého bodu xk

se na základě lokálńı informace o funkci (typicky hodnota f(xk) a jej́ı derivace f ′(xk)) rozhodnou, kam se

posunout pro daľśı, lepš́ı aproximaci xk+1.

• Pokud existuje v́ıce kořen̊u, zálež́ı na počátečńı aproximaci x0, ke kterému z nich bude metoda

konvergovat. Každý kořen má svou ”spádovou oblast”(basin of attraction). Pokud začneme mimo

spádovou oblast hledaného kořene, najdeme jiný kořen, nebo metoda nebude konvergovat v̊ubec.

• Metoda může snadno selhat, pokud se počátečńı bod nacháźı např́ıklad v bĺızkosti lokálńıho minima,

kde funkce neprot́ıná osu x, nebo pokud se iterace
”
zacykĺı“ či začnou

”
ut́ıkat“ do nekonečna.

Separace kořen̊u je tedy kĺıčový prvńı krok, kterým tuto nejistotu odstrańıme. Nalezeńım malého inter-

valu [a, b], kde máme zaručeno (např. pomoćı věty o separaci kořen̊u (6.1)), že se v něm nacháźı právě

jeden kořen, si vytvoř́ıme ”bezpečnou zónu”. Následně můžeme aplikovat numerickou metodu s počátečńı

aproximaćı zvolenou uvnitř této zóny s jistotou, že pokud metoda zkonverguje, nalezne právě ten kořen,

který hledáme.

2. Výpočet kořene: Po nalezeńı takového intervalu použijeme některou z numerických metod k výpočtu

samotného kořene se zadanou přesnost́ı.

6.1 Separace kořen̊u

Pro obecnou funkci je separace kořen̊u netriviálńı problém, který často vyžaduje předběžnou znalost chováńı

dané funkce. Pro některé speciálńı př́ıpady, jako jsou algebraické rovnice (polynomy), existuj́ı algoritmy (např.

Sturmovy posloupnosti), které dokáž́ı počet reálných kořen̊u v daném intervalu určit přesně. My se však budeme

oṕırat o následuj́ıćı fundamentálńı větu.

Věta 6.1 (O separaci kořen̊u). Necht’ f je reálná funkce jedné reálné proměnné, která je spojitá na intervalu

103
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[a, b] a necht’ plat́ı f(a)f(b) < 0. Potom rovnice f(x) = 0 má v intervalu (a, b) alespoň jeden kořen. Pokud nav́ıc

prvńı derivace f ′(x) na intervalu (a, b) neměńı znaménko, pak je tento kořen jediný.

D̊ukaz. Jde o jednoduchou větu z kurzu MAN1, na přednášce nedokazováno.

Poznámka 6.2 (Obecná ukončovaćı kritéria). Ukončovaćı kritéria pro metody hledáńı kořen̊u nejsou tak

př́ımočará, jak by se mohlo zdát, a volba nevhodného kritéria může vést k zaváděj́ıćım výsledk̊um. Uvažujme

tři nejčastěǰśı kandidáty:

1. Test rozd́ılu iteraćı: |xk+1−xk| < ε. Tento test jsme použ́ıvali u lineárńıch rovnic. Ačkoliv je intuitivńı,

v nelineárńım př́ıpadě může jednoduše selhat. Pokud se konvergence výrazně zpomaĺı a metoda se k řešeńı

”
plaźı“ velmi pomalu, může být rozd́ıl mezi iteracemi nepatrný, i když jsme stále daleko od skutečného

kořene α.

2. Test rezidua: |f(xk)| < ε. Toto kritérium testuje, jak bĺızko je funkčńı hodnota nule. Problém nastává,

pokud má funkce lokálńı minimum bĺızké 0, nikdy ale nepřesáne osu x. V takovém př́ıpadě se metoda

může ”zaseknout”v tomto bodě, aniž by skutečně našla kořen.

V praxi se proto často kombinuje v́ıce kritéríı. Spolehlivou strategíı je sledovat jak absolutńı hodnotu rezidua

|f(xk)|, tak i velikost kroku |xk+1 − xk|, a výpočet ukončit, až když jsou obě tyto hodnoty pod zvolenou

toleranćı, a zároveň nepřekroč́ıme maximálńı povolený počet iteraćı. Pro metody, které garantuj́ı sevřeńı kořene

v intervalu, jako je bisekce, je nejspolehlivěǰśım kritériem š́ı̌rka tohoto intervalu.

6.1.1 Metoda p̊uleńı intervalu (bisekce)

Metoda bisekce je nejjednodušš́ı, nejrobustněǰśı, ale zároveň nejpomaleǰśı metodou pro výpočet kořene. Jej́ı

hlavńı výhodou je zaručená konvergence, pokud jsou splněny předpoklady z předchoźı věty. Metoda konstruuje

posloupnost vnořených interval̊u [lk, rk], které všechny obsahuj́ı hledaný kořen α. V každém kroku se interval

rozp̊uĺı a pro daľśı iteraci se vybere ta polovina, ve které se kořen nacháźı.

1. Zvoĺıme počátečńı interval [l0, r0] = [a, b], pro který plat́ı f(a)f(b) < 0.

2. Pro k = 0, 1, 2, . . . poč́ıtáme střed intervalu:

xk =
lk + rk

2
.

3. Nový, zúžený interval [lk+1, rk+1] urč́ıme následovně:

• Pokud f(lk)f(xk) < 0, kořen lež́ı v levé polovině: [lk+1, rk+1] = [lk, xk].

• Pokud f(xk)f(rk) < 0, kořen lež́ı v pravé polovině: [lk+1, rk+1] = [xk, rk].

• Pokud f(xk) = 0, našli jsme přesný kořen a výpočet konč́ı.

Poznámka 6.3 (Konvergence a odhad chyby). Protože se délka intervalu Ik = [lk, rk] v každém kroku p̊uĺı,

plat́ı |Ik| = b−a
2k

. Jelikož kořen α vždy lež́ı v aktuálńım intervalu a xk je jeho středem, můžeme chybu aproximace

v k-tém kroku snadno odhadnout:

|α− xk| ≤ |Ik| =
b− a

2k
. (6.1)

Slovy tedy ř́ıkáme, že vzdálenost kořene od středu intervalu muśı být menš́ı než délka intervalu. Mohli bychom

také ř́ıct, že vzdálenost od středu muśı být menš́ı než polovina délky intervalu. S rostoućım k jde chyba k nule,

proto metoda vždy konverguje.

Př́ıklad 6.4. Hledejme kořen polynomu f(x) = x3 + 4x2 − 10 v intervalu [1, 2]. Plat́ı f(1) = −5 a f(2) = 14,

takže podmı́nky jsou splněny. Prvńı čtyři iterace jsou:



6.1. SEPARACE KOŘENŮ 105

k lk rk f(lk) f(rk) xk f(xk)

1 1.0 2.0 -5.0 14.0 1.5 2.375

2 1.0 1.5 -5.0 2.375 1.25 -1.796875

3 1.25 1.5 -1.796875 2.375 1.375 0.162109

4 1.25 1.375 -1.796875 0.162109 1.3125 -0.848389

Aproximace kořene po čtyřech iteraćıch je x4 = 1.3125. Přesná hodnota je α ≈ 1.3652.

Poznámka 6.5 (Omezeńı metody). Kĺıčovým předpokladem pro zaručeńı konvergence ke kořeni je spojitost

funkce f(x) na celém intervalu [a, b]. Pokud bychom např́ıklad hledali řešeńı rovnice tan(x) = 0 na intervalu

[1, 3], metoda bisekce by konvergovala k hodnotě π/2, což je bod nespojitosti, nikoliv kořen rovnice.

6.1.2 Obecná iteračńı metoda a podmı́nky konvergence

Metoda bisekce je sice robustńı, ale jej́ı konvergence je pomalá. Pro urychleńı výpočtu je třeba využ́ıt v́ıce

informaćı o funkci f , nejen znaménko jej́ıch funkčńıch hodnot. Základem rychleǰśıch metod je myšlenka, že z

aktuálńı aproximace xk chceme naj́ıt daľśı bod xk+1 tak, abychom se co nejlépe přibĺıžili skutečnému kořeni α.

Pokud je funkce f diferencovatelná, můžeme použ́ıt Taylor̊uv rozvoj:

0 = f(α) = f(xk) + f ′(ξ)(α− xk), (6.2)

kde ξ je nějaký bod mezi xk a α. Z této rovnice můžeme vyjádřit přesnou hodnotu kořene:

α = xk −
f(xk)

f ′(ξ)
. (6.3)

Problém je, že bod ξ a tedy ani hodnotu f ′(ξ) neznáme. Můžeme ji ale aproximovat nějakou hodnotou qk ≈ f ′(ξ).

T́ım źıskáme obecný předpis pro iteračńı metody:

xk+1 = xk −
f(xk)

qk
. (6.4)

Každá volba qk vede na jinou numerickou metodu. Tento předpis můžeme zapsat ve tvaru xk+1 = φ(xk), kde

φ nazýváme iteračńı funkćı. Zřejmě pro kořen α plat́ı φ(α) = α, jedná se tedy o pevný bod zobrazeńı φ a je

splněna podmı́nka konzistence.

6.1.2.1 Podmı́nky konvergence

Věta 6.6 (O konvergenci iteračńı metody). Necht’ iteračńı funkce φ(x) splňuje φ(α) = α. Necht’ je φ diferenco-

vatelná na nějakém okoĺı kořene V = [α− r, α+ r] a necht’ pro všechna x ∈ V existuje konstanta K < 1 taková,

že plat́ı:

|φ′(x)| ≤ K. (6.5)

Potom posloupnost {xk} generovaná předpisem xk+1 = φ(xk) konverguje k α pro libovolnou počátečńı aproxi-

maci x0 ∈ V .

D̊ukaz. TODO

Poznámka 6.7. Pokud je derivace φ′(x) spojitá v okoĺı kořene α, pak z předchoźı věty plyne, že postačuj́ıćı

podmı́nkou pro konvergenci je |φ′(α)| < 1.

Definice 6.8 (Řád konvergence). Řekneme, že iteračńı metoda daná vztahem xk+1 = φ(xk) má řád konver-

gence m ≥ 1, jestliže pro chybu k-té xk − α plat́ı:

|xk+1 − α| ≤ C|xk − α|m, (6.6)

pro nějakou konstantu C > 0. Pro m = 1 mluv́ıme o lineárńı konvergenci, pro m = 2 o kvadratické atd.
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Poznámka 6.9. Řád konvergence metody úzce souviśı s derivacemi iteračńı funkce φ v bodě kořene α.

Konkrétně plat́ı, že pokud jsou derivace φ na okoĺı α spojité až do řádu m včetně, až do řádu m − 1 v bodě

α nulové, tj. φ′(α) = φ′′(α) = · · · = φ(m−1)(α) = 0, a derivace řádu m je nenulová, φ(m)(α) ̸= 0, pak má

metoda řád konvergence právě m. Tento vztah můžeme odvodit pomoćı Taylorova rozvoje. Označme chybu v

k-té iteraci jako ek = xk − α. Potom pro chybu v následuj́ıćım kroku plat́ı:

ek+1 = xk+1 − α = φ(xk)− φ(α)

Provedeme-li Taylor̊uv rozvoj funkce φ(xk) v okoĺı bodu α, dostaneme:

ek+1 = φ′(α)(xk − α) +
φ′′(α)

2!
(xk − α)2 + · · ·+ φ(m)(ξ)

m!
(xk − α)m

kde ξ lež́ı mezi xk a α. Vzhledem k předpokladu, že prvńı m − 1 derivace jsou v bodě α nulové, se celý výraz

zjednoduš́ı na:

ek+1 =
φ(m)(ξ)

m!
(xk − α)m =

φ(m)(ξ)

m!
emk

Pokud přejdeme k absolutńım hodnotám, źıskáme vztah |ek+1| =
∣∣∣φ(m)(ξ)

m!

∣∣∣ |ek|m. Pro k →∞ se xk → α, a tedy

i ξ → α. Ze spojitosti φ(m) pak plyne, že se koeficient
∣∣∣φ(m)(ξ)

m!

∣∣∣ bĺıž́ı ke konstantě C =
∣∣∣φ(m)(α)

m!

∣∣∣, což přesně

odpov́ıdá definici metody s řádem konvergence m.

Poznámka 6.10 (Ukončovaćı kritérium). Pokud je f ′(α) ̸= 0, pak v okoĺı kořene plat́ı, že chyba aproximace

|xk − α| je přibližně úměrná absolutńı hodnotě funkce |f(xk)|. Jako praktické kritérium pro zastaveńı výpočtu

se proto často použ́ıvá podmı́nka |f(xk)| < ϵ pro nějakou malou toleranci ϵ. TODO: doplnit odvozeńı přes

Taylor̊uv rozvoj.

6.1.3 Metoda regula falsi (metoda sečen)

Metoda regula falsi (v anglické literatuře často nazývaná ”false position method”) je prvńı z metod založených

na obecném iteračńım schématu. Hodnotu derivace f ′(ξ) aproximuje směrnićı sečny vedené dvěma posledńımi

známými body. Podobně jako metoda bisekce, i metoda regula falsi vycháźı z intervalu [a, b], ve kterém lež́ı

kořen (tj. f(a)f(b) < 0). Princip metody je následuj́ıćı:

1. Body (lk, f(lk)) a (rk, f(rk)) prolož́ıme př́ımku (sečnu). V prvńı iteraci je [l0, r0] = [a, b].

2. Daľśı aproximaci kořene xk+1 źıskáme jako pr̊useč́ık této sečny s osou x.

3. Podle znaménka funkčńı hodnoty f(xk+1) zúž́ıme interval tak, aby kořen z̊ustal uvnitř. Nové hranice

[lk+1, rk+1] se urč́ı následovně:

lk+1 :=

xk+1 pokud sgn f(xk+1) = sgn f(lk),

lk jinak

rk+1 :=

xk+1 pokud sgn f(xk+1) = sgn f(rk),

rk jinak

T́ımto postupem je zaručeno, že pro nový interval [lk+1, rk+1] stále plat́ı podmı́nka f(lk+1)f(rk+1) < 0.

Celý proces se opakuje, dokud neńı dosaženo požadované přesnosti.

Iteračńı vzorec pro xk+1 odvod́ıme z rovnice sečny. Necht’ jsou dány dva body (xk, f(xk)) a (x′
k, f(x

′
k)), kde x′

k

je druhý bod, který drž́ıme pro konstrukci sečny (jinými slovy, je to ten z bod̊u lk, rk, který nebyl v předchoźım

kroku nahrazen).
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• Rovnice př́ımky (sečny) procházej́ıćı těmito dvěma body má tvar:

y(x) = f(xk) +
f(xk)− f(x′

k)

xk − x′
k

(x− xk)

• Nová aproximace kořene xk+1 je pr̊useč́ıkem této sečny s osou x. Dosad́ıme tedy y(xk+1) = 0:

0 = f(xk) +
f(xk)− f(x′

k)

xk − x′
k

(xk+1 − xk)

• Vyřešeńım rovnice pro xk+1 dostaneme iteračńı vzorec pro metodu regula falsi:

xk+1 = xk −
xk − x′

k

f(xk)− f(x′
k)

f(xk). (6.7)

Vid́ıme, že se jedná o obecnou iteračńı metodu xk+1 = xk − f(xk)
qk

, kde aproximace derivace je dána směrnićı

sečny: qk =
f(xk)−f(x′

k)
xk−x′

k
.

Př́ıklad 6.11. Hledejme kořen polynomu f(x) = x3 + 4x2 − 10 v intervalu [1, 2].

k xk x′
k f(xk)

0 1.0 2.0 -5.0

1 1.263157... 2.0 -1.60227...

2 1.337206... 2.0 -0.43036...

3 1.358533... 2.0 -0.08903...

4 1.363547... 2.0 -0.01515...

Metoda konverguje viditelně rychleji než metoda bisekce, ale je patrné, že jeden z krajńıch bod̊u (zde bod 2.0)

z̊ustává ”zaseknutý”.

Věta 6.12. Necht’ funkce f je spojitě diferencovatelná na otevřeném okoĺı kořene α a necht’ f ′(α) ̸= 0. Potom

existuje takové okoĺı Vα, že pro libovolné dva startovaćı body z tohoto okoĺı, které obklopuj́ı kořen, metoda

regula falsi konverguje. Řád konvergence je obecně lineárńı (m = 1).

D̊ukaz. TODO

6.1.4 Newtonova metoda (metoda tečen)

Newtonova metoda je jednou z nejznáměǰśıch a nejpouž́ıvaněǰśıch metod pro hledáńı kořen̊u nelineárńıch rovnic.

Oproti metodě regula falsi, která aproximuje funkci sečnou, Newtonova metoda využ́ıvá tečnu ke grafu funkce.

Metoda vycháźı z počátečńı aproximace x0. V každém kroku k se postupuje následovně:

1. Sestroj́ıme tečnu ke grafu funkce f(x) v bodě (xk, f(xk)).

2. Následuj́ıćı aproximaci xk+1 definujeme jako pr̊useč́ık této tečny s osou x.

3. Postup opakujeme, dokud neńı dosaženo požadované přesnosti.

Rovnice tečny v bodě xk má tvar:

y(x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk). (6.8)

Hledáme jej́ı pr̊useč́ık s osou x, tedy polož́ıme y(xk+1) = 0:

0 = f(xk) + f ′(xk)(xk+1 − xk). (6.9)

Z této rovnice vyjádř́ıme xk+1 a źıskáme tak iteračńı vzorec Newtonovy metody.

Definice 6.13 (Newtonova metoda). Pro danou počátečńı aproximaci x0 jsou daľśı členy posloupnosti gene-
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rovány předpisem:

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
. (6.10)

Tentokrát jako aproximaci derivace voĺıme př́ımo přesnou hodnotu derivace v daném bodě, tj. qk = f ′(xk).

Iteračńı funkce má tedy tvar φ(x) = x− f(x)
f ′(x) .

Př́ıklad 6.14. Hledejme kořen polynomu f(x) = x3+4x2−10 v intervalu [1, 2] s počátečńı aproximaćı x0 = 1.

Derivace je f ′(x) = 3x2 + 8x.

k xk f(xk) f ′(xk)

0 1.0 -5.0 11.0

1 1.454545... 1.540195... 19.43816...

2 1.375309... 0.167275... 16.67691...

3 1.365279... 0.000816... 16.51419...

4 1.365230... ≈ 10−8 16.51339...

Vid́ıme, že metoda konverguje extrémně rychle. Po pouhých 4 iteraćıch jsme dosáhli velmi vysoké přesnosti

(přesná hodnota je α ≈ 1.365230013).

Věta 6.15. Necht’ funkce f je spojitě diferencovatelná na otevřeném okoĺı kořene α a necht’ f ′(α) ̸= 0. Potom

existuje takové okoĺı

Vα := {x ∈ R | |x− α| < r} ⊂ Hα (6.11)

že pro libovolné x0 ∈ Vα Newtonova metoda konverguje. Řád konvergence je obecně lineárńı (m = 1).

D̊ukaz. TODO

Věta 6.16. Pokud v předchoźı větě budeme předpokládat, že f je dvakrát spojitě diferencovatelná na otevřeném

okoĺı Hα, potom za stejných předpoklad̊u Newtonova metoda konverguje pro libovolné x0 ∈ Vα kvadraticky, tj.

m = 2.

Poznámka 6.17. Newtonova metoda tedy za standardńıch podmı́nek konverguje výrazně rychleji než me-

toda bisekce nebo regula falsi. Cenou za tuto rychlost je však nutnost znát a poč́ıtat derivaci f ′(x) a potřeba

přesněǰśıho počátečńıho odhadu řešeńı x0. Okoĺı konvergence Vα může být pro Newtonovu metodu výrazně

menš́ı než u metod, které kořen trvale uzav́ıraj́ı v intervalu.

Poznámka 6.18. Konvergence byla v představených metodách vždy podmı́něna t́ım, že počátečńı aproximace

x0 lež́ı v nějakém okoĺı kořene α. My ale v praxi často neznáme přesnou velikost tohoto okoĺı. V praxi často

voĺıme počátečńı aproximaci x0 náhodně a doufáme, že se nacháźı v nějakém okoĺı kořene. Je dobré ale mı́t i

nějakou podmı́nku, která zaruč́ı, že pokud metoda nekonverguje, program skonč́ı. Podobně jako jsme tedy dř́ıve

volili |f(xk)| < ϵ pro rozhodnut́ı o dostatečné přesnosti, pro ukončeńı běhu z d̊uvodu nekonvergence použ́ıváme

např. |f(xk)| > C.

Poznámka 6.19 (Metody vyšš́ıch řád̊u). Lze odvodit i metody ještě vyšš́ıch řád̊u konvergence (např. Čebyševova

metoda řádu 3). V praxi se však př́ılǐs nepouž́ıvaj́ı, protože vyžaduj́ı výpočet ještě vyšš́ıch derivaćı funkce f a

jsou ještě citlivěǰśı na volbu počátečńı aproximace. Kvadratická konvergence Newtonovy metody je pro většinu

praktických úloh naprosto postačuj́ıćı.

6.1.5 Globálně konverguj́ıćı metody

Jak jsme viděli, rychlé metody jako je Newtonova často vyžaduj́ı velmi dobrou počátečńı aproximaci, aby

v̊ubec konvergovaly. Jejich typickým selháńım je, že iteračńı krok je př́ılǐs velký, č́ımž ”přestřeĺı”kořen a daľśı

aproximace je horš́ı než ta předchoźı. Tento problém řeš́ı tzv. globálně konverguj́ıćı metody, které se snaž́ı délku

kroku regulovat.

Definice 6.20 (Globálně konverguj́ıćı metoda). Pod pojmem globálně konverguj́ıćı metody budeme rozumět
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takové metody, které pro libovolnou volbu počátečńıho odhadu x0 bud’ konverguj́ı k řešeńı, nebo algoritmicky

selžou (např. detekćı nulové derivace), ale nikdy neutečou do nekonečna ani neosciluj́ı donekonečna.

Jednou ze základńıch strategíı pro zajǐstěńı globálńı konvergence je metoda zkracováńı kroku.

1. V bodě xk spoč́ıtáme směr kroku, např́ıklad Newton̊uv krok d = −f(xk)/f
′(xk).

2. Otestujeme, zda krok t́ımto směrem a o této délce vede ke zlepšeńı, tj. zda plat́ı |f(xk + d)| < |f(xk)|.

3. Pokud ano, přijmeme nový bod xk+1 = xk + d.

4. Pokud ne, krok byl př́ılǐs dlouhý. Opakovaně ho zkracujeme (např. p̊uĺıme d := d/2) a testujeme znovu,

dokud podmı́nka zlepšeńı neńı splněna.

T́ımto postupem je zaručeno, že se v každé iteraci přibĺıž́ıme k řešeńı (alespoň z hlediska zmenšeńı hodnoty

|f(x)|). Zmenšováńı d ale může naopak zp̊usobit, že metoda bude velmi pomalá, zvláště pokud je počátečńı

odhad x0 daleko od skutečného řešeńı α.

6.2 Řešeńı soustav nelineárńıch rovnic

Zobecněme nyńı naše metody pro př́ıpad soustavy n nelineárńıch rovnic o n neznámých. Hledáme řešeńı α⃗ ∈ Rn

soustavy: 

f1(x1, . . . , xn) = 0

f2(x1, . . . , xn) = 0
...

fn(x1, . . . , xn) = 0

což lze zapsat vektorově jako f⃗(x⃗) = 0⃗. (6.12)

Separace kořen̊u je v tomto př́ıpadě ještě výrazně obt́ıžněǰśı než v jedné dimenzi. V daľśım textu budeme

předpokládat, že máme k dispozici dostatečně dobrou počátečńı aproximaci x⃗(0).

6.2.1 Newtonova metoda pro soustavy

Newtonovu metodu pro jednu rovnici xk+1 = xk − [f ′(xk)]
−1f(xk) můžeme př́ımo zobecnit pro soustavy. Roli

derivace přeb́ırá Jacobiho matice a roli děleńı násobeńı inverzńı matićı.

Definice 6.21 (Jacobiho matice). Jacobiho matice zobrazeńı f⃗(x⃗) je matice prvńıch parciálńıch derivaćı:

(Jf⃗ (x⃗))ij =
∂fi(x⃗)

∂xj
. (6.13)

Definice 6.22 (Newtonova metoda pro soustavy). Pro danou počátečńı aproximaci x⃗(0) jsou daľśı členy po-

sloupnosti generovány předpisem:

x⃗(k+1) = x⃗(k) − [Jf⃗ (x⃗
(k))]−1f⃗(x⃗(k)). (6.14)

Poznámka 6.23 (Praktická implementace). Výpočet inverzńı matice v každém kroku je výpočetně náročný.

Proto se předchoźı rovnice přepisuje do tvaru, který mı́sto inverze vyžaduje řešeńı soustavy lineárńıch rovnic:

Jf⃗ (x⃗
(k))(x⃗(k+1) − x⃗(k)) = −f⃗(x⃗(k)). (6.15)

Označ́ıme-li si př́ır̊ustek ∆x⃗(k) = x⃗(k+1)−x⃗(k), můžeme jednu iteraci Newtonovy metody rozdělit do dvou krok̊u:

1. Vyřeš lineárńı soustavu: Jf⃗ (x⃗
(k))∆x⃗(k) = −f⃗(x⃗(k)) pro neznámý vektor ∆x⃗(k).

2. Aktualizuj řešeńı: x⃗(k+1) = x⃗(k) +∆x⃗(k).

Výhodou je, že pro řešeńı lineárńı soustavy můžeme použ́ıt efektivńı iteračńı metody a nemuśıme ji řešit s
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maximálńı přesnost́ı, zvláště v počátečńıch fáźıch výpočtu.

Lemma 6.24. Necht’ funkce f ∈ C1(H), kde H je konvexńı oblast. Potom pro každé u⃗, v⃗ ∈ H existuje ϵ⃗ ∈ H

takové, že

f(u⃗)− f(v⃗) = ∇f (⃗ϵ) · (u⃗− v⃗). (6.16)

D̊ukaz. TODO

Věta 6.25 (Konvergence Newtonovy metody pro soustavy). Necht’ pro kořen α⃗ soustavy f⃗(x⃗) = 0⃗ existuje

otevřené okoĺı Hα⃗ takové, že :

• zobrazeńı f⃗ je na Hα⃗ spojitě diferencovatelné,

• Jacobiho matice v bodě kořene Jf⃗ (α⃗) je regulárńı.

Pak existuje takové okoĺı

Vα⃗ := {x⃗ ∈ Rn | ||x⃗− α⃗|| < r} ⊂ Hα⃗, (6.17)

že pro libovolnou počátečńı aproximaci x⃗(0) ∈ Vα⃗ Newtonova metoda konverguje, a to s řádem konvergence

m = 1.

D̊ukaz. TODO

Věta 6.26. Pokud předpoklady věty výše zpř́ısńıme tak, že požadujeme aby f⃗ byla na Hα⃗ dvakrát spojitě dife-

rencovatelná, potom Newtonova metoda konverguje pro libovolnou počátečńı aproximaci x⃗(0) ∈ Vα⃗ kvadraticky,

tj. s řádem konvergence m = 2.

D̊ukaz. Nepřednáš́ı se.

Poznámka 6.27. I na Newtonovou metodu pro soustavy nelineárńıch rovnic lze metodu zkracováńı kroku.

6.3 Otázky

• metoda bisekćı

• metoda regula falsi

• Newtonova metoda

• jak se při praktických výpočtech lǐśı podmı́nky konvergence (okoĺı u bisekćı vs regula falsi)

• jaké jsou výhody a nevýhody metod vyšš́ıch řád̊u

• globálně konverguj́ıćı metody

• Newtonova metoda pro systémy nelineárńıch rovnic, jak se dá efektivně vyhnout napoč́ıtáváńı inverzńı

matice



Kapitola 7

Numerická interpolace funkćı

V numerické matematice často pracujeme s funkcemi, které nelze vyjádřit analyticky, nebo známe jejich hodnoty

pouze v několika diskrétńıch bodech, např́ıklad z experimentálńıho měřeńı. V takových př́ıpadech je nutné funkci

aproximovat jinou, jednodušš́ı funkćı. Pro svou jednoduchost, snadné derivováńı a integrováńı se nejčastěji voĺı

polynomiálńı aproximace.

7.1 Interpolačńı polynom

Jednou z možnost́ı, jak aproximovat funkci, je Taylor̊uv polynom. Ten však vyžaduje znalost derivaćı funkce v

jednom bodě, což je v př́ıpadě experimentálńıch dat jen zř́ıdka možné. My se naopak zaměř́ıme na konstrukci

polynomu, který procháźı několika zadanými body (uzly) s danými funkčńımi hodnotami.

Poznámka 7.1 (Matematická formulace problému). Mějme funkci f : R → R, jej́ıž hodnoty známe v n + 1

vzájemně r̊uzných bodech x0, x1, . . . , xn. Hledáme polynom Ln(x) co nejnižš́ıho stupně tak, aby platilo:

Ln(xi) = f(xi) pro i = 0, . . . , n. (7.1)

Za vhodných podmı́nek můžeme doufat, že Ln(x) bude dobrou aproximaćı funkce f(x) i v ostatńıch bodech.

Této úloze ř́ıkáme interpolace.

7.1.1 Obecná konstrukce a existence

Hledáme-li polynom ve tvaru Ln(x) =
∑n

i=0 aix
i, pak n + 1 interpolačńıch podmı́nek vede na soustavu n + 1

lineárńıch rovnic pro neznámé koeficienty a0, . . . , an:
1 x0 x2

0 . . . xn
0

1 x1 x2
1 . . . xn

1

...
...

...
. . .

...

1 xn x2
n . . . xn

n



a0

a1
...

an

 =


f(x0)

f(x1)
...

f(xn)

 . (7.2)

Tuto soustavu můžeme zapsat jako Va⃗ = f⃗ .

Definice 7.2 (Vandermondova matice). Matice V z předchoźı soustavy se nazývá Vandermondova matice.

Věta 7.3. Jsou-li body x0, . . . , xn ∈ R navzájem r̊uzné, pak je př́ıslušná Vandermondova matice V regulárńı.

D̊ukaz. TODO

Věta 7.4 (O existenci a jednoznačnosti interpolačńıho polynomu). Necht’ jsou dány body x0, . . . , xn ∈ Df ,

které jsou navzájem r̊uzné. Pak existuje právě jeden polynom P (x) stupně nejvýše n, který splňuje interpolačńı

111
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podmı́nky P (xi) = f(xi) pro všechna i = 0, . . . , n.

D̊ukaz. Důkaz plyne z regularity Vandermondovy matice, která zaručuje jednoznačné řešeńı soustavy pro koe-

ficienty ai.

Poznámka 7.5. Interpolace polynomem stupně nižš́ıho než n obecně neńı možná, protože bychom dostali

přeurčenou soustavu lineárńıch rovnic, která obecně nemá řešeńı. Naopak interpolace polynomem stupně vyšš́ıho

než n neńı jednoznačná, protože soustava pro koeficienty by byla nedourčená a měla by nekonečně mnoho řešeńı.

Poznámka 7.6. Př́ımé řešeńı soustavy s Vandermondovou matićı se v praxi nepouž́ıvá, protože tato matice

bývá často špatně podmı́něná, což vede k numerické nestabilitě. Proto se pro konstrukci téhož (jednoznačně

určeného) polynomu použ́ıvaj́ı jiné, numericky stabilněǰśı tvary.

7.1.2 Lagrange̊uv tvar interpolačńıho polynomu

Lagrange̊uv tvar je založen na konstrukci speciálńıch bázových polynomů.

Definice 7.7 (Lagrangeovy bázové polynomy). Pro i = 0, . . . , n definujeme Lagrangeovy bázové polynomy

li(x) stupně n vztahem:

li(x) =

n∏
j=0,j ̸=i

x− xj

xi − xj
. (7.3)

Tyto polynomy maj́ı kĺıčovou vlastnost li(xj) = δij (pro i = j je hodnota 1, pro i ̸= j je 0).

Definice 7.8 (Lagrange̊uv tvar polynomu). Lagrange̊uv interpolačńı polynom je pak definován jako lineárńı

kombinace těchto bázových polynomů:

Ln(x) =

n∑
i=0

f(xi)li(x). (7.4)

Dı́ky vlastnosti bázových polynomů je zřejmé, že Ln(xi) = f(xi).

Př́ıklad 7.9. Nalezněme Lagrange̊uv interpolačńı polynom pro body (−1, 1), (0, 0), (1, 1). Máme tedy n = 2,

x0 = −1, x1 = 0, x2 = 1. Bázové polynomy jsou:

l0(x) =
(x− 0)(x− 1)

(−1− 0)(−1− 1)
=

1

2
x(x− 1)

l1(x) =
(x− (−1))(x− 1)

(0− (−1))(0− 1)
= −(x+ 1)(x− 1)

l2(x) =
(x− (−1))(x− 0)

(1− (−1))(1− 0)
=

1

2
x(x+ 1)

Výsledný polynom je:

L2(x) = 1 · l0(x) + 0 · l1(x) + 1 · l2(x) =
1

2
x(x− 1) +

1

2
x(x+ 1) = x2.

Poznámka 7.10 (Složitost výpočtu). Lagrange̊uv tvar polynomu je elegantńı, ale pro praktický výpočet nepř́ılǐs

vhodný. Pro vyč́ısleńı hodnoty polynomu v novém bodě x je nutné znovu vypoč́ıtat všech n + 1 bázových

polynomů (protože jsou závislé na x), přičemž každý vyžaduje n násobeńı. Dohromady máme složitost O(n2).

Efektivněǰśı zp̊usob konstrukce i vyč́ısleńı nab́ıźı Newtonova formule.

7.1.3 Newtonova formule

Newton̊uv tvar interpolačńıho polynomu představuje efektivněǰśı zp̊usob jeho konstrukce a vyhodnocováńı.

Je založen na rekurzivńı myšlence, kdy polynom vyšš́ıho stupně vzniká úpravou polynomu nižš́ıho stupně.



7.1. INTERPOLAČNÍ POLYNOM 113

Předpokládejme, že známe interpolačńı polynom Lk−1(x) stupně nejvýše k − 1, který procháźı body

(x0, f(x0)), . . . , (xk−1, f(xk−1)). (7.5)

Polynom Lk(x) pro k + 1 bod̊u můžeme sestrojit tak, že k Lk−1(x) přičteme korekčńı člen:

Lk(x) = Lk−1(x) + ck(x− x0)(x− x1) . . . (x− xk−1). (7.6)

Tento nový polynom stále správně interpoluje prvńıch k bod̊u, protože přidaný člen je v bodech x0, . . . , xk−1

nulový. Neznámý koeficient ck urč́ıme z posledńı interpolačńı podmı́nky Lk(xk) = f(xk):

f(xk) = Lk−1(xk) + ck(xk − x0)(xk − x1) . . . (xk − xk−1). (7.7)

Odtud můžeme ck př́ımo vyjádřit:

ck =
f(xk)− Lk−1(xk)

(xk − x0)(xk − x1) . . . (xk − xk−1)
. (7.8)

Opakovaným rozvojem této rekurze źıskáme finálńı tvar polynomu.

Definice 7.11 (Newton̊uv tvar polynomu). Newton̊uv tvar interpolačńıho polynomu stupně n je dán vztahem:

Ln(x) = c0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)(x− x1) + · · ·+ cn(x− x0) . . . (x− xn−1), (7.9)

což lze zapsat jako

Ln(x) =

n∑
i=0

ci

i−1∏
j=0

(x− xj). (7.10)

Pod́ıvejme se podrobněji, jaký význam má přidaný člen ck(x− x0)...(x− xk−1).

• Polynom stupně nejvýše 0, který interpoluje prvńı bod (x0, f(x0)), je zjevně konstanta:

L0(x) = f(x0).

Pro koeficient c0 tedy plat́ı c0 = f(x0).

• Nyńı hledejme polynom L1(x) stupně nejvýše 1, který nav́ıc procháźı bodem (x1, f(x1)). Sestroj́ıme ho

přičteńım lineárńı korekce k L0(x), která nezměńı hodnotu v bodě x0:

L1(x) = L0(x) + c1(x− x0) = c0 + c1(x− x0).

Neznámý koeficient c1 urč́ıme z interpolačńı podmı́nky L1(x1) = f(x1):

f(x1) = c0 + c1(x1 − x0)

f(x1) = f(x0) + c1(x1 − x0)

c1 =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
.

Vid́ıme, že koeficient c1 je směrnice sečny procházej́ıćı body (x0, f(x0)) a (x1, f(x1)). Přidaný člen c1(x−x0) je

tedy korekčńı člen, jehož úkolem je
”
napravit“ hodnotu konstantńıho polynomu L0(x) tak, aby v bodě x1 byla

splněna interpolačńı podmı́nka. V ostatńıch bodech hodnotu polynomu nezměńı, nebot’ je tam nulový.

7.1.3.1 Poměrné diference

Př́ımý výpočet koeficient̊u ck z rekurzivńıho vztahu by byl zdlouhavý. Ukazuje se však, že je můžeme efektivně

určit, pokud z podmı́nek Ln(xi) = f(xi) pro i = 0, . . . , n sestav́ıme soustavu lineárńıch rovnic. Tuto soustavu
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lze zapsat v maticovém tvaru Bc⃗ = f⃗ . Matice B je přitom definována vztahy:

Bij =


∏j−1

k=0(xi − xk) pro j ≤ i,

0 pro j > i
(7.11)

Celá soustava má tedy následuj́ıćı podobu:

1 0 0 · · · 0

1 x1 − x0 0 · · · 0

1 x2 − x0 (x2 − x0)(x2 − x1) · · · 0
...

...
...

. . .
...

1 xn − x0 (xn − x0)(xn − x1) · · ·
∏n−1

k=0(xn − xk)





c0

c1

c2
...

cn

 =



f(x0)

f(x1)

f(x2)
...

f(xn)

 (7.12)

Z tvaru matice B je zřejmé, že se jedná o dolńı trojúhelńıkovou matici. Tuto soustavu lze tedy snadno řešit

dopřednou substitućı. Z této struktury př́ımo vyplývá, že:

• koeficient c0 záviśı pouze na hodnotě f(x0),

• koeficient c1 záviśı pouze na hodnotách f(x0) a f(x1),

• obecně koeficient ck záviśı pouze na hodnotách funkce v bodech x0, . . . , xk.

Dı́ky této vlastnosti můžeme pro koeficienty zavést speciálńı značeńı ck = f [x0, . . . , xk], které nazýváme

poměrnou diferenćı. Newton̊uv polynom pak můžeme psát jako:

Ln(x) = f [x0] + f [x0, x1](x− x0) + · · ·+ f [x0, . . . , xn]

n−1∏
j=0

(x− xj). (7.13)

Definice 7.12 (Poměrná diference). Výraz f [xi, . . . , xi+k] nazýváme poměrnou diferenćı (divided diffe-

rence) k-tého řádu. Poměrnou diferenci nultého řádu definujeme jako funkčńı hodnotu:

f [xi] = f(xi). (7.14)

Věta 7.13. Pro koeficienty v Newtonově formuli (poměrné diference) plat́ı následuj́ıćı rekurzivńı vztah:

f [xi, . . . , xi+k] =
f [xi+1, . . . , xi+k]− f [xi, . . . , xi+k−1]

xi+k − xi
. (7.15)

D̊ukaz. TODO

Poměrné diference vyšš́ıch řád̊u se poč́ıtaj́ı rekurzivně z diferenćı nižš́ıch řád̊u. se tedy na základě předchoźı věty

poč́ıtaj́ı rekurzivně z diferenćı nižš́ıch řád̊u.

f [x0, x1] =
f [x1]− f [x0]

x1 − x0

f [x1, x2] =
f [x2]− f [x1]

x2 − x1

f [x0, x1, x2] =
f [x1, x2]− f [x0, x1]

x2 − x0

f [x1, x2, x3] =
f [x2, x3]− f [x1, x2]

x3 − x1

Tento rekurzivńı výpočet lze přehledně uspořádat do tabulky poměrných diferenćı. V prvńım sloupci jsou uzlové

body xi, ve druhém funkčńı hodnoty (diference 0. řádu). Každý daľśı prvek v tabulce se vypoč́ıtá jako pod́ıl
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rozd́ılu dvou sousedńıch prvk̊u z předchoźıho sloupce a rozd́ılu odpov́ıdaj́ıćıch krajńıch uzlových bod̊u.

x0 f [x0]

f [x0, x1]

x1 f [x1] f [x0, x1, x2]

f [x1, x2]
. . .

x2 f [x2] f [x1, x2, x3]

f [x2, x3]

x3 f [x3]
...

...
...

... f [x0, . . . , xn]

xn−1 f [xn−1]

f [xn−1, xn]

xn f [xn]

Koeficienty ck = f [x0, . . . , xk] hledaného Newtonova interpolačńıho polynomu jsou pak př́ımo prvky na horńı

diagonále této tabulky, tedy f [x0], f [x0, x1], f [x0, x1, x2], . . . , f [x0, . . . , xn].

Př́ıklad 7.14. Nalezněme znovu interpolačńı polynom pro body (−1, 1), (0, 0), (1, 1) pomoćı Newtonovy for-

mule. Sestav́ıme tabulku poměrných diferenćı:

xi f [xi] f [xi, xi+1] f [xi, xi+1, xi+2]

x0 = −1 1
0−1

0−(−1) = −1
x1 = 0 0 1−(−1)

1−(−1) = 1
1−0
1−0 = 1

x2 = 1 1

Koeficienty

pro Newton̊uv polynom jsou hodnoty na horńı diagonále: c0 = 1, c1 = −1, c2 = 1. Dosad́ıme je do Newtonovy

formule:

L2(x) = c0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)(x− x1)

= 1 + (−1)(x− (−1)) + 1(x− (−1))(x− 0)

= 1− (x+ 1) + (x+ 1)x = 1− x− 1 + x2 + x = x2.

Dostali jsme stejný polynom jako při použit́ı Lagrangeova tvaru.

Poznámka 7.15 (Složitost vyhodnoceńı). Při naivńım vyhodnocováńı Newtonova polynomu by se pro každý

člen zvlášt’ poč́ıtal součin (x− x0) . . . (x− xk−1), což by vedlo ke složitosti O(n2). Tuto složitost lze ale snadno

sńıžit na O(n) využit́ım faktu, že součin pro (k + 1)-ńı člen obsahuje celý součin pro k-tý člen. Při výpočtu

hodnoty polynomu Ln(x) si zavedeme pomocnou proměnnou t, ve které budeme iterativně držet hodnotu

součinu.

1. Inicializujeme výsledek y = c0 a pomocnou proměnnou t = 1.

2. Pro k = 1, . . . , n postupně provád́ıme:

• Aktualizujeme součin: t := t · (x− xk−1).

• Přičteme daľśı člen k výsledku: y := y + ck · t.

Každý krok cyklu vyžaduje pouze konstantńı počet operaćı (jedno násobeńı, jedno odč́ıtáńı, jedno násobeńı a

jedno sč́ıtáńı). Jelikož cyklus proběhne n-krát, je celková složitost vyhodnoceńı polynomu lineárńı, tedy O(n).
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7.2 Analýza interpolačńıho polynomu

7.2.1 Chyba aproximace

Kĺıčovou otázkou je, jak dobře interpolačńı polynom Ln(x) aproximuje p̊uvodńı funkci f(x) v bodech, které

nebyly použity pro interpolaci. Když se totiž pod́ıváme na určováńı interpolačńıho polynomu procházej́ıćıho

body (−1, 1), (0, 0), (1, 1) v předchoźıch př́ıkladech, vid́ıme, že ač jsme dostali jednoznačně určený polynom

L2(x) = x2, funkćı procházej́ıćı těmito body je obecně nekonečně mnoho (viz obrázek). Abychom tedy mohli

mluvit o interpolaci, je potřeba o funkci předpokládat něco v́ıc. Následuj́ıćı věta nám ř́ıká, že pokud je samotná

Obrázek 7.1: existence nekonečně mnoha funkćı procházej́ıćıch třemi danými body

funkce bĺızká polynomu, pak je interpolačńı polynom dobrá aproximace.

Věta 7.16 (O chybě interpolačńıho polynomu). Necht’ f je funkce, která má na intervalu Ix, obsahuj́ıćım body

x, x0, . . . , xn, spojitou derivaci řádu n+ 1. Necht’ Ln(x) je interpolačńı polynom př́ıslušný k funkci f a bod̊um

x0, . . . , xn. Pak pro chybu interpolace Rn(x) = f(x)− Ln(x) existuje bod ξ ∈ Ix takový, že plat́ı:

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ωn(x), (7.16)

kde ωn(x) =
∏n

i=0(x− xi).

D̊ukaz. TODO

Poznámka 7.17. Je d̊uležité si všimnout, že zat́ımco pro samotnou konstrukci interpolačńıho polynomu (např.

v Lagrangeově nebo Newtonově tvaru) nepotřebujeme znát žádné derivace funkce f , pro analýzu jeho chyby

a pro ospravedlněńı, proč by měl být dobrou aproximaćı, je existence (n + 1)-ńı derivace kĺıčová. Pokud tato

derivace neexistuje nebo neńı omezená, nelze zaručit, že se chyba Rn(x) bude s rostoućım n zmenšovat.

Poznámka 7.18. Daľśım d̊uležitým pozorováńım je, že chyba neńı jen odhadem, ale př́ımo je nabývána rovnost.

Nab́ızela by se otázka, zda můžeme interpolačńı polynom o tuto chybu zlepšit. Problém je v tom, že chyba je

vyjádřena v bodě ξ ∈ Ix, a my nev́ıme, kde tento bod lež́ı.

Poznámka 7.19. Všimněme si také, že člen ωn(x) nám ř́ıká, že chyba interpolace je nulová v uzlových bodech

x0, . . . , xn. To je logické, protože v těchto bodech interpolačńı polynom přesně odpov́ıdá funkčńı hodnotě f(xi).

Chybu interpolace lze vyjádřit také pomoćı poměrných diferenćı.

Věta 7.20. Za stejných předpoklad̊u jako v předchoźı větě plat́ı pro chybu interpolace alternativńı vztah:

Rn(x) = f [x0, x1, . . . , xn, x] · ωn(x). (7.17)

D̊ukaz. TODO

Poznámka 7.21 (Srovnáńı s Taylorovým polynomem). Porovnáńım obou tvar̊u chyby dostáváme d̊uležitý

vztah mezi poměrnou diferenćı a derivaćı:

f [x0, x1, . . . , xn, x] =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
. (7.18)
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Vzpomeneme-li si dále na jeden z možných tvar̊u zápisu Lagrangeova polynomu:

Ln(x) = f [x0] + f [x0, x1](x− x0) + · · ·+ f [x0, . . . , xn]

n−1∏
j=0

(x− xj). (7.19)

pokud do něj dosad́ıme, dostáváme:

Ln(x) =

n∑
i=0

f (i)(ξi)

i!

i−1∏
j=0

(x− xj), (7.20)

kde ξi ∈ [x0, xi] (TODO: proč). Z tohoto vztahu je vidět hluboká podobnost mezi Newtonovým tvarem inter-

polačńıho polynomu a Taylorovým polynomem,

Tn(x) =

n∑
i=0

f (i)(x0)

i!
(x− x0)

i. (7.21)

Zat́ımco Taylor̊uv polynom použ́ıvá derivace vyč́ıslené v jediném bodě x0, Newton̊uv polynom je použ́ıvá ve

smyslu poměrných diferenćı, které odpov́ıdaj́ı derivaćım v r̊uzných, předem neznámých bodech ξi. To stejné

plat́ı i pro celou chybu Rn(x), která připomı́ná Lagrange̊uv tvar zbytku Taylorova polynomu. V něm ale máme

v součinu (x− x0)
n, v našem př́ıpadě je to ωn(x) =

∏n
i=0(x− xi).

7.2.2 Řád aproximace

Definice 7.22 (Řád aproximace). Řekneme, že funkce g(x) aproximuje funkci f(x) na okoĺı bodu x0 s přesnost́ı

řádu r, právě když plat́ı

lim
x→x0

|f(x)− g(x)|
|x− x0|r

= C, (7.22)

kde C je kladná nenulová konstanta.

Poznámka 7.23. Aplikujeme-li tuto definici na chybu Lagrangeovy interpolace1 v jednom z uzlových bod̊u,

např́ıklad x0, dostáváme:

lim
x→x0

|Rn(x)|
|x− x0|

= lim
x→x0

∣∣∣∣∣f (n+1)(ξ(x))

(n+ 1)!

n∏
i=1

(x− xi)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣f (n+1)(ξ(x0))

(n+ 1)!

n∏
i=1

(x0 − xi)

∣∣∣∣∣ = C.

To znamená, že v okoĺı2 interpolačńıch bod̊u je Lagrange̊uv polynom aproximaćı prvńıho řádu (r = 1), a to

nezávisle na počtu bod̊u n. Zvyšováńı počtu bod̊u tedy nezaručuje lepš́ı aproximaci ”všude”. Zvyšováńı n má

smysl pouze tehdy, pokud je hodnota (n + 1)-ńı derivace na celém intervalu velmi malá3, tj. pokud se funkce

f(x) chová ”podobně jako polynom4”. V opačném př́ıpadě může zvyšováńı stupně polynomu vést ke zhoršeńı

aproximace a k oscilaćım, což je jev známý jako Rung̊uv fenomén.

7.2.3 Rung̊uv jev

Z analýzy chyby interpolačńıho polynomu by se mohlo zdát, že pro lepš́ı aproximaci stač́ı jednoduše zvýšit počet

interpolačńıch uzl̊u n. To by vedlo k vyšš́ı mocnině v členu ωn(x), ale také k vyšš́ımu řádu derivace f (n+1)(ξ), jej́ıž

velikost může r̊ust. Ukazuje se, že zvyšováńı stupně polynomu může přesnost aproximace naopak dramaticky

zhoršit.

Poznámka 7.24 (Rung̊uv jev). Rung̊uv jev popisuje situaci, kdy při interpolaci funkce na intervalu s ekvi-

distantně rozmı́stěnými uzly docháźı s rostoućım stupněm polynomu n k výrazným oscilaćım pobĺıž kraj̊u inter-

1Důležité je zde vzpomenout si, že ξ ∈ Ix, a tedy ξ záviśı při aplikaci limity na hodnotě x.
2a jen na něm, jinde o vztahu funkce a polynomu nic nev́ıme
3Když se vrát́ıme ke zněńı věty o chybě interpolačńıho polynomu, to že hodnota n+1-ńı derivace bude velmi malá nám pomůže

mitigovat oscilaci, které vytvář́ı zvýšeńı stupně ωn.
4Polynom má totiž od určitého n výše nulové všechny derivace.
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valu. Tyto oscilace jsou zp̊usobeny rychlým r̊ustem hodnoty polynomu ωn(x) mimo střed intervalu. Důsledkem

je, že chyba aproximace |f(x)− Ln(x)| v těchto oblastech neroste k nule, ale naopak se může zvětšovat.

Př́ıklad 7.25. Klasickým př́ıkladem je interpolace tzv. Rungovy funkce f(x) = 1
1+25x2 na intervalu [−1, 1] s

ekvidistantně rozloženými uzly xi =
2i
n − 1 pro i ∈ n̂. Lze ukázat, že v tomto př́ıpadě plat́ı:

lim
n→∞

(
max

x∈[−1,1]
|f(x)− Ln(x)|

)
= +∞.

Následuj́ıćı obrázek ilustruje tento jev. Zat́ımco polynom 5. stupně (modře) funkci aproximuje rozumně, polynom

9. stupně (zeleně) již na kraj́ıch intervalu silně osciluje a od p̊uvodńı funkce (červeně) se výrazně odchyluje.

Obrázek 7.2: Rung̊uv jev při interpolaci Rungovy funkce

7.3 Interpolace po částech

Dostáváme se do sporné situace: Lagrange̊uv polynom je obecně dobrou aproximaćı pouze v okoĺı zadaných uzl̊u,

ale přidáńım daľśıch uzl̊u se kv̊uli Rungovu jevu může celková chyba na intervalu naopak zvýšit. Řešeńım tohoto

problému je interpolace po částech. Princip spoč́ıvá v tom, že p̊uvodńı interval [x0, xn] rozděĺıme na několik

menš́ıch podinterval̊u. Na každém z těchto podinterval̊u pak sestroj́ıme interpolačńı polynom ńızkého stupně

(např. lineárńı nebo kubický) s využit́ım pouze uzl̊u, které lež́ı v daném podintervalu. Výsledná aproximace je

pak ”slepena”z těchto polynomiálńıch kousk̊u. Pokud krajńı body podinterval̊u tvoř́ı zadané uzly, je výsledná

funkce spojitá. Obecně však neńı v mı́stech napojeńı diferencovatelná.

7.3.1 Hermitova-Birkhoffova interpolace*

Chceme-li dosáhnout hladš́ıho navázáńı jednotlivých interpolačńıch polynomů (tj. shody nejen ve funkčńıch

hodnotách, ale i v derivaćıch), muśıme použ́ıt obecněǰśı typ interpolace.

Definice 7.26 (Hermitova-Birkhoffova interpolace). Mějme funkci f , pro kterou v zadaných uzlech x0, . . . , xn

známe nejen funkčńı hodnoty, ale i hodnoty jej́ıch derivaćı až do řádu mi. Hledáme polynom HN−1(x) stupně
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nejvýše N − 1, kde N =
∑n

i=0(mi + 1) je celkový počet zadaných podmı́nek, takový, že plat́ı:

H
(k)
N−1(xi) = f (k)(xi) pro i = 0, . . . , n a k = 0, . . . ,mi. (7.23)

Lze ukázat, že takový polynom existuje a je jednoznačně určen.

Věta 7.27 (O chybě Hermitovy interpolace). Necht’ funkce f má na intervalu Ix obsahuj́ıćım body x, x0, . . . , xn

spojitou derivaci řádu N . Pak pro chybu Hermitovy interpolace plat́ı:

f(x)−HN−1(x) =
f (N)(ξ)

N !

n∏
i=0

(x− xi)
mi+1, (7.24)

kde ξ ∈ Ix.

7.4 Interpolace ve vyšš́ıch dimenźıch

Poznámka 7.28 (Interpolace v R2). Myšlenku Lagrangeovy interpolace lze rozš́ı̌rit i do vyšš́ıch dimenźı.

Např́ıklad pro funkci dvou proměnných f(x, y) a data zadaná na pravoúhlé śıti bod̊u (xi, yj) můžeme zkonstru-

ovat 1D Lagrangeovy bázové polynomy pro každou souřadnici zvlášt’:

lxi (x) =
n∏

k=0,k ̸=i

x− xk

xi − xk

lyj (y) =

m∏
k=0,k ̸=j

y − yk
yj − yk

Interpolačńı polynom je pak dán tenzorovým součinem těchto báźı:

Ln,m(x, y) =

n∑
i=0

m∑
j=0

f(xi, yj)l
x
i (x)l

y
j (y). (7.25)

7.4.1 Otázky

• Lagrange̊uv polynom: konstrukce, existence, jednoznačnost

• Newtonova formule

• chyba aproximace: pokud sestroj́ım polynom, L4(x) k funkci f , ktera neńı diferencovatelná, co lze ř́ıct o

tom, jak polynom L4(x) bude aproximovat funkci f? (nic)

• jak’t je řád aproximace funkce f Lagrangeovým polynomem

• podle čeho volit stupeň Lagrangeova polynomu

• interpolace funkce po částech a navazováńı Lagrangeových polynomů

• interpolace s vyšš́ım řádem přesnosti: jen existence a obecný princip
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Kapitola 8

Numerický výpočet derivace

V této kapitole se budeme zabývat úlohou numerického výpočtu derivace funkce. Často se stává, že funkci,

kterou chceme derivovat, neznáme analyticky, ale máme k dispozici pouze jej́ı hodnoty v několika diskrétńıch

bodech (uzlech). Ćılem je z těchto dat aproximovat hodnotu derivace v některém z těchto bod̊u, př́ıpadně i

jinde. Numerický výpočet derivace je kĺıčovou součást́ı mnoha jiných numerických metod, např́ıklad:

• v Newtonově metodě pro řešeńı nelineárńıch rovnic,

• při numerickém řešeńı obyčejných i parciálńıch diferenciálńıch rovnic.

8.1 Výpočet derivace pomoćı interpolačńıho polynomu

Základńı myšlenka numerické derivace je jednoduchá: pokud umı́me funkci f(x) dobře aproximovat inter-

polačńım polynomem Ln(x), můžeme derivaci funkce aproximovat derivaćı tohoto polynomu. Ze vztahu pro

chybu interpolace

f(x) = Ln(x) +Rn(x)

př́ımo plyne derivováńım:

f (k)(x) = L(k)
n (x) +R(k)

n (x). (8.1)

Úloha se tedy rozpadá na dva kroky: naj́ıt derivaci interpolačńıho polynomu L
(k)
n (x) a odhadnout chybu, tedy

derivaci chybového členu R
(k)
n (x).

8.1.1 Derivace interpolačńıho polynomu

Lemma 8.1. Pro derivaci bazického Lagrangeova polynomu lj(x) plat́ı:

l′j(x) =

n∑
i=0,i̸=j

1

xj − xi

n∏
k=0,k ̸=j

x− xk

xj − xk
. (8.2)

D̊ukaz. TODO

Poznámka 8.2. S využit́ım předchoźıho lemmatu můžeme prvńı derivaci Lagrangeova polynomu zapsat jako

L′
n(x) =

∑n
j=0 f(xj)l

′
j(x). Odvozeńı obecných vzorc̊u pro vyšš́ı derivace je však t́ımto zp̊usobem technicky velmi

pracné.

8.1.2 Chyba numerické derivace

Pro odvozeńı chyby derivace budeme potřebovat Leibnizovo pravidlo pro derivaci součinu.

121
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Lemma 8.3 (Leibnizovo pravidlo). Pro funkce f, g, které jsou n-krát diferencovatelné, plat́ı:

(f · g)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f (k)g(n−k). (8.3)

D̊ukaz. TODO

Věta 8.4 (O chybě numerické derivace). Necht’ funkce f má na intervalu Ix obsahuj́ıćım body x, x0, . . . , xn

spojitou derivaci řádu k + n+ 1. Pak pro chybu k-té derivace plat́ı:

f (k)(x)− L(k)
n (x) = R(k)

n (x) =
1

(n+ 1)!

k∑
i=0

(
k

i

)(
f (n+1)(ξ(x))

)(k−i)

ω(i)
n (x). (8.4)

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne aplikaćı Leibnizova pravidla na vztah pro chybu interpolace Rn(x) =
f(n+1)(ξ)
(n+1)! ωn(x), kde

označ́ıme

F (x) = f (n+1)(ξ(x)), G(x) = ωn(x). (8.5)

Poté

R(k)
n (x) =

1

(n+ 1)!
(F ·G)(k)(x) =

1

(n+ 1)!

k∑
i=0

(
k

i

)
F (k−i)(x)G(i)(x), (8.6)

což odpov́ıdá tvrzeńı věty.

Poznámka 8.5. Z předchoźı věty je zřejmé, že chyba derivace interpolačńıho polynomu záviśı na derivaćıch

členu ωn(x). Následuj́ıćı lemma ukáže, že obecně ω′
n(xi) ̸= 0 pro uzlové body xi. Z toho plyne, že ani v uzlových

bodech, kde je chyba samotné interpolace nulová (Rn(xi) = 0), neńı chyba derivace nulová. Důvodem je, že

derivace v bodě záviśı na chováńı funkce v nekonečně malém okoĺı tohoto bodu, zat́ımco interpolačńı polynom

je konstruován z bod̊u s konečnými rozestupy.

Lemma 8.6. Plat́ı:

ω(k)
n (x) =

n∑
i1=0

n∑
i2=0
i2 ̸=i1

· · ·
n∑

ik=0
ik ̸=i1,...,ik ̸=ik−1

n∏
j=0

j ̸=i1,...,j ̸=ik

(x− xj). (8.7)

D̊ukaz. TODO

Př́ıklad 8.7. Pro obecné n a k se výraz špatně představuje. Pod́ıvejme se na

ω1(x) = (x− x0)(x− x1) = x2 − (x0 + x1)x+ x0x1. (8.8)

Potom

ω′
1(x) = 2x− (x0 + x1) = (x− x1) + (x− x0) (8.9)

Z toho je vidět, že opravdu nelze navolit x tak, aby pro ω′
1(x) platilo ω′

1(x) = 0. (Uzly jsou r̊uzné, tj. x0 ̸= x1.)

Když tedy derivace v bodě záviśı na chováńı funkce v nekonečně malém okoĺı tohoto bodu, intuitivně by

se nab́ızelo pokusit se napoč́ıtat ji přesně t́ım, že budeme zmenšovat rozestupy mezi uzly. Chceme-li tedy

aproximovat derivaci v bodě x0, zvolme si symetrickou sadu uzl̊u kolem tohoto bodu s konstantńım rozestupem

(krokem) h > 0. Body tedy budou mı́t tvar:

xi = x0 + ih pro i = −m1, . . . ,m2,

kde m1,m2 jsou nezáporná celá č́ısla. Celkový počet bod̊u je n+1, kde n = m1+m2. Pro tyto body pak můžeme

zkonstruovat interpolačńı polynom Ln(x). Pro zjednodušeńı analýzy chováńı pro h → 0 zavedeme substituci

x = x0 + th. Derivace v bodě x0 pak odpov́ıdá derivaci v bodě t = 0. Touto transformaćı se polynom Ln(x)



8.1. VÝPOČET DERIVACE POMOCÍ INTERPOLAČNÍHO POLYNOMU 123

převede na polynom Ln(t), který je funkćı proměnné t a má tvar:

Ln(t) =

m2∑
i=−m1

f(xi)li(t), (8.10)

kde

li(t) = li(x(t)) =

m2∏
j=−m1

j ̸=i

x(t)− xj

xi − xj
=

m2∏
j=−m1

j ̸=i

x0 + th− x0 − jh

x0 + ih− x0 − jh
=

m2∏
j=−m1

j ̸=i

t− j

i− j
. (8.11)

Dále se polynom ωn(x) =
∏m2

i=−m1
(x− xi) převede na tvar, kde je zjevná jeho závislost na kroku h:

ωn(t) = ωn(x(t)) =

m2∏
i=−m1

(x0 + th− (x0 + ih)) =

m2∏
i=−m1

h(t− i) = hn+1
m2∏

i=−m1

(t− i). (8.12)

Dosazeńım do odvozeného vztahu pro k-tou derivaci ωn:

ω(k)
n (t) = hn+1−k

m2∑
i1=−m1

m2∑
i2=−m1
i2 ̸=i1

· · ·
m2∑

ik=−m1
ik ̸=i1,...,ik ̸=ik−1

m2∏
j=−m1

j ̸=i1,...,j ̸=ik

(t− j). (8.13)

Z tohoto skutečně plyne, že pro h→ 0 źıskáme ω
(k)
n (t)→ 0. Tento poznatek je kĺıčový pro transformaci p̊uvodńı

věty o chybě numerické derivace na nové zněńı.

Věta 8.8 (Řád chyby numerické derivace). Necht’ funkce f má na intervalu Ix obsahuj́ıćım body x, x−m1
, . . . , xm2

zavedené výše spojitou derivaci řádu k + n + 1. Necht’ Ln(x) je jej́ı interpolačńı polynom sestrojený pro tyto

uzly. Pak existuje ξ(t) ∈ Ix

f (k)(t)− L(k)
n (t) = R(k)

n (t) =

∑k
i=0

(
f (n+1)(ξ(t))

)(k−i)

(n+ 1)!
ω(i)
n (t). (8.14)

Protože ω
(i)
n (t) má tvar odvozený výše.

Závěr z této věty je zásadńı: chyba, které se dopoušt́ıme při aproximaci k-té derivace pomoćı polynomu sestro-

jeného z n+ 1 ekvidistantńıch bod̊u, klesá s (n+ 1− k)-tou mocninou kroku h. To znamená, že použit́ım v́ıce

bod̊u (zvýšeńım n a tedy h→ 0) můžeme zkonstruovat vzorce pro numerickou derivaci libovolně vysokého řádu

přesnosti.

Definice 8.9 (Landauova notace). Symbolem O(hr) budeme značit tř́ıdu všech funkćı g : R→ R takových, že

pro jejich limitu v nule plat́ı:

lim
h→0

|g(h)|
|h|r

= C, (8.15)

kde C ∈ R je nenulová konstanta. Zápis f(h) = O(hr) tedy znamená, že pro malé h se funkce f(h) chová

úměrně hr. Mı́sto g ∈ O(hr) se často použ́ıvá i značeńı g = O(hr).

Poznámka 8.10. V předchoźı části jsme tedy ukázali, že chyba numerické derivace k-té řádu přesnosti je

O(hn+1−k).

8.1.3 Konečné diference

Vzorce pro numerickou derivaci, odvozené z interpolačńıho polynomu na ekvidistantńıch uzlech, se nazývaj́ı

konečné diference. Tyto vzorce se lǐśı podle:

• řádu derivace k, kterou aproximuj́ı,

• řádu přesnosti (chyby) aproximace r,

• konfigurace uzl̊u, které využ́ıvaj́ı (dopředné, zpětné, centrálńı).
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Ukážeme si odvozeńı několika základńıch typ̊u konečných diferenćı.

8.1.3.1 Dopředná diference 1. řádu přesnosti

Věta 8.11. Necht’ f ∈ C3([x0, x1]) a h = x1 − x0. Pak pro tzv. dopřednou konečnou diferenci plat́ı:

f ′(x0) =
f(x1)− f(x0)

h
+O(h). (8.16)

Aproximace f(x1)−f(x0)
h má tedy řád přesnosti 1.

D̊ukaz. Vyjdeme z interpolačńıho polynomu prvńıho stupně v Newtonově tvaru pro uzly x0, x1:

f(x) = L1(x) +R1(x)

f(x) = f(x0) + f [x0, x1](x− x0) +
f ′′(ξ(x))

2!
ωn(x)

f(x) = f(x0) +
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
(x− x0) +

f ′′(ξ(x))

2!
(x− x0)(x− x1).

(8.17)

Derivováńım celého výrazu podle x dostaneme:

f ′(x) =
f(x1)− f(x0)

h
+

d

dx

(
f ′′(ξ(x))

2

)
ω1(x) +

f ′′(ξ(x))

2
ω′
1(x).

Dosad́ıme-li x = x0, člen s ω1(x0) se vynuluje. Pro derivaci ω′
1(x) = (x − x1) + (x − x0) v bodě x0 plat́ı

ω′
1(x0) = x0 − x1 = −h. Źıskáme tedy:

f ′(x0) =
f(x1)− f(x0)

h
+

f ′′(ξ(x0))

2
(−h).

Přerovnáńım dostaneme výraz pro chybu:

f ′(x0)−
f(x1)− f(x0)

h
= −f ′′(ξ)

2
h.

Absolutńı hodnota chyby je tedy řádu O(h).

8.1.3.2 Zpětná diference 1. řádu přesnosti

Věta 8.12. Necht’ f ∈ C3([x−1, x0]) a h = x0 − x−1. Pak pro tzv. zpětnou konečnou diferenci plat́ı:

f ′(x0) =
f(x0)− f(x−1)

h
+O(h). (8.18)

D̊ukaz. Důkaz je zcela analogický k dopředné diferenci, pouze se použij́ı uzly x−1, x0.

8.1.3.3 Centrálńı diference 2. řádu přesnosti

Věta 8.13. Necht’ f ∈ C4([x−1, x1]) a uzly x−1, x0, x1 jsou ekvidistantńı s krokem h. Pak pro tzv. centrálńı

konečnou diferenci plat́ı:

f ′(x0) =
f(x1)− f(x−1)

2h
+O(h2). (8.19)

Aproximace má tedy řád přesnosti 2.

D̊ukaz. Vyjdeme z interpolačńıho polynomu druhého stupně pro uzly x−1, x0, x1:

f(x) = L2(x) +
f (3)(ξ(x))

3!
(x− x−1)(x− x0)(x− x1).
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Zderivujeme-li tento výraz a dosad́ıme x = x0, kĺıčové je chováńı derivace členu ω2(x) = (x−x−1)(x−x0)(x−x1)

v bodě x0:

ω′
2(x0) = (x0 − x0)(x0 − x1) + (x0 − x−1)(x0 − x1) + (x0 − x−1)(x0 − x0) = (h)(−h) = −h2.

Po dosazeńı a úpravách, které zahrnuj́ı vyjádřeńı poměrných diferenćı, źıskáme:

f ′(x0) =
f(x1)− f(x−1)

2h
− f (3)(ξ(x0))

6
h2.

Chyba aproximace je tedy řádu O(h2). K vyšš́ımu řádu přesnosti docháźı d́ıky symetrickému rozložeńı uzl̊u

kolem bodu x0, což zp̊usob́ı vyrušeńı chybového členu řádu O(h).

8.2 Výpočet derivace pomoćı Taylorova polynomu

8.2.1 Konečné diference

Vzorce pro konečné diference lze alternativně odvodit pomoćı Taylorova rozvoje. Tento př́ıstup je často jed-

nodušš́ı a elegantněǰśı než derivováńı interpolačńıho polynomu a vystač́ı si se slabš́ımi předpoklady na hladkost

funkce f .

8.2.1.1 Dopředná diference

Věta 8.14. Necht’ f ∈ C2([x0, x1]) a h = x1 − x0. Pak pro tzv. dopřednou konečnou diferenci plat́ı:

f ′(x0) =
f(x1)− f(x0)

h
+O(h). (8.20)

D̊ukaz. Sestroj́ıme Taylor̊uv rozvoj funkce f v bodě x0 se zbytkem v Lagrangeově tvaru:

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(ξ)

2!
(x− x0)

2,

kde ξ lež́ı mezi x a x0. Dosad́ıme-li do tohoto rozvoje bod x = x1, dostaneme:

f(x1) = f(x0) + f ′(x0)(x1 − x0) +
f ′′(ξ)

2
(x1 − x0)

2 pro ξ ∈ [x0, x1].

S využit́ım h = x1 − x0 můžeme rovnici přepsat a vyjádřit z ńı derivaci f ′(x0):

f(x1) = f(x0) + hf ′(x0) +
h2

2
f ′′(ξ)

f(x1)− f(x0)

h
= f ′(x0) +

h

2
f ′′(ξ).

Chyba aproximace je tedy: ∣∣∣∣f(x1)− f(x0)

h
− f ′(x0)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣h2 f ′′(ξ)

∣∣∣∣ = O(h).

8.2.1.2 Zpětná diference

Věta 8.15. Necht’ f ∈ C2([x−1, x0]) a h = x0 − x−1. Pak pro tzv. zpětnou konečnou diferenci plat́ı:

f ′(x0) =
f(x0)− f(x−1)

h
+O(h). (8.21)
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D̊ukaz. Důkaz je analogický. Do Taylorova rozvoje v bodě x0 dosad́ıme x = x−1:

f(x−1) = f(x0) + f ′(x0)(x−1 − x0) +
f ′′(ξ)

2
(x−1 − x0)

2 = f(x0)− hf ′(x0) +
h2

2
f ′′(ξ).

Úpravou opět źıskáme chybu řádu O(h).

8.2.1.3 Centrálńı diference pro prvńı derivaci

Věta 8.16. Necht’ f ∈ C3([x−1, x1]) a uzly x−1, x0, x1 jsou ekvidistantńı s krokem h. Pak pro tzv. centrálńı

konečnou diferenci plat́ı:

f ′(x0) =
f(x1)− f(x−1)

2h
+O(h2). (8.22)

D̊ukaz. Sestav́ıme dva Taylorovy rozvoje v bodě x0, tentokrát do třet́ıho řádu:

f(x1) = f(x0) + hf ′(x0) +
h2

2!
f ′′(x0) +

h3

3!
f (3)(ξ1)

f(x−1) = f(x0)− hf ′(x0) +
h2

2!
f ′′(x0)−

h3

3!
f (3)(ξ2),

kde ξ1 ∈ [x0, x1] a ξ2 ∈ [x−1, x0]. Odečteńım druhé rovnice od prvńı dostaneme:

f(x1)− f(x−1) = 2hf ′(x0) +
h3

6
(f (3)(ξ1) + f (3)(ξ2)).

Po přerovnáńı źıskáme výraz pro chybu:∣∣∣∣f(x1)− f(x−1)

2h
− f ′(x0)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣h2

12
(f (3)(ξ1) + f (3)(ξ2))

∣∣∣∣ = O(h2).

Dı́ky symetrické volbě bod̊u se členy s druhou derivaćı vyrušily, což vedlo k vyšš́ımu řádu přesnosti.

8.2.1.4 Aproximace druhé derivace

Věta 8.17. Necht’ f ∈ C4([x−1, x1]) a uzly x−1, x0, x1 jsou ekvidistantńı s krokem h. Pak pro tzv. centrálńı

konečnou diferenci druhé derivace plat́ı:

f ′′(x0) =
f(x1)− 2f(x0) + f(x−1)

h2
+O(h2). (8.23)

D̊ukaz. Vyjdeme z Taylorových rozvoj̊u do čtvrtého řádu:

f(x1) = f(x0) + hf ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0) +

h3

6
f (3)(x0) +

h4

24
f (4)(ξ1)

f(x−1) = f(x0)− hf ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0)−

h3

6
f (3)(x0) +

h4

24
f (4)(ξ2).

Tentokrát obě rovnice sečteme. Členy s prvńı a třet́ı derivaćı se vyruš́ı:

f(x1) + f(x−1) = 2f(x0) + h2f ′′(x0) +
h4

24
(f (4)(ξ1) + f (4)(ξ2)).

Vyjádřeńım f ′′(x0) a úpravou źıskáme chybu řádu O(h2).

Poznámka 8.18. Řád přesnosti aproximace druhé derivace záviśı na hladkosti funkce. Pokud by funkce f byla

pouze tř́ıdy C3, aproximace by měla řád přesnosti pouze O(h).
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8.2.1.5 Obecná konstrukce konečných diferenćı

Doposud jsme odvodili několik základńıch vzorc̊u. Následuj́ıćı věta a jej́ı konstruktivńı d̊ukaz ukazuj́ı, jak lze

systematicky odvodit formuli libovolného řádu přesnosti pro libovolnou derivaci.

Věta 8.19. Necht’ jsou dány ekvidistantńı uzly xi = x0 + ih pro i = −m1, . . . ,m2 (celkem n + 1 bod̊u, kde

n = m1 + m2). Pokud je funkce f ∈ Cn+1(⟨x−m1
, xm2

⟩), pak existuje konečná diference pro aproximaci k-té

derivace v bodě x0 s řádem přesnosti n+ 1− k pro k = 1, . . . , n.

Konstruktivńı d̊ukaz. Princip konstrukce spoč́ıvá v nalezeńı takové lineárńı kombinace funkčńıch hodnot f(xi),

která po dosazeńı Taylorových rozvoj̊u vyeliminuje všechny derivace kromě té požadované. Rozeṕı̌seme si celkem

n = m1 +m2 Taylorových rozvoj̊u pro funkci f v bodech xi = x0 + ih pro i ∈ {−m1, . . . ,m2}, i ̸= 0. Středem

všech rozvoj̊u je bod x0. Pro přehlednost budeme značit fj = f(xj) a f
(k)
0 = f (k)(x0).

f−m1
= f0 + (−m1h)f

(1)
0 + · · ·+ (−m1h)

n

n!
f
(n)
0 +

(−m1h)
n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ−m1

)

f−m1+1 = f0 + ((−m1 + 1)h)f
(1)
0 + · · ·+ ((1+1)h)n

n!
f
(n)
0 + . . .

...

fm2
= f0 + (m2h)f

(1)
0 + · · ·+ (m2h)

n

n!
f
(n)
0 +

(m2h)
n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξm2

)

Hledáme takové koeficienty αi, aby jejich lineárńı kombinace
∑

i ̸=0 αifi dala aproximaci k-té derivace. Konkrétně

požadujeme, aby po sečteńı vynásobených rozvoj̊u byly koeficienty u derivaćı f
(j)
0 nulové pro j ̸= k a koeficient u

f
(k)
0 byl roven jedné. Tento požadavek vede př́ımo na soustavu n lineárńıch rovnic pro n neznámých koeficient̊u

αi kde i ∈ {−m1, . . . ,−1, 1, . . . ,m2}.


(−m1) (−m1)

2/2! . . . (−m1)
n/n!

(−m1 + 1) (−m1 + 1)2/2! . . . (−m1 + 1)n/n!
...

...
. . .

...

(m2) (m2)
2/2! . . . (m2)

n/n!




α−m1

α−m1+1

...

αm2

 =



0
...

1/hk

...

0


← k-tá pozice

Po vyřešeńı této soustavy (jej́ıž matice je regulárńı) źıskáme koeficienty αi a výsledný aproximačńı vzorec je:

f (k)(x0) ≈
m2∑

i=−m1,i̸=0

αif(xi)

Chyba této aproximace je dána součtem zbytkových člen̊u z Taylorových rozvoj̊u:

Chyba =
∑
i ̸=0

αi
(ih)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξi)

Z tvaru soustavy je vidět, že řešeńı αi je úměrné 1/hk. Celková chyba je tedy řádu:

Chyba ∼ O(h−k) ·O(hn+1) = O(hn+1−k).

To odpov́ıdá tvrzeńı věty.

Poznámka 8.20. Všiměme si, že dostáváme stejnou přesnost n+1−k jako při odvozeńı pomoćı interpolačńıho

polynomu.
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8.3 Shrnut́ı

Následuj́ıćı tabulka shrnuje odvozené vzorce a porovnává minimálńı požadavky na hladkost funkce f pro zaručeńı

daného řádu chyby při odvozeńı pomoćı Lagrangeova polynomu a Taylorova rozvoje.

Diference Vzorec k r Předpoklady (f ∈ Cm)

Lagrange / Taylor

Dopředná f(x1)−f(x0)
h 1 1 C3 / C2

Zpětná f(x0)−f(x−1)
h 1 1 C3 / C2

Centrálńı f(x1)−f(x−1)
2h 1 2 C4 / C3

Centrálńı f(x1)−2f(x0)+f(x−1)
h2 2 2 C6 / C4

Viděli jsme dva hlavńı př́ıstupy k odvozeńı vzorc̊u pro numerickou derivaci:

• Pomoćı interpolačńıho polynomu: Tento př́ıstup je obecněǰśı, ale technicky pracněǰśı a pro d̊ukaz

řádu chyby vyžaduje vyšš́ı hladkost funkce.

• Pomoćı Taylorova rozvoje: Tento př́ıstup je pro ekvidistantńı uzly jednodušš́ı, názorně ukazuje vztah

mezi řádem přesnosti a hladkost́ı funkce a vystač́ı si se slabš́ımi předpoklady.

Odvozené vzorce, zejména centrálńı diference, jsou základńım stavebńım kamenem pro metodu konečných dife-

renćı, která se hojně využ́ıvá při řešeńı diferenciálńıch rovnic.

8.4 Otázky

• Jaké jsou dva hlavńı zp̊usoby odvozeńı vzorc̊u pro konečné diference a jaké jsou jejich výhody a nevýhody?

• Jaký je vztah mezi počtem použitých uzl̊u, řádem derivace a řádem přesnosti výsledného vzorce?

• Proč je centrálńı diference pro prvńı derivaci přesněǰśı než dopředná nebo zpětná?

• Jak byste obecně zkonstruovali formuli pro třet́ı derivaci pomoćı čtyř bod̊u?
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