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Historicky kontext a uvod

Numerickd matematika je samostatnou disciplinou aplikované matematiky, kterd se zabyva ndvrhem, analyzou
a praktickou realizaci algoritmu pro feSeni matematickych tiloh pomoci poéitace. Typickym rysem numerickych
metod je, Ze poskytuji pouze pribliznd Tesent, kterd se snazi co nejlépe priblizit teoretickému (Gasto nezndmému)
vysledku s garantovanou nebo odhadnutelnou chybou.

Historie numeriky

Poéatky numerické matematiky sahaji hluboko do historie — jiz staff Babyléiiané a Egyptané pouzivali praktické
algoritmy k vypoc¢tum odmocnin nebo FeSeni rovnic. Za prvni ,numerické metody“ lze povazovat napiiklad
Eukleidiiv algoritmus pro vypocet nejvétstho spoleéného délitele nebo metody pouzivané Ciiiany ve 3. stoleti

pro feseni soustav linearnich rovnic.

Skutecny rozvoj numerické matematiky vsak nastal az s prichodem elektronickych pocitacu ve 20. stoleti.
Potieba tesit slozité inzenyrské, fyzikalni ¢i ekonomické problémy vedla ke vzniku novych algoritmu, teorii
stability a aproximace a celé fady specializovanych metod (napf. metody koneénych prvku, rychlé transformace,

adaptivni integrace apod.). Numerika se tak stala nepostradatelnym ndstrojem moderni védy a techniky.

Predmét a cil kurzu

V tomto kurzu se zaméiime na klicové numerické metody, které se pouzivaji pii feSeni béznych matematickych

problému vznikajicich v aplikacich. Konkrétné se budeme vénovat:
e feSeni soustav linedrnich rovnic,
e vypoctu (¢dsti) spektra matic,
e feSeni nelinearnich rovnic a soustav,
e interpolaci funkei a konstrukci aproximaénich metod,
e numerickému vypoctu derivaci a integrala.
Ve vsech téchto oblastech nas bude zajimat:
e jak metoda funguje (algoritmicky princip),
e jak je presnd (odhad chyby),
e jak je stabilni (citlivost na chyby v datech nebo aritmetice),
e jak je efektivni (pocet operaci, paméfova nérocnost),
e a zda je jeji pouziti v dané situaci vhodné.

Numerické metody jsou navrzeny tak, aby byly co nejodolnéjsi vucéi chybdm zpusobenym omezenou piresnosti
pocitacové aritmetiky, a zaroven aby bylo mozné vysledek spocitat v rozumném case. Zasadnim aspektem je

proto i pochopeni zdkladnich principu numerické stability a podminénosti wloh.



Organiza¢ni poznamky

Tento studijni materidl vznikl na zdkladé pozndmek docenta Tomése Oberhubera na FJFI CVUT v roce
2024/2025. Doplnény byly o poznatky z doprovodnych videf k pfedndsce dostupnych na YouTube, zaddné dalsi
zdroje nebyly vyuzity.

Zdrojové kédy k vybranym metoddm poskytuje docent Oberhuber na adrese:
https://gitlab.com/oberhuber.tomas/fjfi-num-src

Kéd lze stdhnout pomoci piikazu: git clone git@gitlab.com:oberhuber.tomas/fjfi-num-src.git nebo

prostiednictvim tlac¢itka Download na dané strance.
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Kapitola 1

Linearni algebra pro numeriku

1.1 Zakladni pojmy

1.1.1 Vektory

Definice 1.1. Usporddanou n-tici ¢isel z; € C Vi € n nazeme vektorem a piSeme
Z1

Z2
e C".

8
Il

Tn

Definice 1.2. Scitani vektoru a nasobeni vektoru ¢islem definujeme po slozkach, tj. VZ,y € C" a Va € C plati

T1+ Y1 azry

r+y= : R o

Tn + Yn QTy,

1.1.2 Matice

Definice 1.3. Matici s rozméry m X n rozumime tabulku s m fadky a n sloupci hodnot a;; € Ckde i € m, j € 7.
Piseme
ail ce A1n
A= + -~ [eC™

aAm1 .- Qmn
Definice 1.4. Sé¢itani matic a nasobeni matic ¢islem definujeme po slozkach, tj. VA,B € C™™ a Va € C plati

a1 + b1y ... aip +bin aai; ... Qain
A+B= : . ; , a-A=

A1 +bm1 - - G+ bn A1 ---  Qmn

Definice 1.5. Necht A € C™" B ¢ C™P. Souéinem A a B nazveme matici typu m x p, znaéime ji AB a

definujeme

[ABJi; =) AupBy; Vi€ m,je .
k=1

11



12 KAPITOLA 1. LINEARNI ALGEBRA PRO NUMERIKU

Véta 1.6 (vlastnosti sou¢inu matic). Necht A € C™" B € C™P,M € CP-*. Ndsoben{ matic md ndsledujici

vlastnosti:
1. Je asociativni, tj. plati, ze (AB)M = A(BM),
2. Je distributivni vuéi séitani matic, tj. plati, ze A(B 4+ M) = AB + AM,
3. Neni obecné komunitativni, tj. plati, ze AB # BA.
Diikaz. Je tieba zkontrolovat rozmeéry, ndsledné plyne trividlné z definice, viz str. 81 [1]. Nezkousf se. O

Definice 1.7. Necht A € C™™. Pak determinantem matice A nazveme &islo

det A = Z sgn - Alﬂ'(l) . Agﬂ(g) et Amr(n)
TESH

kde S,, je mnozina vech permutaci na 7 a sgnm = (—1)I~, kde I, je pocet inverzi v 7.

Véta 1.8 (determinant trojihelnikové matice). Necht A € C™" je dolni, resp. horn{ trojihelnikovd matice. Pak
det A = Au . Agg et Ann

Diikaz. Ziejmé lze vybirat jen diagonalni prvky, jinak bude ¢len sumy v definici determinantu nulovy. Podrobnéji

viz strana 27 v [1]. Nezkousi se. O

Definice 1.9. Necht A € C"™". Pak

e matice transponovana k matici A je typu n x m, znaéi se AT a Vi € f, j € i spliiuje

[AT],; = A5

)

e matice komplexné sdruzena k matici A je typu m x n, znaéi se A a Vi € 1, j € f spliiuje

[A],; = Ay

iJ

e matice hermitovsky sdruzena k matici A je typu n x m, znaéf se A” nebo A* a Vi € i, j € 1 splituje

[A*]ij = Aji
Véta 1.10. Necht A € C™", B € C™P. Potom plat{
1. (AB)" =BTAT
2. AB=AB
3. (AB)" = B*A*
Diikaz. Lze trividlné ovérit z definice maticového nasobeni pro ij-ty prvek. Nezkousi se. O

Definice 1.11. Necht A € C™". Hodnost (rank) matice A znac¢ime h(A) nebo rank (A) a definujeme jako

maximélni poc¢et nenulovych subdeterminantnu ruzného fadu vybranych z matice A.
Pozndmka 1.12. Tato definice se lis{ od definice z Linearn{ algebry 1, viz [1].

Definice 1.13. Necht A € C™". Obraz (range) matice A je vektorovy prostor, definovany jako

range (A) = {AZ e C™ |F € C™}
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Definice 1.14. Nechf A € C™". Jadro (kernel) matice A je vektorovy prostor, definovany jako

ker (A) ={Z € C™ |AZ = O}

Véta 1.15. Necht A € C™". Potom plati
1. rank (A) = rank (AT)
2. rank (A) = rank (A*)
3. rank (A) 4+ dim (ker (A)) =n

Diikaz. Dukazy téchto tvrzeni jsou pomérné slozité, viz strana 74 a 93-95 [1]. Nezkousf se. O

Definice 1.16. Ctvercovou matici A € C™" nazveme reguldrni pravé tehdy kdyz h(A) = n. V opacném

ptipadé se A nazyvé singularni.

Definice 1.17. Ctvercovou matici A € C™" nazveme silné regularni pravé tehdy kdyz plati

det (au) £ 0,

ailr a2

det #0,
a21 Aa22

a1l a2 ais

det | ao1 age ags | #0,

az1 asz ass

det A # 0.

Definice 1.18. Ctvercovou matici A € C™" nazveme diagonalni, pravé tehdy kdyz Vi,j € n, i # j plati

Q5 = 0.

Definice 1.19. Jednotkovou matici myslime diagonalni matici takovou, ze V¢ € 7 plati a;; = 1. Znacime I.
Véta 1.20. Necht A € C™" je reguldrni matice. Potom k ni existuje prdvé jedna takovd matice B € C™", Ze
plati AB = BA = I. Matici B nazveme inverzni k A a znaéime A~'.

Dikaz. Dukaz viz strana 14 [2]. Nezkous{ se. O

Definice 1.21. Blokova matice je takova matice, jejiz prvky jsou matice. Pfitom prvky blokové matice ve
stejném sloupci musi mit stejny pocet sloupcu a ve stejnych fadcich musi mit stejny pocet fadku. S¢itani matic,

nasobeni matice ¢islem i sou¢in matic je definovano standardné.
Definice 1.22. Ridka matice je takova matice, jejiz vétsina prvku je nulové.

To umoziiuje Setiit pamét, neb mizeme uklddat jen nenulové hodnoty.

1.1.3 Skalarni soucin

Definice 1.23. V numerické matematice budeme uvazovat standardni skaldrni souéin definovany V Z, i € C™

n
@9 == e
=1
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Véta 1.24 (vlastnosti skalarniho souc¢inu). Pro takto definovany skaldrni sou¢in a VZ, ¢, Z € C", Va € C ziejmeé
plati néasledujici vlastnosti:
1. (,@)>0a (£,%) =0 < &=0 (pozitivni definitnost)

2. (#,9) = (¢, %) (hermitovskost)

3. (aZ+74,2) = (&, 2) + (¢, 2) (linearita v pronim argumentu)
Diikaz. Plyne pfimo z definice. Nezkousi se. O

Véta 1.25 (Cauchyho-Schwartzova nerovnost). Necht Z, i € C™. Potom plati
(&P < (&%) (7,9
Diikaz. Viz str. 79 [2]. Nezkous{ se. O

Véta 1.26. Necht Z, 4 € C". Potom plati

Dikaz. (AZ, ) = (AZ)Ty = #TATy = ZTATy = ZT Ay = (2, A* ) O

1.1.4 Normalni matice

Definice 1.27. Necht A € C™". Potom A nazvu
e normalni <= AA* = A*A,
e samosdruzenou/hermitovskou <= A* = A,
e izometrickou/unitdrni <= A* = A~L.

Poznamka 1.28. Je-li matice A € C™" samosdruzend/hermitovskd, je také normalni.

Dikaz. AA* = AA = A*A O
Pozndmka 1.29. Je-li matice A € C™" izometrickd/unitarni, je také normalni.

Ditkaz. AA* = AA~' =T=A"1A = A*A O

Poznamka 1.30. Jednotkova matice I je hermitovska i unitarni.
Véta 1.31. Necht A,B € C™" jsou unitdrni. Potom plati

1. AB je unitarni,

2. |det A] =1.
Diikaz 1. (AB)(AB)* = ABB*A* = ABB !A~! = ATA"! = AA~! =1 = (AB)* = (AB)! O
Dukaz 2. Muzeme postupné psat .
det A = det A* 2 det A~} = oA

kde prvni rovnost plyne z faktu, ze transpozice ani komplexni sdruzeni nemaji na hodnotu determinantu vliv,
a druha rovnost plyne z unitarnosti matice A. Tato rovnost je v R naplnéna pro detA = +1 a v C pro
|det A| = 1. O
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Véta 1.32. Necht U € C™" je unitdrni matice. Potom jsou jeji sloupce ortonormalni.

Dikaz. 6;; = Li; = [U*U)y; = Sp_, Ui Uk = > 10—, UgUx; = (U, U.;). Z tohoto vyrazu vyplyvd, ze souéin
dvou sloupcu je 1 jen tehdy, kdyz jde o soudin sloupce se sebou samym, coz odpovida definici ortonormality.
Analogie plati pro radky. O

1.1.5 Trojuhelnikové matice

Definice 1.33. Necht A € C*". Matici A nazvu dolni trojihelnikovou pravé tehdy kdyz Vi,j € 7, j > i
platl’ Q5 = O7 tj.

ail O O
a21 Q22
A =
0
Gpl  an2 Ann

Naopak A nazvu horni trojihelnikovou pravé tehdy kdyz Vi, j € n, j < i plati a;; = 0, tj.

a11 Q@12 ... Qin
0 aso ... Q2p

A =
0 ... 0 apn

Véta 1.34 (soucin trojihelnikovych matic). Necht A, B € C™" jsou dolni, resp. horn{ trojihelnikové matice. Po-
tom matice AB je dolni, resp. horni trojihelnikova. Pfitom méa na diagondle souc¢in odpovidajicich diagonélnich

prvka.

Diikaz. Oznatme si matici AB := C. Chceme dokézat, ze pro j > i je nutné C;; = 0. Z definice maticového

nasobeni plati
n
Cij = > AuBy;
k=1

Vime, ze Ay, = 0 pro i < k (tj. pro k =i+ 1,...,n), protoZze A je dolni trojihelnikovd. Stejné tak vime, ze
Br; = 0 pro k < j (tj. pro k = 1,...,5 — 1, coz mize nejhtife dopadnout jako k = 1,...,4, protoze hodnotu
C;; urcujeme v bodé, kde i < j). Dohromady dostdvame, ze C;; bude 0 je-li ¢ < j. Pro Cj; stejnymi dvahami

dojdeme k tomu, ze

Cii = > AuBr = AuBy;
k=1
O

Véta 1.35 (inverzni matice k trojihenikové matici). Nechf A € C™"™ je reguldrn{ dolnf, resp. horn{ trojihelnikova
matice. Potom A~! je dolni, resp. horn{ trojihelnikové matice a jeji diagondlni prvky jsou pfevracené hodnoty

puvodnich diagonalnich prvkiu.

Diikaz. Piedpokladejme, Ze A je dolni trojihelnikova a A~1 je k nf inverzni. Pro spor budeme déle pfedpoklddat,
ze A™! neni dolni trojihelnikovd, tzn. 34,j € n, i < j takové, Ze A;jl # 0. Volme i,j € n tak, ze pro dané i

najdeme prvek A;jl s co nejvyssim j. (Jinymi slovy volme posledni nenulovy prvek v i-tém réddku.)
n
Lij=[ATTA] = Y AR A = A A + AR Mgy + -+ A A + -+ ALTA,
k=1

Nejdiive si uvédomme, ze prvek A;; je jisté nenulovy. Kdyby byl nenulovy, pak m4 trojihelnikové matice A na

diagondle nulu, nemuze byt reguldarni a nemuze tak existovat k ni inverzni. Prvek Ai_jl jsme volili tak, aby byl
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nenulovy. Dohromady tedy A;lejj # 0. Protoze A;jl byl posledni nenulovy v i-tém fadku matice A~!, ¢leny
sumy napravo od néj budou nulové, protoze Afkl =0prok=j+1,..,n. Naopak A;; je prvni nenulovy v j-tém
sloupci matice A, (protoze A je dolni trojihelnikova a A;; je diagondlni prvek). Cleny sumy nalevo od néj tedy
budou nulové. Dostavame

Lj=0+A;'Aj;; +0#0

To je spor s vlastnostmi jednotkové matice I. Druhd ¢ést véty pak vyplyva z véty 1.34 kdyz se zaméifime na
vyraz AA~1 = 1. O

Trojihelnikové matice jsou v numerice dtlezité z diivodu pamétové efektivity. Pokud vime, Ze budeme pracovat
jen s trojuhelnikovymi maticemi, muzeme uSetfit polovinu paméti. Nyni navic vime, Ze operace jako soucin a

inverze trojihelnikovost zachovavaji.

1.1.6 Vlastni cisla a podobnost

Definice 1.36. Nechf je ddna matice A € C™". Cislo A € C nazveme vlastnim &islem (eigenvalue) matice
A, pokud existuje vektor & € C", & # 0, takovy, ze AZ = AZ. Vektor Z nazveme vlastnim vektorem matice A
piislusnym vlastnimu ¢islu A. Mnozinu vlastnich ¢isel matice A nazveme spektrem matice A a znacime o(A).
Cislo p(A) definované

A) = A
p(A) Arél%)\ |

nazyvame spektralnim polomérem matice A.

Definice 1.37. Necht A € C™". Zobrazeni py : C — C definované V¢ € C jako py(t) = det(A — ¢tI) nazyvéame
charakteristickym polynomem matice A.

Véta 1.38 (vlastni ¢&isla a charakteristicky polynom). Necht A € C™". Pak A € o(A) pravé tehdy kdyz
pa(A) = 0. Jinymi slovy, A je vlastnim ¢islem matice A préavé tehdy kdyz A je kofenem charakteristického

polynomu.

Dikaz. A € o(A) <= 3T € C", & # 0 takové, ze AT = \T <= 37 € C", @ # 0 takové, ze (A — AT =
0 <= homogenni soustava s matici (A — AI) m4 netrividni fesen{ <= matice (A — AI) je singuldrni <=
det(A — M) =0 <= pa(A) =0. O

Véta 1.39 (vlastni &isla trojihelnikové matice). Necht A € C™™ je dolni, resp. horni trojiihelnikovd matice.

Pak jsou jeji vlastni ¢isla rovna jejim diagonalnim prvkim.

Dikaz. Plyne z véty 1.8 o determinantu trojihelnikové matice a véty 1.38 o vztahu vlastnich ¢isel a charakte-

ristického polynomu. Nezkousi se. O

Definice 1.40. Necht A € C™" a X\ € o(A). Algebraickou nésobnosti v,(\) vlastnfho ¢isla A\ nazvme
néasobnost A jakozto kofene charakteristického polynomu ps. Geometrickou nasobnosti v4(\) nazveme pocet

linearné nezavislych vlastnich vektoru piislusnych k vlastnimu ¢islu .

Definice 1.41. Nechf A, B € C™". Matici A nazvu podobnou matici B pravé tehdy, kdy# existuje reguldrn{
matice X fadu n takovd, ze A = X 'BX. Tuto operaci nazyvdme podobnostni transformaci matici X.

Poznamka 1.42. Podobnost je ekvivalence na mnoziné ¢tvercovych matic tadu n, tj. pro A, B, M € C™" plati
1. Reflexivita: A je podobnd sdma sobé,
2. Symetrie: je-li A podobna B, potom je i B podobnd A,

3. Tranzitivita: je-li A podobna B a B podobna M, je i A podobnéd M.
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Dukaz. Dukaz plyne jednoduSe z definice podobnosti. Trvzeni o symetrii se napt. dokaze snadnymi ekviva-
lentnimi tpravami: A = X7 !BX <= XA = BX <= XAX~! = B. Tentokrat je matici podobnostni transfor-
mace matice X~ 1. O
Véta 1.43 (vlastnosti podobnych matic). Necht A, B € C™", A je podobnd B. Potom plati

1. pa = pp, tudiz i o(A) = o(B) a v2(A\) = vB()\) pro kazdé X € o(A),

2. vi(A) = v (A) pro kazdé X € o(A),

3. det A = detB
Diikaz. Vlastnosti plynou trividlné z definic jednotlivych objektt, viz strana 47 [2]. Nezkous{ se. O

Poznamka 1.44. Implikaci ve vété 1.43 o vlastnostech podobnych matic nelze obratit, tj. i pfes to, ze maji dvé
matice stejné charakteristické polynomy, stejna spektra i stejné algebraické a geometrické nasobnosti, nemusi

existovat reguldrni matice X zprostiedkovéavajici podobnostni transformaci.

Definice 1.45. Necht A € C™". Matici A nazveme diagonalizovatelnou, pokud je podobnd diagonalni matici,
tj. existuje diagonalni matice I a reguldrni matice X takové, ze A = XDX 1.

Véta 1.46 (diagonalizovatelnost a nasobnosti). Nechf A € C™". Potom matice A je diagonalizovatelnd pravée
tehdy kdyz VX € o(A) plati v4(X) = v4(N).

Duiikaz. Dukaz tohoto tvrzeni vyzaduje vétsi teoretickou piipravu. Lze ho zapsat jako dusledek vét 3.19 a 3.28
z [2]. Nezkous{ se. O

Véta 1.47. Necht A € C™™ a Ay, ..., )\, jsou vSechna jeji vzdjemné riznd vlastni ¢isla. Pak existuje reguldrnf

matice X takova, ze A je podobnd matici J v Jordanové kanonickém tvaru, kde

1
5V

S2

1)

Tzv. Jordanovy bloky J¥ pro k € p,i € 8 jsou tvaru

Pfitom matice J je az na poradi bloku déna jednoznaéné.

Poznamka 1.48. Véta o Jordanové kanonickém tvaru nam jistym zpusobem rozsifuje vétu 1.46 o diagonali-
zovatelnosti a nasobnostech. Ne kazda ¢tvercova matice je podobna diagondlni matici, kazdéd ¢tvercova matice
je ale podobnd matici v Jordanové kanonickém tvaru. Je-li matice pfimo podobnd diagonalni matici, pak jsou

Jordanovy bloky jednoprvkové matice obsahujici pouze vlastni ¢isla a vymizi jedicky nad diagonalou.
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1.2 Rozklady matic

Véta 1.49 (o rozkladu na dolni a horni trojihelnikovou matici). Kazdou silné reguldrni matici A lze jedno-
znaénym zpusobem vyjddiit ve tvaru A = LDR, kde L je (levd) doln{ trojihelnikovd matice s 1 na diagonéle,
R je (pravd) horni trojihelnikovd matice s 1 na diagonéle a D je diagondln{ matice.

Diikaz. Budeme postupovat indukei, necht tedy n = 1. Potom A = (all) =1-a;;-1,kde L = (1), D= (all)

aR= (1)7 coz jsou matice spliujici pozadavky véty. Nyni provedeme indukéni krok od n — 1 — n. Oznac¢me si

kde A € C"~17=1 Podle indukéniho predpokladu umime vytvotit rozklad A = LDR. Ten muzeme zapsat ve

tvaru soucinu matic

A =LDR

i @\ (L o\(b 0\(&k A\ (L 0\(BR BF\ (LBR Lbr
a o) e 1)\ s)\or o) T\ 1) \or 5 ) T \rbR Bras)

kde [T ,0 a 7 nezname. Postupné si je tedy vyjadiime

7=LDFf = 7=D"'L" ',
T =ITDR = [T = ¢TD 'R,

a=1"DF +6 = 6 =a—ITDF.

Vyjdeme-li z indukéniho predpokladu, tj. Ze zname rozklad A = LDR, ziskdvame vSechny neznamé a umime
spocitat rozklad A = LDR, coz jsme chtéli dokazat. Takovy rozklad tedy jisté existuje, nyni dokazeme jeho

jednoznaénost. Necht existuji dva riizné rozklady.
A =LDR =LD'R’
_ L/—lLD _ D/R/R/—l
Je vhodné poznamenat, Ze inverzni matice ur¢ité existuji, protoze jde o trojihelnikové matice s 1 na diagonadle,
které jsou tudiz jisté regularni. Na levé strané rovnice méame dolni trojihelnikové matice, na pravé strané horni
trojihelnikové matice. Protoze se tyto strany musi rovnat, musi sou¢iny na kazdé strané dat diagonalni matici.
Zaroven vime, ze L'~', L, R’ a R’~! majf na diagonale jen jednicky, proto prvky na diagonale ovliviiuji jen D a
I’. Dostdvdme rovnost D = D’. Tento postup opakujeme.
A=LDR =LDTR

— L/_lL]D) — D/R/Rl—l

— L/—IL — D/R/Rl—lD—l
Stejnou uvahou jako vyse zjistime, Ze na obou stranach rovnice musime mit diagonalni matice. Protoze navic

L/~ i L maji na diagondle 1, plat{ L'~'L = I, odkud uz zfejmé L = L’. Ctenéf analogicky dokaze rovnost R a
R’ O

Poznamka 1.50. LDR rozklad neni podobnostni transformace, tudiz na diagonale D nejsou vlastni ¢isla A.
Kdyby mélo jit o podobnostni transformaci, muselo by platit, ze R je inverzni k L, tedy ze L. = R™!. Podle véty
1.35 by tak ale bud’ obé matice musely byt horni trojiihelnikové, nebo obé dolni trojihelnikové. Protoze maji 1

na diagonale, muselo by jit o identitu a v takovém pfipadé by nam véta jen fikala, ze A =D, tzn. ze A uz je v
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diagondlnim tvaru, coz neni moc uzite¢na informace.

Definice 1.51. Householderovou reflekéni matici (elementarni unitdrni matici) nazeme kazdou matici Hg

tvaru

Hy =1 — 2ww*,
kde 0 je Householderuv vektor, pro ktery plati{ ||@]||s = +/ (W, W) = 1.

Poznamka 1.52. Vyraz ww* se dé prepsat jako

w1 wiwy ... WiWp
vt = | - (171 T}n) =
W, WpW1 ... WRWy
o C ey
Pro ij-ty prvek tedy plati (ww*),; = ww;.

Véta 1.53. Householderova reflekéni matice je hermitovska a unitdrni.

Dukaz. Postupné dokézeme obé vlastnosti.

o hermitovskost (Hg L HY) « HYf =1 — 2(ww*)* =1 — 2(0*)*w* =1 — 20w+ = Hyg

s g
o unitarita (H:Bl < HY) : Dokazeme, ze I = HgzHY; = HHz. Potom z toho, co vime o inverznich maticich
bude jisté platit, ze ; = Hﬂ;l.

HgH% = HgHg = (I — 20w*) (I — 200*) = [ — 400" + 40 0™ = T — 4w 4 4aad* =1,

* X%

kde jsme v rovnosti oznacené * vyuzili jiz dokdzanou hermitovskost. Rovnost oznacend vyplyva z

pozndmky 1.52 resp. z definice Householderova vektoru a jeho normalizace. Ziejmé w*w = (W, @) = 1.

O
Véta 1.54. Necht U € C™" je unitédrn{ matice. Pak [|UZ||2 = ||Z]|2. Jinymi slovy unitdrni matice zachovévaji
normu.
Diikaz. ||UZ||3 = (UZ,UZ) = (Z,U*U7) = (&, U-'UZ) = (Z,17) = (7, 7) = ||Z||3 O

Véta 1.55 (vyznam Householderovy reflekéni matice). Necht H je Householderova reflekénf matice a v € C".
Pak vektor Hz¥ je zrcadlovy obraz vektoru ¢ podle nadroviny L := {Z € C" | w*Z = (#,w) = 0} v tom smyslu,

ze plati
L |[Hg]|2 = [|9]]2,
2. (Hgzv+7) €L,

3. (Hgo — ) L L.

Dikaz 1. Matice Hgz je unitarni, tudiz jde o dusledek véty 1.54. O
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Dikaz 2.
(Hgt' + 7) € L < (Hzv + ¢,w) =0,
(I — 2ww*)v + ¥, W) = 0,
(U — 20w v + U, W) = 0,
(20 — 2u0(¥, W), W) = 0,
2(0, W) — 2(w, W) (v, W) =0,
2(0, W) — 2(7,w) =0,
0=0,
kde prvni ekvivalence vyplyvé z definice nadroviny L. (Do té pati{ vSechny vektory Z kolmé na .) O
Dikaz 3.
(Hgt —v) L L < VZ € L plati (Hzt — ¥,Z) =0,
(I = 20w )v — ¥, &) =0,
(U — 20w* 0 — ¥, %) =0,
—2(Ww* v, &) = 0,
—2F* Wt v = 0,
—2(w, Z) (v, W) = 0,
—2-0- (¥,d) =0,
0=0,
protoze vime z definice nadroviny L, ze V& € L plati (Z, @) = 0. O

Obréazek 1.1: vyznam Householderovy reflekéni matice

Poznamka 1.56. Protoze plati Hy = Hj; = H;jl, pii druhé aplikace transformace dostdvame opét puvodni
vektor (HgHg7 = HgH'd = I = 7).

Véta 1.57. Necht A € C™" a X € o(A). Potom IH; takovd, ze HzAHge, = \é.
Dikaz. HzAHge, = \é1 — AHge; = )\H:DleH = MHgzé, = Hger je vlastni vektor A piislusny vlastnimu

¢islu A\. Oznacme si jej & := Hgzé,. Abychom dokézali existenci Hz ukazeme, jak pro dané A a A volit 0,

pricemz pro dané A zname &. Z véty 1.55 o vyznamu Householderovy reflekéni matice vime, ze Vi € C™ plati
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(Hgy —¢) L L, tedy i (Hgey, — é1) L L, resp. (£ — 1) L L. Volme tedy
W=
|

Takto zvolené w ziejmé splni podminky z véty 1.55 a zaroven je normované na 1, coz pozaduje definice House-

T —€e
T —

el

holderova vektoru. O

Poznamka 1.58. Podivejme se nejdiiv na to, co vlastné vyraz HgzAHzé| déld. Ozna¢me si matici HzAHg =
A’. Vsiméme si, ze jde o podobnostni transformaci, jelikoz z hermitovskosti a unitarity H plati Hg = HY; = Hq})l
a proto A’ = HzAHg = HJ,AH:EI. Matice A’ mé tedy na diagondle vlastni ¢isla A. Z definice maticového
néasobebi je dale zfejmé, ze soucin s prvnim vektorem standardni béze ,vyselektuje* prvni sloupec matice, tzn.

plati

Pro souc¢in HzAH;z; tim padem ale musi platit, ze vysledna matice méa tvar

! !
A oaly ... ai,
0 a at
22 ... Qop
HzAHz; =
! !
0 ape ... ap,

Bez pouziti Gaussovy eliminace se ndm povedlo zbavit se ¢isel v prvnim sloupci puvodni matice A. To je velmi

uziteé¢né a bude se nam v budoucnu hodit.

Véta 1.59 (Schurova). Necht A € C™™. Potom existuje unitdrn{ matice U € C™" takovd, ze A = U*RU, kde

R je horni trojihelnikova.

Dikaz. A = U'RU <= UA = RU <= UAU* = R, kde jiz bez rozepsani mezikroku vyuzivame unitaritu U,
tj. ze U* = U~!. Podle véty 1.57 vime, ze 3Hz, takovd, ze Hg,AHg€1 = A\1€] a nasledné podle poznamky
1.58, ze

MooF _
HgAHg, = | . _ | €C™, kde#, eC*tah eCcrin!
0 A

Na matici A; mizeme vétu 1.57 aplikovat znovu, tj. vime, ze JHgo takova, ze

=T
~ )\2 (%5

HaoAiHas = eCr bl kde ¥ € C* 2 a Ay € CP 212

0 A,

Potom zadefinujeme-li si matici Hgy jako

va =
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muzeme analyzovat soucin HgoH g, AH g Hgo:

1 07 ModT 1 0T N of 1 07
HQ2HE1AH61H1T/2: o~ o~ o~ = o ~ ~ o~ =

0 Hgo 0 A 0 Hgo 0 HgohA, 0 Hygo

A ot

A o '

= L =10 X 17’2T

0 HU72A1HUJ2 5 N -
0 0 A

Kdybychom nyni kroky opakovali, nakonec bychom dostali souc¢in
Hgpn-1Han—o ... HgoHg Allg Has ... Hg, oHg, 1 =R.

Kazdé z matic Hg; je unitarni a podle véty 1.31 je i soucin unitarnich matic unitarni. Proto muzeme jako nase
U do véty volit
U = Hanl H’lﬁl'

Staci uz jen dokdzat, ze Hg,_;...Hg; a Hgq ... Hg,_q jsou vzdjemé inverzni. To ale trivialné plyne opét z

unitarity H,, protoze
Hgn—1 - HeoHg He Has .. Hg, o1 = Hgpo1 . HagolHg Has .. Hg, 1 =

== H’lﬂn—l "'Hw2H1ﬁlH’lB2 "'Hwn—l = .. = ]I

Dohromady tedy dostdvdme UAU™! = R a na zaéatku dikazu jsme si ukézali, Ze je to ekvivalentni se znénim
véty, tedy A = U*RU. O

Poznamka 1.60. Je vhodné si vSimnout, ze tvrzeni Schurovy véty je podobnostni transformace, protoze
A = U*RU = U~'RU. Diilezité je, ze tato véta plati pro libovolné ¢tvercové matice, tzn. i ty, které nejsou diago-
nalizovatelné. Pokutou za to je to, ze nedostavame podobnost s diagonalni matici ale jen s horni trojihelnikovou
matici.

Poznamka 1.61. Vzhledem k tomu, Ze jde o podobnostni transformaci, ktera podle véty 1.43 zachovava vlastni

¢isla, musi mit matice horni trojihelnikova matice R podle véty 1.39 na diagondle vlastni ¢isla A.

Lemma 1.62. Nechf A € C™" je normaln{ trojtihelnikovd matice. Potom A je nutné diagondlni.

Diikaz. Budeme postupovat indkuci. Necht tedy n = 1. Potom A = <a11>, coz je diagondalni matice. Nyni
provedeme indukén{ krok od n — 1 — n. Bez tjmy na obecnosti nechf A je dolni trojihelnikovd matici. Tu

muzeme zapsat ve tvaru

A

T«

(=1

A= kde A e C" 11 5 e 1.

Kdybychom dokézali, ze A je normalni, byla by z indukéniho piedpokladu diagonélni. Pak jesté musime dokézat,
ze [ =0 a celd A bude diagondalni. Z piedpokladu véty vime, ze A je normdlni, tudiz musi platit AA* = A*A.

Rozepisme si tyto dva souciny.

A 0\ [A* 1 AA* Al
AA* = = _

T 0r @ ITA* T+ aw

A T\ (A 0O AA+IT ol
A*A = =

0" @) \I" a al”  oa
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Aby platila nomrélnost A, musi platit rovnost ITT + oi@ = oa. Ta nastane jediné za podminky, ze [= 0, coz je
jedna z véci, které jsme potiebovali ukdzat. Souciny si také muzeme dale upravit.

AA*+ 0T
AA =
aa
A*A+ 07T
A*A =
oo

Odtud ale vidime, ze matice A je rovnéz normalni, a podle indukéniho pfedpokladu tedy také diagonalni. Matice
A je tudiz také diagondlni. (TODO: 1épe vysvétlit logiku dukazu) O

Diisledek 1.63. Necht A € C™" je normalni. Potom existuje unitdrni matice U € C™" takovd, ze A = U*DU,

kde D je diagonalni matice. Je-li navic A hermitovskd, pak ma D na diagondle realné ¢cisla.

Diikaz. 7 Schurovy véty (1.59) jiz vime, Ze pro kazdou matici A € C™" existuje unitdrni matice U takovd, ze
plati A = U*DU. Schurova véta ndm nicméné o D fekla jen to, Ze je horni trojihelnikova. My budeme chtit
navic aplikovat lemma 1.62, potfebujeme ale nejdiiv ukédzat, ze za predpokladi normdlnosti A je i D normalni.
Pro D muzeme psat D = UAU*. Rozepisme si D* = (UAU*)* = (AU*)*U* = UA*U*. Potom

DD* = UAU*UA*U* = UAA*U*,

D*D = UA*U*UAU* = UA*AU* £ UAA*U*.
Vidime, Ze je-li A normdln{ (tuto vlastnost jsme potiebovali v rovnosti oznacené 1), je i D normélni. Potom
kombinaci tvrzeni Schurovy véty (D je trojihelnikovd) a pfedchoziho lemmatu (D je normélni) dostdvéme, ze
D je nutné diagonalni. Necht je nyn{ A navic hermitovskd, tzn. platif A = A*. Potom je hermitovsks i D, jelikoZ

plati
D* = UA*U* = UAU* = D.

Diagondln{ hermitovskd matice musi mit na diagondle realnd ¢isla (aby na né nemélo vliv opruhovéni). O
Definice 1.64. Nech{ A € C™". Ctvercovou matici A nazvu pozitivné definitni, pokud V# € C", & # 0
plati, ze *AF € RT. Znacime A > 0.

Poznamka 1.65. Je-li pro A,B € C™" matice A — B > 0, piSeme A > B. Tento zapis nemluvi o hodnotich

prvku téchto matic.
Pozndmka 1.66. V ndmi pouzivané definici skaldrniho soucinu plati, ze F*AZ = (AZ, ).

Poznamka 1.67. Tato definice pozitivn{ definitnosti je obecnéjsi nez v [2], nebot je platnd pro viechny ¢tvercové

matice a nikoliv jen pro symetrické matice.

Véta 1.68. Necht A € C™" je pozitivné definitni matice. Potom jeji vlastni &isla jsou kladnd. Je-li naopak

A € C™™ hermitovska matice s kladnymi vlastnimi ¢isly, pak je A pozitivné definitni.

Diikaz 1. Predpokléddme, Ze A je pozitivné definitni, neboli ze V& € C*, & # 0 plati £*AZ > 0. Beru si libovolné
pevné A € 0(A) a k nému &) piislusny vlaastni vektor. Ten si normujeme na 1.

0< f;AfA = (Af)\,f)\) = ()\’f)\,f)\) = )\(f)\,f)\) = )\||f)\||2 =A
O]

Dukaz 2. Nyni predpokldddme, ze A je hermitovskd (a tedy podle 1.28 i normélni) a m4d kladnd vlastni ¢isla.
Diky dusledku Schurovy véty umime zapsat rozklad A = U*DU, kde U je reguldrni unitarni matice a D je
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diagondlni s vlastnimi ¢isli A na diagonéle. Diky pfedpokladiim tedy vime, ze Vi € 7 plati d;; > 0. Podivejme

se jak bude vypadat (AZ, Z) pro libovolné pevné & € C™, & # 0.
(AZ, &) = (U"DUZ, &) = (DUZ, UZ) = (DF, ) = Y _ diilyi|* > 0
i=1
O

Poznamka 1.69. Nechf A € C™" pozitivné definitni. Potom pokud za libovolné ¥ € C" vezmu i-ty vektor
standardni baze €;, dostaneme 0 < €fAe = (A&}, €;) = (A, €;) = a4i, tzn. vSechny diagondlni prvky pozitivne

definitni matice jsou kladné.

Definice 1.70. Necht A € C™" je hermitovské a pozitivné definitni. Pro libovolné p € R definujeme AP =
U*DrU.

Poznamka 1.71. Z Schurovy véty 1.59 a jejtho dusledku 1.63 vime, Ze pro hermitovskou (a tedy i normélni)
matici A rozklad A = U*DU existuje, kde D je diagonalni matice. Z poznamky 1.61 pak také vime, Ze na

diagondle D lezi vlastni ¢isla matice A.

Pozndmka 1.72. MuZeme si povS§imnout, ze definice 1.70 odpovidd pozorovani pro celo¢iselné mocniny:

A? = U*DUU*DU = U*DIDU = U*D?U.

1.3 Posloupnosti vektorii a matic a normy

1.3.1 Posloupnosti
Definice 1.73. Necht je ddna posloupnost vektorii
o
7k = : pro k € N.

o

Rekneme, ze posloupnost (f(k));:jl konverguje k vektoru

T
T =
Ty
pravé tehdy kdyz V¢ € n plati lim xl(k) = z;. Tuto vlastnost znaéime lim Z*) = & nebo #*) — 7.
k—+oo k——+oo
Definice 1.74. Analogicky fekneme, ze posloupnost matic
(k) (k)
ajy ... a,
AR — : : eC™" prokeN
k k
NCENC)
konverguje k matici A pravé tehdy kdyz Vi € 1, j € n plati X lim al(.f) = a;j.
— 400

Poznamka 1.75. Dokazovani konvergence po prvcich je ¢asové velmi ndroc¢né. K vysSetorovani tedy budeme

pouzivat normy.
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1.3.2 Normy

Definice 1.76. Zobrazeni || - || : C* — R nazvu normou na mnoziné vektoru z C", spliuje-li VZ,§ € C" a

V « € C nasledujici vlastnosti:
L |2 >0A (|7 =0 < &=0),
2. [|az]| = |af [|Z]],

3@+ gl < 12 + [141]-

\\ k‘h) Weug =S -0,

Rela, ) *

A

f"': 26Cihovm v Swien S \Ld-u..l

horey Snoney e olea.  eduste

IS Cos\ou “ | W Y

Obrazek 1.2: graf norem (TODO: vysvétlit)

Poznamka 1.77. Bude se ndm ¢asto hodit fakt, ze [|Z— ]| =0 <= Z—§=0 <= Z=7.
Poznamka 1.78. Existuje nespocetné mnoho norem splnujici tuto definici. Mezi nékteré zname patii:

1
2
’

n
e cuklidovskd norma : ||Z]|2 = (Z |xz|2)
i=1

n
e souctovd norma : ||Z||; = > |zil,
i=1

e maximovd norma : ||Z]|ec = max|z|.
1EN
1

n
Lze ukdzat, ze vSechny tyto normy jsou jen specidlnim piipadem obecné definované normy ||Z||, = (Z xi|p) .
i=1

iy =4 = WSl - dalal) = 4 @ 1 L
- “;\\“ q;““ 2 4 / \
S\ VR Tl s ¢

Obrézek 1.3: geometrickd predstava norem (TODO: vysvétlit)

Véta 1.79. Pro libovolné dvé normy || - ||, || - /g : C* — R existuji kladné konstanty 71,72 splitujici V& € C™

TlZla < 1121l < A12]]a-

Diikaz. Nezkousf se. (TODO: doplnit odkaz na skripta ANA3 doc. Stampacha) O

Disledek 1.80. Je-li pro néjaké & € C™ ||Z]||, = 0, potom nutné ||Z||g = 0.

Véta 1.81. Necht je ddna posloupnost vektorii (f(k))::i kde #*) € C" pro kazdé k € N, vektor Z € C" a

libovolnd norma || - ||o : C* — R. Potom #*) — # pravé tehdy kdyz ||Z2*) — &||o — 0.
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Diikaz. Nez se pustime do ditkazu jednotlivych stran ekvivalence, pojd'me si obecné Fict, co znamend, ze %) — &
v TeCi norem.

k)

iP5 7 e a2l S s W g 50 S 1P - 7| — 0

Ekvivalence oznacend 1 je fakt plynouci z definice limity ¢iselné posloupnosti. Pro¢ plati ekvivalence oznacena

2 je vidét z definice maximové normy.

125 = Z||oo = 0 <= max|z™ — ;] =0
1EN

Protoze museji k nule konvergovat vSechny prvky vektoru &, musi konvergovat i ten, kde je rozdil |x£k) — 2]
maximalni. Celkem jsme tedy dostali vztah, ze 7% — # <= ||Z*) — #||o, — 0. Nynf si do véty 1.79 vezmeme

libovolnou normu || - ||, & normu || - ||oc. Potom vime, Ze existuji konstanty 71,72 € RT takové, ze
N = Fllo < |7 = 7[00 < llF® = o

Nyni uz se muzeme pustit do diukazu jednotlivych implikaci. V prvnim piipadé (dukaz =) pfedpokldddme, ze
#*) — #. To jsme fekli, ze je ekvivalentni s vyrokem ||#*) —F||o, — 0. Z nerovnosti ||Z*) — F|| oo < 72||Z*) — 7|4
#*) —#||,. V druhém pifpadé (dikaz <) piedpokladéme,

pak uz dostdvame, Ze pro libovolnou normu ||-||, plati
7e ||#*) — Z||o — 0. Z nerovnosti 1||#*) — Z||, < [|Z*) — Z||s dostdvéme, Ze za takového predpokladu i

||[#*) — #||o — 0, coz je ekvivalentni s vyrokem #*) — 7. O

Definice 1.82. Zobrazeni || - || : C* — R nazvu normou na mnoziné ¢tvercovych matic fddu n, spliuje-li
VA, B e C»" aVa e C nasledujici vlastnosti:

LAl =0 A ([[All=0 <= A=0),
2. [[eA]] = [l [[A]],

3. [|A +B|| <[|A[l + [[Bl,

4. [|AB|| < [|A][]|B]].

Poznamka 1.83. Na maticovou normu se lze divat jako na vektorovou normu aplikovanou na vektory z cr.

(TODO: doplnit vysvétleni, pro¢ maticovd norma spliiuje vétu o konvergenci vektor v norme)

Pozndmka 1.84. Piikladem uzitetné maticové normy je Schurova (v anglickych textech ozn. jako Frobeniova)
1

, 3
norma, definovana ||A||s = (Z?J:l |aij|2) :
Dikaz. TODO: dukaz splnéni definice O
Definice 1.85. Necht A € C™", ¥ € C". Maticovou normu nazvu souhlasnou s vektorovou normou pravé
tehdy kdyz plati

|AZ]] < [[A[] [|7]]

Poznamka 1.86. Schurova maticova norma je souhlasna s euklidovskou normou.
Dikaz. TODO: doplnit dikaz O

Definice 1.87. Necht A € C™", ¥ € C". Maticové norma indukovand vektorovou normou je ddna vztahem

IAll = max ||AZ]].

[1Z][=1

Korektnost. Je tieba ovéfit, zda takto definovand maticova norma spliiuje definici normy. TODO: doplnit O
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Poznamka 1.88. Maximum existuje vzdy, nebot {# € C"|||Z]| = 1} je kompaktn{ mnozina a norma je na nf
spojitd. (Obdoba funkce spojité na uzavieném intervalu — ta na ném maximum vzdy nabyvd.) Obrdcené toto

ale neplati — ne pro kazdou maticovou normu existuje vektorova norma, ktera ji indukuje.

Véta 1.89 (ekvivalentni definice maticové normy). Nechf A € C*", ¥ € C". Potom

= ||AZ]|
|A|| = max ||AZ]| <= ||A|| = max ——
=1 [
Dukaz. Vyrok je ziejmy, misto toho abych délal maximum jen pfes ||Z|| = 1 naopak normuji ||AZ|| na 1. O

Poznamka 1.90. Indukovand maticovd norma je souhlasnd s vektorovou normou, ktera ji indukuje.

Diikaz. Chceme, aby platil vyraz ||[AZ|| < [|A||||Z]], pficemz za ||A[| ,dosazuji“ Hmlzlmx [|AZ||. Pro smér & kde je
#l|=1

maximum nabyvéno tak ziejmé bude platit rovnost, jinak bude ||AZ|| mensi nez své maximum. O

Véta 1.91. Necht A € C™", ¥ € C". Potom pfi znaceni

(1) [|Alloo = max [[AZ]|oo,
17l o=1

(i) [|Alh = max [[AZ]]s,
1Z12=1

(iii) [All2 = max [|AZ]..
[|Z]]2=1

plati nasledujici vztahy:

n
L. [|A]loec = max > |a;j| (Fddkovd norma — odpovidd maximu souctu pres jednotlivé Fadky),
1EN j=1

n
2. ||A]}x = max ) |a;;| (sloupcovd norma — odpovidd mazimu souctu pres jednotlivé sloupce),
JEN =1

3. ||All2 = V/p(A"A).

III\I\laX [|AZ||oo. Z definice maximové
#lloo=1

normy si muzeme rozepsat ||Z]|oc = 1. To plati, jsou-li v8echna |x;| < 1 kde ¢ € . Pro jednoduchost zatim

Diikaz 1. Checeme najit alternativni zpusob vypoctu vyrazu ||A[|s

predpoklddejme, ze A € R™"™ a & € R™. Potom Vi € 7 plat{ 2; € [—1,1]. Oznaéme si § := AZ. Tento vyraz si
muzeme predstavit tak, Ze jednotlivymi slozkami Z ndsobime sloupce matice A, tj.

a1 a12 A1n
Y=x1A1 +20A 0+ ...+ 1A =17 + X2 + ...+ xn
an1 an2 Ann
My hleddme co nejveétsi ||¢]|co. To v kontextu maximové normy znamend, ze koeficienty 1, ..., €, chceme nastavit

tak, aby libovolnd slozka vektoru ¢ byla co nejvétsi. Divam-li se tedy na i-ty prvek vektoru ¢/, zajimd meé v tu

chvili jen rovnice
n
Yi = 1041 + ... TpQip = E T
J=1
Je ztejmé, ze aby y; bylo maximélni, budu brat

1 pro a;; >0
Zj = = 8gn a;;
—1proa;; <0
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Dosadim-li toto nové vyjadieni do mého vyrazu pro y;, dostavame

n
=S " 2Wa; =S sgn (aij) - a; |a l.
= 5 Qij g zg i i
=1

(Horni index (¢) u x; je doplnén kvili tomu, ze dand volba hodnot z; tak, aby posléze platilo sgn (a;;)-a;; = |ai;|
je platnd jen pro konkrétn{ zkoumany i-ty radek.) Chceme maximélni hodnotu ||AZ]||~, tedy maximélni hodnotu
[|#]|0o- Tu podle toho, co jsme si fekli snadno spocitdm tim, ze projdu vsechny fadky a uréim, kdy byla hodnota
y; nejvetsi, coz je znéni véty.
n
171100 = max|y;| = Iggxz; a1
]:

(

Na zacatku jsme se omezili jen na realnd ¢isla. Upravme tedy nyni nasi volbu x i ) tak, aby stale platilo sgn (a;;)-

a;; = |a;j| 1 nad komplexnimi ¢isli. Z vlastnosti komlexnich ¢isel je zfejmé, ze takovd volba bude mit tvar

MONSNLITE
I |aij]

O

Dukaz 2. Postup bude v tomto piipadé analogicky. Chceme najit alternativni zpusob vypoCtu vyrazu

[All; = IIHﬁaX ||AZ]|1. Z definice jednotkové normy si muzeme rozepsat [|Z|[; = 1. To plati, je-li 37, |2;] = 1.
Piikladem vektoru spliiujicich tuto vlastnost jsou

0

1 1
v=1:]|, nebo W= 0
1 :

- :

0

Opét si oznacim ¢ = AZ a opét si ho predstavim tak, Zze jednotlivymi slozkami & ndsobime sloupce matice A,
tj.
ail a2 A1n
Y=x1A 1 +20A 0+ ...+ 23A 5 =17 + 9 + ..tz

an1 An2 Gnn

Tentokrat se snazime maximalizovat soucet slozek vektoru g. Je tieba si rozmyslet, ze toho dosdhnu tim, ze
najdu sloupec matice A s nejvétsim souctem slozek, u néj nastavim z; na 1, a zbytku dam nulu. K tomu mizeme
dojit napiiklad ptfedstavou, ze jednotlivé sloupcové vektory predstavuji bankovni icty lidi, pficemz kazdé slozka
je icet v jiné méné (ale pro potfeby scitdni prevedend na koruny). J& chci ukrdst co nejvic penéz, ale smim
ukrast jen tolik, aby podil mého kradeni byl roven jedné. To znamend, Zze bud’ mtizu jednomu Elovéku ukrast vie,
nebo dvéma polovinu, nebo napt. deseti lidem desetinu jejich majetku. Zde uz je 1épe vidét fakt, ze nejvice penéz
ukradu tim, Ze si najdu nejbohatsiho ¢lovéka, a tomu ukradnu vse. Matematicky tuto ivahu formulujeme tim,
ze volime z; = 1 pro j € 7 kde je vyraz >, |a;;| maximélni, a 2; = 0 jinak. Potom vektor ¢ odpovidd tomuto

sloupci matice A. ||7]|; tedy bude maximdlni, je-li maximdalni Y1, |y;|, coz odpovidd max > " | |ai;]. O
JjEN

Diikaz 3. Tentokrat chceme najit alternativni vyjaddreni pro vyraz ||A]ls = IIHiaX ||AZ||2. Zaméiime se na to,

jak vypada dvojkova norma AZ. Budeme pracovat s kvadraty, abychom se nemuseli zaobirat odmocninami.
Kvadraty ndm zaroven nezméni maximum.

IAZ|)3 = (AZ, AT) = (7, A*AT)

Matice A*A je hermitovskd, protoze plati (A*A)* = A*(A*)* = A*A. Podle pozndmky 1.28 je tedy i normélni,
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proto muzeme aplikovat Shurovu vétu, respektive jeji dusledek 1.63, ktery ndm #ikd, ze umime vytvofit rozklad
A*A =TU"DU,

kde D je diagonalni matice se spektrem A*A na diagondle. Pokracujme dale ve vyrazu pro kvadrat dvojkové
normy AZ.
||AZ]|2 = (%, A*AT) = (Z,U*DUZ) = (UZ,DUZ) = (¢,Dy) kde i := UZ

Protoze U je dle pouzitého dusledku Shurovy véty 1.63 reguldrni, vztah mezi § a ¥ je jednoznaény. Z toho, ze

U je unitarni, dédle dle 1.54 vime, Ze zachovava normu. Pfi hleddni maxima volime ||Z||2 = 1, proto
I7ll2 = [[UZ]]2 = ||£]]2 = 1.

Nyni se vratme k vyrazu, ktery chceme upravit a dosadme do néj to, co jsme zatim ziskali. Jak jiz bylo zminéno,

kvadraty ndm nezméni hodnotu maxima, proto s nimi muzeme nadéale pracovat.

n

|Al]3 = max [|[AZ]|3 = max (7,Dj) = max diilyi
[|Z]]2=1 [17]]2= [7]]2=1 |

2
Poznamenejme, ze pii vypoctu maxima jsme z prochdzen{ ||Z||a = 1 mohli ptejit k prochdzeni ||7]|2 = 1 jen diky
tomu, 7e jejich pfifazen{ je jednoznaéné a je zachovdna norma. Vyraz ||]|3 = 1 déle z definice dvojkové normy
odpovidd vyrazu Y i |y;|?. Abych tedy maximalizoval ||A||3 volim stejnym argumentem jako v dikazu bodu
2 y; = 1 pro maximaln{ d;; a y; = 0 jinak. Maximalizaci ||A||3 jsme tedy pfevedli na hleddni maximélniho d;;
Vsiméme si, ze A*A je pozitivné definitn{ matice, protoze plati (Z, A*AZ) = (AZ, AZ) > 0 pro kazdé T # 0. Z
véty 1.68 vime, ze pozitivné definitn{ matice mé kladnda vlastni ¢isla. Jiz dfive jsme ukazali, ze d;; (diagondlni
prvky matice D) jsou vlastnf ¢isla A*A| proto d;; > 0. Hleddme maximalni d;;, kterd jsou vSechna kladnd, tudiz

max d; = max|d;| = max |A| = p(ATA),
ien icn AET(A*A)

coz je pod odmocninou znéni véty. O

Definice 1.92. Nechf A € C™" je hermitovskd a pozitivné definitn{ matice. Energenickou vektorovou a mati-

covou normu definujeme V2 € C* a VB € C™" vztahy
- 1,
71| a = [|A2Z]]2,

|IB||4 = [|[AZBA |5

1.3.3 Geometrické posloupnosti

Véta 1.93. Necht A € C™". Potom plati A*¥ — QO <= p(A) < 1.

Diikaz. Necht nejdiive A diagonalizovatelnd, tzn. existuji D diagonalni a X reguldrni takové, ze A = XDX 1. Jak
jsme jiz difve ukazali, pro k € N plati A¥ = XD*X~!. (To lze ukazat napi. pro k = 2, kdy A% = XDX~!XDX~! =
XDIDX~! = XD2X~!, a indukef pro libovolné k.) Pak ziejmé A¥ — O <= DF — Q. Z piislusnych definic
plyne, ze

)\116 0o --- 0
0 X .. 0

DF=| 7 |20 = Viea) (N -50) = (Vien) (]| <1) <= p(A) < 1.
0 0 - M

kde A; je i-té vlastni ¢islo matice A. Nechf nyni A neni diagonalizovatelni. PouZijeme Jordanovu vétu 1.47,

kterd tika, ze kazdd matice A je podobna matici J v Jordannové kanonickém tvaru, tzn. existuje regularni
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matice X takovd, ze A = X~!JX. Potom opét analogickym arguemntem jako vyse AF = X~1J¥X a tedy
AF — 0 <= J*¥ = 0. Matice J m4 blokové diagondlni tvar, tzn. je tvofena Jordanovymi bloky J;. Potom

Joo -~ 0
. 0o J& -~ 0 .
=1 . . -0 <= (Viem)J; - 0)
0 0 - If

Kazdy blok J; ma na diagonale i-té vlastni ¢islo A; a na nad diagonédlou samé jednicky. Tedy

A1 0 - 0
0 X 1 0
=0 0 X - 0
0 0 0 - N

Pro zjednodugeni zépisu ozna¢me T = J;, t := \,. Dokézeme nyni, ze pro ij-ty prvek matice T* plati

(jfi)t’“*(j*") proj>iak>j—i,

T = { ¢k pro j =1
0 jinak.
Postupujme indukei, nechf k = 1. Potom tvrzeni piejde na

(jii)tHi*i) proj>ial>j—i,
T = ¢! pro j = i,
0 jinak,

ale podminky j > ¢ a 1> j — ¢ jsou zaroveil splnény jen pokud j =¢+1 a (.1

ri)to = G) = 1. Dostavame tedy

opravdu spravny Jordanuv kanonicky tvar

t 10 0
0t 1 0
™=|0 0 ¢ 0
000 - t

Nyni predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro kK — 1 a ukdzeme, ze plati i pro k. Z definice maticového nasobeni
plati

(T*)ij =D (TF Vi Ty = (TF )i A+ (TF iy - 1
=1
kde jsme vyuzili ovéfenych vlastnosti pro k = 1, tedy Zze prol = j je T;; =t aprol = j—1 je T;; = 1. Dosadime
do vztahu z indukéniho predpokladu:

(T*),; = (k - })tk—l—(y‘—i) b+ < k=1 )tk—l—(j—l—i) 1=

j—1 j—1—1

coo () ()Y (6 e
j—1 j—1—1 J—1
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Mame ovéfenou platnost tvrzeni pro k, zbyva se tedy vratit k puvodni vété a ukézat, ze libovolné (']I‘k)ij
konverguje k nule, pokud [t| < 1. Podivejme se na obecné kombinaéni ¢&islo:

<n>:m nl n(n—1)(n—2)-(n—m+1)

= <
m I(n —m)! m)! ~— ml’

nm

kde jsme vyuzili toho, ze v Citateli je m ¢initelu, které jsou vSechny mensi nebo rovny n. Nyni tedy muzeme

J—i Ak

zapsat

Zde c == j — i je konstanta (divame se na konkrétni prvek matice T*), takze pro [t| < 1 a s vyuzitim toho, Ze

t* konverguje rychleji nez t¢ pak uz ziejmé dostaneme hledanou konvergenci k nule.
Poznamka 1.94. Viiméme si, 7e véta je realnou analogii vztahu a* — 0 <= |a|] < 1 kde a € R.
Véta 1.95. Necht A € C™". Existuje-li norma || - || takova, Ze ||A||o < 1, potom A¥ — Q.

Diikaz. Ctvrta vlastnost maticové normy ks, ze pro kazdé A,B € C™" je ||AB|| < ||A||||B||. Odtud jednoduse
indukef pro kazdé k € N plati [|A*|| < ||A]|* a tedy ||[A¥]] = 0 <= ||A]| < 1. O

Disledek 1.96. Pro libovolnou matici A € C™™ a normu || - ||, plati, ze p(A) < ||Al|q-

Diikaz. Necht A € C™™ a ¢ > 0. Definujeme

1

B=—— A,
JA]] + €

odkud zfejmé ||B|| < 1. Potom z predchozich tvrzeni ||B||¥ — 0 <= p(B) < 1. Vezméme si libovolné vlastni
¢islo A € o(A) a piislusny vlastn{ vektor Z, tedy AZ = AZ. Pak také

1 A

BT = AZ = z
1Al + € Al + €
Proto m € o(B), tzn. je vlastni ¢islo matice B. My ale uz vime, ze p(B) < 1, tedy
— <1 = A<|All+e
Al + €
Protoze jsme € > 0 a A € o(A) brali libovolné, dostdvame tvrzeni véty. O

Véta 1.97. Necht A € C*". Rada Y ;o A¥ = T+ A + A% + ... konverguje k (I — A)~! pravé tehdy, kdyz
p(A) < 1.

Poznamka 1.98. Opét jde o analogii realného tvrzeni, kdy Y ;o a* = ﬁ pravé tehdy, kdyz |a| < 1.

Diikaz. Zabyvajme se nejdiive samotnou existenc{ matice (I — A)~!. Z Schurovy véty 1.59 vime, ze umime
napsat A = U*RU, kde U je unitarni a R je horni trojihelnikova s vlastnimi ¢isli matice A na diagondle. Pak
opét z Schurovy véty

I-A=1-U'RU=U"IU-URU =U"(I-R)U.

Predpoklad p(A) < 1 ndm 7ikd, ze VA € o(A) je |A\| < 1. Protoze méla R vlastni ¢fsla na diagondle, jsou
diagonalni prvky I—R nenulové. Determinant trojihelnikové matice je soucin jejich diagonalnich prvku, tedy je
v tomto pfipadé nenulovy a matice I — R je reguldrni. Protoze U je unitarni, je i I — A reguldrni, a tedy existuje
matice (I — A)~!. Oznacme si édstecny soucet Sy = I+ A + A% + .. AF. Pak

SkT—A)=T+A+AZ+ . +AF —A— A% — . — AFHL =T — A+



32 KAPITOLA 1. LINEARNI ALGEBRA PRO NUMERIKU

Kdy?Z obé strany rovnosti vynasobime matici (I — A)~!, dostdvdme
Sk=(T—A)"1T—A) =T —-A)"" — (T A)"LAFL

Pro k — oo tento vyraz nyni konverguje k (I — A)~!, pokud A¥*! — 0, coz z piedchozi véty 1.93 plati prave
tehdy, kdyz p(A) < 1. 0

Véta 1.99. Necht A € C™" takové, ze ||A|| < 1. Potom

‘k:+1

J
ZA <5 Al

Poznamka 1.100. Z véty 1.97 vime, Ze Zﬂnf Y konverguje za danych piedpokladi k (I — A)~!. Vsiméme si,
7e nynéjsf véta nam tedy ddvd hornf odhad pro chybu aproximace nekoneéné fady >, A* jen koneénou po
néjaké k € N.

Diikaz. Necht A € C™™ a podivejme se na vyraz v normé.
400 _
ZAJH*IIZN ZNH*H Z A|| = ||A*HEY " A7)
j=k+1 §=0
k1 § k1 i~ AR
< [IA"TH] IIX:A||<HA HZHAH 1= Ta|"

=0

1.4 Otazky

e Pozitivné definitni matice a jejich vlastnosti.
e Konvergence geometrickych maticovych posloupnosti.

e Generované maticové normy a jejich alternativni vyjadieni.



Kapitola 2

Uvod do numerickych vypoctu

Tato kapitola se vénuje zakladnim principum, na kterych funguji numerické vypocty. Klicové je pochopeni, jak
jsou ¢isla reprezentovana v pocitaci a jaké dusledky z toho plynou, zejména co se tyce presnosti a chyb ve

vypoctech.

2.1 Reprezentace c¢isel v pocitaci

Definice 2.1 (Pozi¢ni zdpis ¢isla). Bud 8 € N, > 2 zdklad ¢iselné soustavy. Libovolné realné ¢islo z s

koneénym poctem cifer zx (0 < xp < 3) lze zapsat v poziéni soustavé jako
zg = (—1)[zpTn_1...T1T0.2_1Z_2 ... Top), (2.1)

kde s € {0,1} urcuje znaménko a typicky pozadujeme x,, # 0. Alternativné lze tento zdpis vyjddiit pomoci

sou¢tu mocnin zakladu 3:

zg = (-1)° ( > xkﬁ’“) : (2.2)

k=—m

Véta 2.2. Libovolné redlné ¢islo = € R 1ze s libovolnou pfesnosti aproximovat redlnym ¢éislem zg, jehoz zapis

v soustavé o zakladé S ma kone¢ny pocet cifer.

Dikaz. Staci volit pocet cifer m dostatecéné velky. O

2.1.1 Cisla s pohyblivou desetinnou &irkou

Pozicni zapis narazi na praktické problémy pii ukladani velmi velkych nebo velmi malych ¢&isel, protoze by
vyzadoval uklddani velkého mnozstvi nevyznamovych nul. Proto se v pocitacich pouziva reprezentace ¢isel v

pohyblivé desetinné ¢arce (floating-point).

Definice 2.3 (Zapis v pohyblivé desetinné cérce). Cislo x zapisujeme ve tvaru
x=(-1)"-m- g, (2.3)

kde:

s € {0,1} je znaménko,

B je zaklad soustavy (typicky 2 nebo 10),

t € N je presnost, tedy maximalni pocet povolenych cifer v mantise,

e m = (ajaz...a;)s je mantisa, celé ¢islo tvorené ¢ ciframi 0 < a; < §3,

33
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e ¢ € Z je exponent.

Piiklad 2.4. Ukazeme si, jak zapsat ¢islo 928.371 v systému s pohyblivou desetinnou ¢arkou. Budeme vychazet
z definice x = (—1)% - (0.a1az . .. a;) - BC.

1. Cislo k reprezentaci:
x = 928.371
2. Volba zakladu: Pro jednoduchost zvolime desitkovou soustavu, takze zaklad g = 10.

3. Normalizace: Musime ¢islo upravit tak, aby bylo ve tvaru 0.néco. Toho dosdhneme posunutim desetinné
¢arky o tii mista doleva.
928.371 = 0.928371 x 1000 = 0.928371 - 103

4. Identifikace jednotlivych hodnot: Z normalizovaného tvaru 0.928371 - 103 muzeme vyéist viechny
potfebné hodnoty:

e Znaménko (s): Cislo je kladné, takze s = 0.

e Ziklad (B): g = 10.

e Mantisa: Je tvofena ciframi a1 = 9,a2 = 2,a3 = 8,a4 = 3,a5 = 7,a6 = 1.
e Piesnost (¢): Pocet cifer v mantise je 6, takze t = 6.

e Exponent (e): Exponent je e = 3.

Vysledny zépis ¢isla 928.371 v normalizovaném tvaru s pohyblivou desetinnou ¢drkou (pfi zékladu 10) je tedy
0.928371 - 103,

Definice 2.5 (Normalizovany zdpis). Pro jednoznaénost zépisu pozadujeme, aby prvni cifra mantisy byla
nenulova, tj. a; # 0. Takovému zapisu se fikd normalizovany. Bez této podminky by napiiklad platilo 1 =
0.100 - 10' = 0.010 - 102

Poznamka 2.6. Vsimnéme si, ze normalizovany zapis neumoziuje zapsat ¢islo nula. Proto do nasi mnoziny

povolenych ¢isel musime nulu pfidat explicitné.

Definice 2.7 (Mnozina ¢isel s pohyblivou desetinnou ¢érkou). Mnozinu vSech ¢éisel, kterd lze v daném systému

s pohyblivou desetinnou ¢arkou reprezentovat, definujeme jako
t .
F(8,t,L,U) = {0} U {x ER[z=(-1)'8> aif " a1 #0,L<e< U} , (2.4)
i=1

kde L a U jsou minimaln{ a maximalni povolena hodnota exponentu. Cislo nula neni mozné zapsat v normali-

zovaném tvaru a musi byt definovano specidlné.

2.1.2 Standard IEEE 754

Pro sjednoceni reprezentace ¢isel v pocitacich byl zaveden standard IEEE 754, ktery definuje forméty s ruznou

presnosti. Nejbéznéjsi jsou:
e Jednoduchd presnost (single precision): Pouzivd 32 bitu (4 bajty).
— 1 bit pro znaménko

— 8 bitu pro exponent (rozsah L = —126,U = 127 — dohromady 254 hodnot, dvé zbyvajici (8 biti ndm

umoziuje zapsat 256 hodnot) jsou vyhrazeny pro specidlni piipady, viz déle)
— 23 bitu pro mantisu (rozah 0-8388608)

e Dvojitd presnost (double precision): Pouziva 64 bitu (8 bajtu).
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— 1 bit pro znaménko
— 11 bitu pro exponent (rozsah L = —1022,U = 1023 — 2 bity opét vyhrazeny pro specidlni hodnoty)
— 52 bita pro mantisu (rozsah az 15 cifer v desitkové soustave)

Poznamka 2.8 (Specidlnf hodnoty). Standard IEEE 754 déle definuje speciélni hodnoty pomoci rezervovanych

hodnot exponentu:

Hodnota ‘ Exponent ‘ Mantisa
+0 L-1 0
+o00 U+1 0
NaN (Not a Number) U+1 #0

Hodnota NaN vznika pii nedefinovanych operacich, jako je déleni nulou nebo odmocnina ze zaporného ¢isla.

2.1.3 Zaokrouhlovaci chyby

Mnozina strojovych ¢isel F(5,t, L,U) ma dvé zdsadni vlastnosti: je koneénd a jeji prvky nejsou na redlné ose

rozloZeny rovnomérné. S rostouci velikosti ¢isla se zvétsuji i mezery mezi sousednimi reprezentovatelnymi ¢isly.

Piiklad 2.9 (Rozlozen{ strojovych ¢isel). Uvazujme jednoduchy systém F(10,1, —2,2). Mnozina kladnych re-

prezentovatelnych ¢isel v tomto systému je:
e pro e = —2: {0.01,0.02,...,0.09} (rozestup 0.01)
e proe= —1: {0.1,0.2,...,0.9} (rozestup 0.1)
e proe=0:{1,2,...,9} (rozestup 1)
e pro e = 1: {10,20,...,90} (rozestup 10)
e pro e = 2: {100,200, ...,900} (rozestup 100)
Z tohoto ptikladu je patrné, ze ¢im déle jsme od nuly, tim ”fid¢eji” jsou ¢isla na redlné ose rozlozena.

Dusledkem téchto mezer je, ze mnozina F neni uzaviend vuci zdkladnim aritmetickym operacim. Vysledek
operace dvou strojovych ¢isel muze snadno padnout do mezery mezi nimi a sam tedy do mnoziny F patfit

nemusi.

Piiklad 2.10. V systému F(10,1, —2,2) jsou &isla 1 = 1 a x5 = 0.1 reprezentovatelnd. Jejich soucet x1 + z9 =

1.1 ale do této mnoziny nepatii, protoze by k jeho zapisu byly potfeba dvé platné cifry v mantise.

Pozndmka 2.11 (Zaokrouhlovani). Abychom mohli vysledek aritmetické operace v pocitaci ulozit, musime

vvvvvv

fundamentdlnim zdrojem nepfesnosti v numerickych vypoctech. Aritmetické operace provedené v pohyblivé

desetinné ¢drce (tedy s nédslednym zaokrouhlenim) budeme znacit s indexem fi, napiiklad + ¢, -y atd..
Tento proces zaokrouhlovani muze vést k neintuitivnim vysledkum a ztraté presnosti.

Piiklad 2.12 (Vliv zaokrouhlenf na s¢itdnf). Méjme systém F(10,2, —5,5) a pocitejme soucet deseti ¢isel 0.1

a jednoho ¢isla 10. Pokud zacneme sé¢itat od velkého ¢éisla:
1045 0.1=10

Jiz prvni operace 10 + 0.1 = 10.1 musi byt zaokrouhlena. V systému s piesnosti ¢t = 2 (dvé platné cifry v
mantise) se 10.1 zapise jako 0.10-10%. Cifra 1 na pozici desetin se ztrati. Kazdé dalsf piicteni 0.1 tedy nepiinese

zéddnou zménu a konecény vysledek bude 10. Pokud ale se¢teme stejnd ¢isla v opa¢ném poradi:
(. .. ((01 +fl 0.1) —‘rfl .. ) +fl 10)

Nejprve secteme desetkrat 0.1. Mezivysledky (0.2,...,1.0) jsou pfesné reprezentovatelné. Po deseti krocich
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dostaneme 1.0. AZ nakonec provedeme operaci 1.0 +5; 10 = 11. Vysledek je 11, coz je spravna hodnota.

Poznamka 2.13. Z piedchozich piikladua plyne dilezity poznatek: pfi s¢itani ¢isel, jejichz fady se vyrazneé lisi,
mﬁie mantisa menéiho cisla ,,spadnout“ mimo rozsah pfesnosti vétsiho éisla Mensi ¢islo je pak pﬁ souctu zcela
by se tedy ftict, ze bychom si pied Jakymkohv s¢itanim meéli sefadit ¢isla podle velikosti. To ale neni Vzdy mozné,

hlavné tfeba proto, ze fazeni je vypocetné narocné.

Pozndmka 2.14. Pro vétsinu inzenyrskych loh je jednoduchd presnost (single) nedostateénd prave kvuli témto
efekttim. Dvojité presnost (double) se pro vétsinu redlnych problému ukazuje jako dostateénd, nebot se obvykle

pracuje s daty, kterd jsou fadové srovnatelnd.

2.2 Stabilita tlohy a podminénost matic

Pii vypoétech se nevyhneme chybdm — at uz zaokrouhlovacim, nebo chybdm ve vstupnich datech, které jsou ¢asto
zatizeny nepfesnosti méfeni. Je proto kli¢ové zkoumat, jak se tyto malé nepfesnosti projevi na vysledku. Obecnou

tlohu muzeme formulovat jako hleddni fesen{ Z rovnice F(Z, cf) =0, kde d jsou vstupni data (parametry) tlohy.

Priklad 2.15. Piiklady formulace uloh:

—

e Reseni linearni soustavy: F(Z,d) = AZ — b = 0, kde data jsou d = {A, b} a fefen{ je 7.
FX

e Vypocet inverzni matice: ,d) = — 1 =0, kde data jsou d = {A} a fesen{ je X = A~1.

=

e Vypocet vlastnich &isel: F(X,d) = det(A — A\I) =0 proi=1,...,n, kde data jsou d = {A} a feSenf je
vektor vlastnich &fsel X.

Definice 2.16 (Stabilita tlohy). Rekneme, Ze tloha je dobfe polozena (well-posed) nebo stabilni, pokud

ma jednoznacné feSeni, které spojité zavisi na vstupnich datech. To znamend, Ze mala zména vstupnich dat 5d

zpusobi pouze malou zménu v feSeni d&. Pokud tloha tuto podminku nespliiuje, nazyva se Spatné polozena

(ill-posed) nebo nestabilni.
Pro tlohu feSeni soustavy linearnich rovnic je mira stability popsana tzv. ¢islem podminénosti matice.

Definice 2.17 (Cislo podminénosti matice). Pro reguldrni étvercovou matici A € C™" definujeme &islo
podminénosti jako

k(A) = [[A]] - [[ATY]. (2.5)
Je-li k(A) ,malé* (blizké 1), iikdme, ze matice je dobfe podminénd. Je-li k(A) velké, matice je Spatné
podminéna.

Piiklad 2.18 (Spatné podminénd soustava). Uvazujme soustavu linedrnich rovnic AZ = b:

20 16 9 T 45
14 15 11 y| =140
13 17 14 z 44

Piesnym feSenfm této soustavy je vektor ¥ = (1,1,1)7. Podivejme se, jak se feSeni zméni pti malé zméneé

(perturbaci) vektoru pravé strany b:
e Pokud pravou stranu zménime o 0.1 na b= (45.1,39.9,44.1)7 | fegenim je ¥ = (—12.5,32, —24.1)7.
e Pokud pravou stranu zménime pouze 0 0.01 na b = (45.01,39.99, 44.01)7, FeSenim je Z = (—0.25,4.1, —1.51)7.

Vidime, Ze nepatrnd zména ve vstupnich datech vedla k obrovské zméné ve vysledném teseni. Takové tloha je

Spatné polozena a matice soustavy je Spatné podminéna.

Véta 2.19 (Odhad chyby fesen{). Necht A € C™" je reguldrni matice a necht ¥ je feSenim soustavy AT = b.

Pokud fesime soustavu s porusenou pravou stranou A(Z + 0Z) = b+ (55, pak pro relativni chybu feSeni plati
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odhad:
|||

1]

[Ezy
I

< k(A) (2.6)

Jde-li o indukovanou maticovou normu, pak existuje nenulovy vektor b a nenulovs perturbace §b takova,
7e nastdvd rovnost. Tento vztah ukazuje, ze ¢islo podminénosti x(A) funguje jako ”zesilovac’relativni chyby
vstupnich dat. Pro dobfe podminéné matice (s k(A) ~ 1) bude relativn{ chyba Feseni srovnatelnd s relativn{
chybou dat. Pro §patné podminéné matice (s velkym x(A)) muze byt relativni chyba feSeni mnohondsobné vétsi.

(TODO: prepsat odstavec lepsimi slovy)
Dikaz. Méjme soustavu LAR A7 = b. Pouzitim souhlasné maticové a vektorové normy dostavame
[[Bl] = JAZ]] < [|A]] - [|2]]. (2.7)

7 predpokladu také vime, ze
A(Z+0Z)=b+db

AZ 4+ AST = b+ 6b

- (2.8)
AdZ = 6b
57 = A8,
Potom opét s vyuzitim souhlasné maticové a vektorové normy plati:
[162]| = [|A="ab]| < [|A7"(] - ||b]l. (2.9)
Potom kdyz jednotlivé nerovnosti pronasobime, dostavame:
1611 - [162]] < [[AIl- [[ATH]- [[80]] - [|Z]] = w(A)]|68]] - ||Z]]- (2.10)
Nyni uz jen sta¢i nerovnost preusporadat a dostavame prvni ¢ast tvrzeni:
6z 30|
10711 a0l (2.11)
||| 115]]

Necht nyni navic || e || indukovand maticovéd norma. Potom protoze je indukovand vektorovou normou, plati

A1} = meox [[AZ]] (2.12)
Proto 3 takové, ze ||Z]| =1 a ||A]| = ||AZ]|, tzn. lze pro tento vektor psat
IAZ]] = [|A] = [JA[]- 1= [[A[l - [|Z]]. (2.13)

Potom pokud se vratime k puvodni soustavé AZ = l_;, muzeme psat
[[bl] = [[AZ]| = [|A]] - ||| (2.14)

Déle provedeme analogii pro perturbaci 55, pricemz vyjdeme z rovnice 6% = A~18b. Z definice indukované normy
tedy plyne, Zze 36b takové, ze ||6b]| =1 a

A7 = [[A718b]] = [[A7Y] - L = [lA~"] - 1188, (2.15)

Odtud tedy
||6z]| = AT 6b]| = [|ATY]| - [6b]]- (2.16)
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Stejné jako v prvnim piipadé prondsobime dohromady rovnosti:
[162]] - [16]] = [IAIl- [[ATH] - [[60]] - [|Z]] = w(A)]|68]] - ||Z]]- (2.17)

Preusporadanim dostaneme druhou ¢ast tvrzeni:

= k(A)21 (2.18)

2.3 Klasifikace numerickych metod

Definice 2.20 (Stabilita numerické metody). Rekneme, ze numerickd metoda je stabilni, pokud pfi jeji aplikaci
na stabilni (dobfe poloZenou) dlohu zpusob{ mald zména vstupnich parametru jen malou zménu ve vysledku.

Tyto malé zmény jsou v praxi ¢asto zpusobeny zaokrouhlovacimi chybami poc¢itacové aritmetiky.

Zakladni déleni numerickych metod je na pifimé a iteracni.

2.3.1 Primé metody

e Po konecném poctu kroku ddvaji teoreticky presné feseni (pokud by se pocitalo v exaktni aritmetice). V

praxi je vysledek ovlivnén zaokrouhlovacimi chybami.
e Resen{ je k dispozici az na samém konci vypoctu; neposkytuji pribézné aproximace.
e Jsou obecné robustnéjsi, tj. funguji pro sirsi tfidu 1loh.

e 7 téchto duvodu jsou upfednostiiovany v nékterych kritickych prumyslovych aplikacich.

2.3.2 Iteracni metody
e Generuji posloupnost aproximaci {Z(®)}2° || kterd (v idedlnim pifpads) konverguje k pfesnému Feseni.

e Jedna iterace by méla byt vypocetné vyrazné levnéjsi nez kompletni pfimé metoda.

Jsou ¢asto snazsi na implementaci.

Mohou byt vyrazné rychlejsi, pokud je k dispozici dobry poc¢atec¢ni odhad feSeni.

e Vétsina numerickych metod pro slozité problémy je itera¢nich.

2.4 Zakladni pojmy analyzy iteracnich metod

Pro iteraéni metody je klicové umét posoudit, jak blizko je aktudlni aproximace #*) skuteénému feseni Z,
abychom védéli, kdy vypocet ukoncit.

-

Definice 2.21 (Reziduum). Nechf je ddna tloha F(Z,d) = 0. Pro k-tou aproximaci feseni #*) nazyvime

reziduem ¢islo

r®) = ||F@E®, )], (2.19)
kde ||-|| je néjakd vhodn4 vektorovd norma. Reziduum tedy méfi, jak dobfe aproximace spliiuje puvodn{ rovnici.
Pro soustavu AZ = b je reziduum r®) = ||[AZ®) —p||.

Poznamka 2.22. Mald hodnota rezidua bohuzel nemusi nutné znamenat malou chybu feseni ||Z*) — Z||. Pro
Spatné podminéné lohy muzeme mit velmi malé reziduum, a presto byt daleko od skuteé¢ného feseni. V praxi je
ale reziduum ¢asto jedinym dostupnym ukazatelem kvality aproximace. (TODO rozepsané je to déle u itera¢nich

metod, sjednotit)
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2.4.1 Apriorni a aposteriorni odhady
Odhady chyb délime na dva typy:

e Apriorni odhady: Lze je stanovit pred zahédjenim vlastniho vypoctu, pouze na zakladé znalosti tlohy

(funkce F' a dat J)l. Maji spiSe teoreticky vyznam a ¢asto definuji #4d metody r € N*, ktery v odhadu

||#%) — 7| < C||#*~1 — &||" uréuje rychlost konvergence?.

e Aposteriorni odhady: Vyuzivaji kormé znalosti tlohy (funkce F' a dat ci) navic znalosti® napocitanych
aproximaci (¥). Mély by byt presnéjsi a slouzi jako zéklad pro praktickd ukoncovaci kritéria a pro adaptivni

metody, které pFizpsobuji sviij béh konkrétni fesené tloze. Odhad byva ve tvaru ||7F) — z|| < C||#*) — g*k=1)||",

2.5 Zdroje chyb v numerickych simulacich

P1i feSeni redlnych problému pomoci pocitacovych simulaci se setkdvame se ¢tyimi hlavnimi zdroji chyb:

1. Chyba modelu: Vznikd pii zjednoduseni redlného problému do podoby matematického modelu (napf.

zanedbdni tfenf).
2. Chyba méfeni: Vstupni data jsou casto ziskdna experimentdlné a jsou zatiZzena chybou méfeni.

3. Chyba diskretizace (metody): Vznikd nahrazenim spojitého matematického modelu (napf. diferencidln{

rovnice) diskrétnim modelem (napf. soustavou linedrnich rovnic).

4. Zaokrouhlovaci chyba: Vznika z duvodu pouziti aritmetiky s kone¢nou piesnosti v pocitaci.

2.6 Otazky

Reprezentace ¢isel s pohyblivou desetinnou ¢arkou

Jednoducha a dvojita presnost

Zaokrouhlovaci chyby
e Podminénost matice

e R4d metody

17Zde se projevi prostfednictvim konstanty C(F, Cf) > 0, v pozdéjsich kapitoldch uvidime pfiklady konkrétnich tvara.

2V praxi se ukazuje, ze vyhodné jsou napf. metody druhého F4di, protoze staéf napoéitat polovinu iteraci k ziskani stejné presné
aproximace v porovnani s metodou prvniho fddu. Metody vyssich fdda nez dva byvaji bohuzel ¢asto velmi nestabilni, a napf. Spatny
pocateéni odhad muze zpsuobit, ze metoda ani nezkonverguje.

3Proto C(F, cff“”) uz neni konstanta, jelikoz se méni s #(F) .
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Kapitola 3

Primé metody reseni soustav linearnich

rovinic

3.1 Gaussova elimina¢ni metoda

Jde o pfimou metodu pro feseni soustavy linearnich algebraickych rovnic nebo pro vypocet inverzni matice.
Jeji zékladni myslenkou je postupné zjednodusovani soustavy rovnic pomoci elementérnich fadkovych operaci,
které neovliviiuji feseni soustavy. V celé této ¢asti budeme piedpokladat, ze matice A € C™™ jsou regularni.

Samotnd metoda se sklada ze dvou fazi:

e Pi#imy chod : spociva v prevedeni ilohy AZ = b na tdlohu UZ = d se stejnym feSenim &, kde U je ale
horni trojihelnikovd matice ziskana elementarnimi fadkovymi operacemi a d stejné modifikovand prava

strana.
e Zpétny chod : spociva v feSeni soustavy Uz = d pomoci zpétné substituce, tedy postupného dosazovani
do rovnic od posledni k prvni.
Pi#imy chod

Méjme matici A € C™™ a vektor b € C". Cilem piimého chodu je pievést soustavu rovnic AZ = b na soustavu

rovnic UZ = CZ: kde U je horni trojuhelnikova matice a d je modifikovany vektor pravych stran.

@11 a2 -+ Qin Z1 b1
a21 Qa22 - A2 €2 bo

= (3.1)
an1 An2 o Qpp Tn bn

Ptredpokladejme, ze prvni diagonalni prvek aj; je nenulovy. Nazveme ho hlavnim prvkem nebo pivotem a

podélime prvni fadek soustavy ¢islem aq1. Dostavame

1w o0 up, T dy
a1 a2 -+ Qop T2 ba
. = ; (3.2)
anl an2 Anpn Tn bn
kde
alj
ulj——
a1l

41
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proj =2,...,nad = 2. Nyni ode¢teme a;; nasobek prvniho fadku od kazdého nésledujiciho fadku, ¢imz
aii

vynulujeme prvni sloupecek od pro ¢ = 2,...n. Vysledny tvar nové soustavy bude

w2 o uin\ [21 dq
1 1 1
0 aé2) o aén) w2 = b(2 ) ) (3.3)
0 a,(fg a% Tn bﬁ} )
kde a%) = @a;j — G;1U1; Proi =2,...,n a bgl) = b; — a;1dy pro i = 2,...,n. Horn{ index (1) znaci, Ze se jednd

o prvni krok pifmého chodu!. Nyni budeme tento postup opakovat n — 1-krat, postupné s pivotem v druhém

radku, tfetim, atd. az po posledni fadek. Na konci bude soustava vypadat takto:

I w2 w0 ulg z1 dy
0 1 ‘ugz -+ uy T2 dy
0 e 1T up—1n Tn—1 dn—1
o - 0 1 T dn
kde v k-tém kroku pocitdme proi,j =k +1,...,n
atk=b) plk=1)
Upj = ?;—1) ,dy, = ’(“k_l) je délenf k-tého Fadku pivotem af !
Qg Ok
(k) (k—1) (k—1) o (3:5)
a;; = a;; —a,, U, je eliminace prvki pod diagonalou v k-tém sloupci

b = bl Ve,

Zpétny chod

Nyni fesime soustavu rovnic U = d, kde U je horni trojuhelnikovd matice ziskand v pirimém chodu a d je
modifikovany vektor pravych stran. Z posledni rovnice je snadno vidét, ze x,, = d,,. Z predposledni rovnice s

touto znalosti pak snadno dostaneme z,,—1 = dp—1 — Un—1 n%n. Obacné pro k =n,...1

= d — Z Ui T (3.6)
i=k+1
3.1.1 Implementace

TODO: Implementace Gaussovy elimina¢ni metody v Pythonu.

3.1.2 Analyza slozitosti

TODO: Rozepsat podrobné, z implementace je ale ziejmé, ze piimy chod pouziva tii for cykly zavislé na n,
tedy O(n?), zpétny chod pouziva dva for cykly zavislé na n, tedy O(n?). Celkova slozitost je tedy O(n?).

3.1.3 Numericka analyza

Abychom mohli lépe analyzovat numerické vlastnosti Gaussovy elimina¢ni metody, prevedeme jeji prubéh do

maticového zdpisu. K tomu budeme nejdiive potiebovat nékolik pojmu.
Definice 3.1. Elementarni ipravou provedenou v obdélnikové matici A € C™™ nazveme:

e ndsobeni vSech prvku zvoleného i-tého radku, resp. sloupce, nenulovou konstantou a € C,

(0)

1Casto budeme pouzivat také znaceni a;; = aij, tedy prvky, které byly v puvodni soustaveé.
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e pro o € C pfi¢teni a-nasobku prvkia zvoleného i-tého fadku, resp. sloupce, k prvkiam zvoleného j-tého
radku, resp. sloupce.

Poznamka 3.2. Nasobeni fadku, resp. sloupce, matice A € C™™ konstantou « € C je ekvivalentni nasobeni

matice A zleva, resp. zprava, matici

1 0
0 . 0
1
0 a 0 (3.7)

s ¢islem « na diagondle v i-tém Fadku, resp. sloupci.

Poznamka 3.3. Pric¢teni a-ndsobku i-tého fadku, resp. sloupce, k j-tému Fadku, resp. sloupci, je ekvivalentni

nasobeni matice A € C™™ zleva, resp. zprava, matici

1 0
0 - 0
1
(3.8)
e 1
0
0 1

s jednickami na diagondle a ¢islem « na pozici (j,14).

Diikaz. Poctivy ¢tenai snadno ovéri tyto vlastnosti z definice maticového nasobeni, dikaz je také k nalezeni na
str. TODO [2]. O

Piiklad 3.4. TODO: doplnit ukazkovy ptiklad

Poznamka 3.5. Provedeme-li na fadky, resp. sloupce, matice A € C™™ koneény pocet elementarnich tprav,
je vysledek stejny jako kdyz matici A vynasobime zleva, resp. zprava, matici, kterda je sou¢inem matic od-

povidajicich jednotlivym elementédrnim ipravam. (TODO: Doladit znéni podle [2])

Dukaz. Dukaz je technicky a je tfeba ho rozlozit na nékolik pripadi. Na prednédsce neprobirdno, k nalezeni je
na str. TODO [2]. O

Definice 3.6. Rozsifenou matici soustavy nazyvame matici P € C™"+!, kterd vznikne piipojenim vektoru
pravych stran b € C" k matici koeficientit A € C™", tedy

a1 a2 - aip | b1

- a1 Gz - Gon | b2
P=(Al)=| . . | . (3.9)

anl an2 T Qpn bn

Nyni mame vse pro to, abychom mohli zapsat prubéh Gaussovy elimina¢ni metody v maticovém zapisu.
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Piimy chod
Necht P € C»"*+! je rozsifend matice soustavy AT = b. Na konci prvniho kroku pfimého chodu bude matice
P ¢ ™"+ yypadat takto:

1 owg - wp | d
(1) OREAC
0 e b
P _ A2 Ugp | 2 ’ (3.10)
0 agz) sl el

¢ehoz bylo dosazeno vhodnymi elementarnimi ipravami matice IP. Déleni pivotem odpovidalo vynasobeni matice

P zleva matici
1

ail

1
MY = , (3.11)
1
pri¢teni —ag1-nasobku prvniho fadku k druhému fadku odpovidalo vynasobeni matice P zleva matici
1
—a9g1 1
M = _ : (3.12)
1
Dohromady
1
aiy
_an
MO =M® ... MP = [ . (3.13)
_am1 1

Tvar matice M(Y) lze samoziejmé ovérit z definice maticového nésobeni. Intuitivné je ale lepsi divat se postupné
na to, jak matice Mg) méni jednotkovou matici I, tzn. napiiklad pokud bychom prvni fadek délili 2 a odecitali

tfindsobek prvniho fadku od druhého, dostaneme:

1000
-3/2 1 0 0
MM, T = 3.14
2 0 010 (3.14)
0 0 0 1
Obecné pied zahajenim k-tého kroku pifmého chodu bude matice P*~1) vypadat takto:
1 U2 .. ... Uk Uln d1
1 U2k U2n d2
pe-1 = 1 whig e Uh—1n | dp (3.15)
(k—1) (k=1) | p(k=1)
agp ceeay, by,
N I Y
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na konci k-tého kroku piimého chodu bude matice P*) vypadat takto:

1 U112 o0 e Uk U1 k+1 . Uln d1
1 e e U2k U2 k+1 N U2n d2
1 ug— Up— cer Up_1m | dp_
pk) E—1,k  Uk—1,k+1 k-1, k—1 (3.16)
1 Uk 1 - Ukn, dy,
(k) (k) (k)
Apr1k+1 - Qi b1
agf,)ﬁl . aSﬁB bg,k)
a matice zprostfedkovavajici tento krok bude mit tvar:
1
1
1
N k—1
M® = T (3.17)
_ %41k 1
L=
kk
k-1)
— L0 1
kk
Na konci pfimého chodu bude matice P(™ vypadat takto:
1w ws -+ ug dy
0 1 uz3 - U2, d2
P = [ ; (3.18)
0 0 e 1 Un—1,n dnfl
0 0 0 1 dn
a piitom
P — MM E-D . MOP = MP (3.19)

Protoze vsechny matice M(*) byly dolni trojihelnikové (tak jsme si je zavedli), ze znalosti faktu, Zze soucin
trojihelnikovych matic je trojihelnikova matice plyne, ze i M je dolni trojihelnikova. V blokovém zéapisu, kde
P=(A| g), resp. P(") = (U, cf) pak MP = (MA | Ml;), tzn.

U=MA, = A=M'U (3.20)

Samoziejmé posledni implikace plati pouze za predpokladu invertibility matice M. Nyni predpokladejme, ze
invertibilni je, a vice viz dale Pfipomenme, ze A jsme uvazovali regularni ¢tvercovou, M je dolni trojihelnikova
(a jeji inverze je tudiz také dolni trojuhelnikovd, viz TODO) a U je horni trojihelnikovéd s jednickami na
diagondle. Vidime, ze GEM néjakym zpusobem souvisi s rozkladem reguldrni ¢tvercové matice A na soucin dolni
a horni trojuhelnikové matice. Podivejme se na chvili na diagonalu matice M. Z TODO vime, ze diagondlni
prvky soudinu trojihelnikovych matic odpovidaji jednoduse souc¢inu diagonélnich prvku puvodnich matic. Z
tvaru k-té matice M®) tedy ziejme

1 1 1

diagM=| —, —, ..., — (3.21)

(1) n—1
ail a5y Ann
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Déle také z TODO vime, ze diagonalni prvky inverze k trojihelnikové matici jsou inverze diagondlnich prvkua
puvodni matice, proto
diagM~! = (an,agg,...,ag;;l)) (3.22)

Definujme matici D € C»" piedpisem D = diag (an, aglz), s aﬁﬂf”). Pak lze psét

A=M"'U=M"'D"'DU = LDR (3.23)

kde jsme opét vyuzili vét o praci s trojihelnikovymi maticemi, odkud M~'D~! je dolni trojihlenikova s
jednickami na diagondle (ozn. ). Horni trojihelnikovou matici s jednickami na diagondle U jsme uz jen
prejmenovali na R, abychom dostali dfive ojeveny LDR rozklad, viz (1.49). My jsme ale diive ukdzali, ze
LDR rozklad existuje jen pro silné reguldarni matice?. Nabizi se tedy otdzka, zda GEM miizeme provadét pro
libovolnou matici, uz vyse jsme narazili na potfebu invertibility matice M. Ukaze se, ze podminka silné regu-
larity bude splnéna pomérné intuitivné, tedy pokud v ramci ptimého chodu nenarazime na nulového pivota

(pottebujeme jimi délit).
Definice 3.7. Rekneme, ze lze provést GEM pravé tehdy, kdyz zadny z pivoti neni nulovy.

Véta 3.8. Zakladni GEM lze provést pravé tehdy, kdyz matice linedrni soustavy A € C™" je silné regularni.

Diikaz. Uvazujme, ze pro néjakou matici soustavy A € C™" provedli k — 1 kroki pifmého chodu, tzn. A®) =
M*E=D . MWA.

1w ugs

0 1 Uu23
0 1
A& AR
AR — 0 1 = < (5)1 A%z) , (3.24)
22
0 a,(jc_l) e ag;_l)
aiﬁ_l) .. aSﬁfl)

Predpokladdme, ze téchto prvnich k — 1 kroku se povedlo, tzn. nenarazili jsme na zidny nulovy pivot. O k-tém

pivotu ale zatim nic nevime, proto v blokovém tvaru uvazujeme Aﬁ) € CFF, tedy veetné angl). Tento c¢len

potiebujeme zahrnout jesté do matice Ag’i)
(k=1)
e

, protoze v k-tém kroku piimého chodu provedeme déleni k-tého

radku a TODO: tady ale pak nesouhlasnim s tim, ze ten blok oznaceny O je nulova matice... podle mé
mé v poslednim sloupci potencidlné nenulové prvky) Matici M, kterou jsme dosud sestavili pred zahdjenim

k-tého kroku (pfed déleni potencidlné nulovym a,(clzfl)) piimého chodu, mtzeme schématicky® zapsat jako

Lo
ail 1
% W O
22 1
k ﬁ O
33
M = ' ' ’ 3.25
£ e 0 (8:25)
k—1,k—1
* 1 0
0
* * 1

Je to tedy dolni trojuhelnikovd matice, a na diagonale jsou v prvnich prvnich k& — 2 sloupcich prevricené

2viz definice 1.17: takové jejiz viechny hlavni subdeterminanty jsou nenulové

3Nezajimé nés co presné je pod diagondlou, jen * naznacime, kde se nachézi nenulové prvky.
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hodnoty pivotti a dile jednicky. Proto je také invertibilni, tudiz 3IM~!, kterou oznacéime L. Odtud A = LA®)
kde diagonalni prvky L. jsou prevracené hodnoty diagondlnich prvka M, tzn.
diagL = (au,aglg,... a<”*1>,1,...,1) (3.26)

r'nn

PtepiSeme si vztah pro A opét blokoveé:
A Ap) _ (Lu 0 (A} Al (3.2
Agi Agy Loy oo O Aé’? .
kde A Li1, Ay € CHF (TODO: j4 si myslfm, ze by to mélo byt k — 1,k — 1...). Odtud

Ay = LnAﬁ) A detA;; =detL;; - det Aﬁ’j)
(ol ) ()

Determinant Ay je tedy souc¢inem prvnich k& pivotu a tento vztah muzeme pouzit pro vsechna k € n. Pokud

(3.28)

je matice A silné reguldrni, tak ¥V &k bude det A1; # 0 a tudiz vSechny pivoty budou nenulové. Predpoklad silné
regularity je tedy zfejmé postacujici podminka pro to, aby bylo mozné provést GEM. Naopak pokud matice A

neni silné regularni, tedy 3k takové, ze det A1; = 0, je soucin prvnich k£ pivotu nula. Bez ijmy na obecnosti

nechf % je prvni takové, pro které det A;; = 0. Pak agz_l) =0, a zfejmé GEM nelze provést (nemuzeme délit
nulou). Silnd regularita tedy predstavuje také nutnou podminku. O

3.1.4 Modifikovana Gaussova elimina¢ni metoda

. PR (o . . . . - . k—=1) .
Pokud matice soustavy neni silné reguldrni, nutné musi nastat situace, ze se objevi nulovy pivot a,(ck ), viz

dukaz véty (3.8). V takovém piipadé je tfeba Gaussovu eliminaci modifikovat a zvolit za vedouci prvek néktery

jiny nenulovy z submatice

k—1 k—1
A
: L (3.29)
0l

Z regularity matice A plyne, ze nenulovy prvek v submatici uré¢ité existovat musi (to lze dokdzat napf. vypoctem
determinantu matice A rozvojem tak, abychom se dostali k determinantu této submatice). Otdzkou ale je,
jak vybrat nejlepsi nenulovy prvek, resp. nejlepsiho pivota. Ukdaze se, ze nejlepsi volbou je prvek s nejvétsi
absolutni hodnotou. Podivejme se nejdiive na to, co by se stalo v aritmetice s kone¢nou* presnosti F(10, 2, —5, 5),

kdybychom vzali malého pivota. Mé&jme nasledujici soustavu, kde vezmeme pivot 107°:

1075 1 21 1 10° 2-10°|1-10°
3 2 1|1 |~ 3 2 1 1
2 3 3|3 2 3 3 3
1 10° 2-10° 1-10°

~ 0 2-3.10° 1-6-10°|1—-3-10° (3.30)
0 3—2-10° 3—-4-10°|3-2-10°

1 10° 2-10° 1-10°
~| 0 —-3-10° —6-10°| —3-10°
0 —2-10°5 —4-10°5| —2-10°

Pak v prvnim kroku pifmého chodu jsme vydélili prvni fddek 1075 a déle jsme pfi¢itali —3 ndsobek prvniho
fadku k druhému a —2 nasobek prvniho fadku k tfetimu. VSimnéme si, ze v druhém tadku jsme dostali ¢islo

4Znageni F(10,2, —5, 5) iik4, ze pocitdme v desitkové soustavé, umime si pamatovat pouze 2 cifry a exponent se um{ pohybovat
od —5 do 5.
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1—3-10% = —29999, coz je ale ¢islo s 5 ciframi, takze ho musime zaokrouhlit na nejvyse dvé, a tedy v nasi
aritmetice 1 — 3-10%° = —3 - 10°. Posledn{ matice tedy odpovidé stavu po zaokrouhleni. Vidime ale, Ze posledni
dva téddky jsou linedrné zavislé (a dostdvdme singuldrni matici), k ¢emuz doslo préavé proto, ze délenim malym
pivotem vznikl extrémné velky tadek, ktery pak piebyl vSechny nasledujici. Méjme nyni naopak nasledujici

soustavu, kde vezmeme velky pivot 10°:

100 1 21 1 107 2.107° [ 1.107°
3 211 |~|3 2 1 1
2 3 33 2 3 3 3
1 105 2.107° 1-107°
~| 0 2-3.10% 1-6-10°|1-3-10"° (3.31)

0 3—-2-107° 3—-4-107°|3-2-107°

1 10° 2-10°|1-10°
~1 0 2 1 1
0 3 3 3

Tentokrat jsme po vidéleni sice dostali velky tadek, ten ale pii naslednych dpravach zbytek matice ovlivnil jen
male. A¢ tedy doslo také k vypocetnim chybam zpusobenych zaokrouhlovanim, ty piilis neovlivni dalsi vypocet.
Takovouto dvahou jsme tedy ovéfili, ze pokud chceme minimalizovat chyby zpusobené zaokrouhlovanim, méli

bychom vybirat za pivot prvek s nejvétsi absolutni hodnotou ze submatice

k—1 k—1
il
: . (3.32)
0l

V praxi se ukazuje, ze ani neni tieba volit z celé submatice, ale stac¢i vybirat z k-tého sloupce, protoze jind volba
by zpuosbila nutnost prohazovat sloupce, coz je nakonec algoritmicky drazsi. Je ale ziejmé, ze kdybychom obecné
vybirali prvek s nejvétsi absolutni hodnotou z k-tého sloupce, resp. k-tého fadku, a pak provedli odpovidajici
permutaci sloupcu, resp. fadka, postupné tim prevadime matici na silné regularni a tedy aplikujeme zakladni
GEM.

3.1.5 Otazky
e Odvozeni GEM vcetné algoritmu
e Pro jaké matice lze GEM pouzit

e Vysvétlit modifikovanou GEM

3.2 LU rozklad

Z praxe vime, ze pfimy chod Gaussovy elimina¢ni metody lze provést s nékolika pravymi stranami soucasné,
aniz by se vypodet vyrazné zpomalil. Zpétny chod pak sice musime provést pro kazdou pravou stranu zv14st, ten
je ale fadové rychlejsi, a tak nakonec nepredstavuje vyznamné zpomaleni. V praxi ale bohuzel ¢asto narazime
na situaci, kdy az vyfeseni soustavy A#(F) = b*) ngm umozif uréit dalsf pravou stranu b*+1. Ukézeme si
tedy metodu, kterd umi novou pravou stranu rychle prevést na tvar vhodny pro zpétny chod, tedy LU rozklad.
[TODO lépe popsat, jak se odseparuje piimy chod od zdvislosti na pravé strané]. Jiz jsme v (3.20) ukézali, ze
vysledkem GEMu je rozklad matice A na hornf a dolni trojihelnikovou, tzn. A = M~1U = LU (matice M byla
dolni trojihelnikova s jednickami na diagondle, proto matice M~! je rovnéz dolni trojihelnikova s jednickami
na diagondle). Dostdvame tak

AT =b < LUZ =b. (3.33)
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Oznacime-li

UZ = d, (3.34)
dostaneme
Ld = b. (3.35)

V soustavé Ld = b nezndme pouze vektor J; pokud tedy tuto soustavu vyfresime, muzeme pokracovat k U¥ = d
a najit . Matice U je horni trojihelnikova s jednickami na diagondle, a ukaze se, ze celd soustava UZ = d
odpovida zpétnému chodu. Soustavu Ld = b mizeme zéroveii fesit podobné jako zpétny chod, jelikoz jediny
rozdil je, ze L je tentokrat horni trojihelnikova. Také ukdzeme, ze slozitost LU rozkladu je n3, takie pokud
bychom metodu aplikovali na soustavu s jednou pravou stranou, nijak si oproti GEMu nepomuzeme. Naopak v
piipadé, kdy mame vice pravych stran, mizeme si jednou spoéitat LU rozklad se slozitosti n3, a ddle napoéitdvat

fegeni pro libovolnou pravou stranu se slozitosti n2.

3.2.1 LU rozklad pomoci Gaussovy eliminaéni metody

Predpokladejme pro jednoduchost, ze A je silné regularni. V piipadé, ze by nebyla, vhodnymi sloupcovymi nebo
radkovymi upravami ji na silné reguldrni v kazdém kroku GEMu umime prevést. Zajima nés, jak vypadd matice
L := M~!. Vime, ze matice M se rovng soucinu M(*) | které reprezentuji véechny elementérni ipravy provedené
v k-tém kroku ptimého chodu, tj.

M = M®MC—D, M), (3.36)

kde M) reprezentuje prvni krok pifmého chodu, tedy nastaveni prvnfho prvku prvniho fadku na 1 a vynulovéni

vSech prvku ve sloupci pod nim. Déle
M~ = (MDY~ (M)~ (M) (3.37)

Nyni nds proto zajima jak zfskat inverzni matici (M(*))~! pro k-ty krok p¥fmého chodu. Pro tu ale zndme
predpis:
k
M® = M® . M, (3.38)

kde matice ze sou¢inu jsou jednotlivé elimina¢ni kroky k-tého kroku, tedy M;k) je nastaveni prvniho prvku na
jednic¢ku a ostatni matice odecitani patfiénych nasobku od dalsich radku, aby se postupné prvky pod diagonalou
vynulovaly. Proto

(M*) =t = (MP =1 (M1, (3.39)

Nyni tedy zbyva urcit tyto inverze. My ale zndme tvar jednotlivych matic.

Ml(ck) = =D (3.40)

Ak




50 KAPITOLA 3. PRIME METODY RESENI SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC

Inverze této matice ji musi pfevést na jednotkovou, tudiz k-ty fadek musi byt jednoduse vynasoben prvek a,(ﬁc_l)
1
1
(M) = ajy " (3.41)
1
1
Déle pro i > k (odecteni agk_ ) nasobku k-tého Fadku od i-tého):
1
1
Mgk) _ (3.42)
(k—1)
—a,; 1
1
Abych dostal jednotkovou matici tentokrat, musim udélat inverzni operaci, tzn. pfi¢teni, proto:
1
1
M)~ = (3.43)
A
1
Odtud
1
G
M®)~! = (MP) 1. (MP) ! = o , (3.44)
Ay ke 1
ayi 1

coz lze jednoduse odvodit napi tak, ze si predstavime, jak jednotlivé matice ze souc¢inu pusobi na jednotkovou
matici. Nyni bychom potfebovali védét co se stane, kdyz takto vypadajici matice prondsobime mezi sebou. K
tomu poslouzi nasledujici lemma.

Dusledek 3.9. Pro ¢ < j plati (TODO viz obr)

Diikaz. Dukaz intutivni [TBD]. O



3.2. LU ROZKLAD 51

ajiq,j 1

Obréazek 3.1: TODO Pretexovat

Z lemmatu dostavame, ze

a1
(1)
a21  Goo

am afy ag)

M- = : . (3.45)
1 k—2 k—1
a1 a,gz) e aé,k_i al(m )
Gn1 afllz) agﬁfl)

Vsimnéme si, ze jde o prvky, které jsme v puvodni matici nulovali. Ve si tedy muzeme uklddat in-place do stejné
paméti, kde mame puvodni matici A. Nad diagonédlou bude vznikat matice U, kterd bude horni trojihelnikova.
O ni také vime, ze bude mit na diagonéle jednicky, coz neni tfeba ukladat, protoze to nutné plyne z teorie.
Nakonec diagonala a prvky pod diagonalou daji hledanou matici L. V literatuie se ¢asto méto o GEM mluvi
pouze o LU rozkladu, protoze jde v zdsadé o ekvivalentni tilohy, jen LU rozklad mé vétsi potencial, protoze poté

umoznuje Fesit libovolnou pravou stranu b.

3.2.2 Kompaktni schéma pro LU faktorizaci

Dalsi zpusob jak ziskat LU rozklad je pomoci kompaktniho schématu, které je také zndmé jakou Croutova nebo
Doolittleova faktorizace. Ukazeme si tu prvni, rozdil v nich je pouze takovy, ze zatimco Croutova faktorizace

m3 jednicky na diagondle U, Doolittleova je ma na diagondle L. Vyjdeme ze vztahu pro nasobeni matic L a U:

min(i,)

a;j = Z Likugg- (3.46)
k=1

Horn{ mez min(i, j) plyne z toho, ze L je dolni trojihelnikovd matice, a tedy l;z = 0 pro k > 4, a U je horn{

trojihelnikovd matice, a tedy ur; = 0 pro k& > j. Proto jakmile se dostaneme do k > ¢ nebo k > j, v souctu uz

2

mame jen nulové ¢leny. Tento vztah plati pro libovolné i, j € n, ¢imz dostavame n° rovnic pro neznamé prvky

lir. a uyj. Téch je také n?, jelikoz z matice U nezndme jen to co je nad diagondlou (je horni trojihelnikov s

jednickami na diagonéle), a z matice L nezname diagonélu a to co je pod ni. Soustava n? rovnic a n? nezndmych
je tedy ziejmeé Fesitelnd, a to dokonce jednoznacné. Ukazeme si, jak ji fesit v postupnych krocich. Za¢néme s

tim, Ze si zafixujeme prvni sloupec j = 1. Potom

min(z,1)

a1 = Z Likugr = linuin = b, (3.47)
=1



52 KAPITOLA 3. PRIME METODY RESENI SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC

kde jsme déle vyuzili toho, ze u1; = 1 (jednicka na diagondle U). Proto l;; = a;1 pro kazdé i € n. Tim jsme

tedy urcili prvni sloupec matice L. Nyni naopak zafixujeme prvni fadek ¢ = 1. Potom

min(1,j)

a1; = Z llkukj == lnulj, (348)
k=1

tedy dostdvame uy; = %J pro kazdé j € n, kde ale l1; zndme. Tim jsme tedy urcili prvni fddek matice U.

Pokracujeme déle, nyni zafixujeme druhy sloupec j = 2. Potom

min(%,2)

Qi = Z Likuge = linuie + liguga. (3.49)
k=1

Z tohoto vztahu zndme l;; (prvnf sloupec L jsme urcili), uio (prvnf fddek U jsme urcili) a ugse = 1 (jednicka na
diagonéle U). Proto muzeme vyjadfit {;2 jako

lio = aiz — lizua. (3.50)

Tim jsme tedy urcili druhy sloupec matice L a takto bychom pokracovali déle s druhym fddkem U. Obecné
tedy jsme-li v s-tém kroku (zndme s — 1 sloupcti L a s — 1 fadkt U [TODO respektive tim, ze zndm fadky U

znédm i nékteré sloupce U]), zafixujeme s-ty sloupec, tzn. j = s a potom

min(i,s) s—1 s—1
Ais = Z lik:uks = Z likuks + lisuss = Z likuks + lisa (351)
k=1 k=1 k=1
a tedy )
s—
lis = ais — Zlikuks- (3.52)
k=1

Déle pro zafixovany s-ty fddek (zndme s sloupcu L a s — 1 fddku U), tzn. i = s, méme

min(s,j) s—1
Asj = Z lskukj = lekuk'j + lssusja (353)
k=1 k=1

a tedy
—1
asj - Zi::l lskukj

ZSS

(3.54)

’U,Sj =

Je ziejmé, Ze opét lze algoritmus provadét in-place, jelikoz pro ziskdni prvkii [;s a ug; potfebujeme z matice A
pouze a;s, resp. ag;. V matici A tedy vzdy postupné nahradime sloupce od diagondlniho prvku az doli, a poté
fadky od diagondlniho prvku (tentokrat ne véetné) az doprava. Tim ziskdme matice L a U. Je dulezité zminit,
ze algoritmus lze provést pouze pokud jsou diagonalni prvky matice L nenulové, abychom nedélili nulou. Tato
matice je ale z jednoznaé¢nosti LU rozkladu stejna, jako matice L z GEM, a ta mé na diagondle pivoty z GEM.
Proto predpoklad silné regularity je pro obé metody stejny. Dale je vidét, ze prvku matic L a U z LU rozkladu

jsou spojitou funkei prvki matice A, coz plyne piimo ze vztahu pro l;; a u;.

3.2.2.1 Implementace
TODO

3.2.2.2 Analyza slozitosti

Z implementace opét O(n?).
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3.2.3 Choleského rozklad

Je-li matice A hermitovska a pozitivné definitni, pak existuje jeji hermitovsky symetricky rozklad, tzv. Cho-
leského:
A =SS, (3.55)

kde S je horni trojihelnikové, tzn. pokud A = A* pak I = U*. Tento rozklad nam umoznuje ukladat informace
o celém rozkladu jen v dolnim trojihelnikové matici L, protoze U pak umime dopocitat. To odpovidd intuitivni
predstave, kde LU (resp. Choleského) rozklad symetrické matice v jistém smyslu zachovavé symetrii. Existenci
takového rozkladu je tfeba dokézat, méjme tedy pozitivné definitni hermitovskou matici A. Ze Sylvestrova
kritéria vime, ze vSechny hlavni subdeterminanty A jsou kladné, tedy A je silné regularni. Proto existuje LDR
rozklad

A=LDR < A =A"=R*D*L". (3.56)

Z jednoznac¢nosti LDR rozkladu L = R* (TODO: nékde pozdéji to rozebirdm detailnéji, tak sjednotit na jedno
misto), proto
A =R'D'R (3.57)

Kdyby se nam podatilo rozlozti D = D*D, potom bychom mohli napsat

A = R*D*DR = (DR)*(DR) = S*S. (3.58)

7 maticového nasobeni Vi € n plati d;; = a@ii = |d~ii\2. Tento rozklad je tedy mozny pouze tehdy, kdyz jsou
vS8echny prvky na diagonale D kladné. Rozepisme si LDR rozklad blokové:

A A L (@) D 0 R R
A= 11 12 _ 11 11 11 12 ’ (3.59)
Agy Ay Loy Lo 0 Doy 0 Ry
kde All,Lll,Dll,Rll € (Ck’k. Potom
k
All = LHDHRH — det An = det Lll det ]D)H det RH = det Dll = H dz‘i7 (360)
i=1
protoze detL;; = 1 a det Ry; = 1 (jsou trojihelnikové s jednickami na diagondle). Z pozitivn{ definitnosti, resp.

Sylvestrova kritéria ale Vk € 7 je 0 < det Ayy = [[_, di; a tedy Vi € 71 je di; > 0.

3.2.4 Otazky

e K ¢emu slouzi a jak napocitat LU rozklad?

e K ¢emu slouzi a jak napocitat Choleského rozklad?

3.3 Modifikace Gaussovy elimina¢ni metody

3.3.1 Thomasuv algoritmus

Méjme soustavu se silné reguldrni, tzv. trigiadiagonalni matici A:

aq b1 X dl
C2 a9 b2 X9 d2
C3 as b3 X3 d3
= 1. (3.61)
Cp—1 Qan-1 bnfl Tp—1 dnfl

Cn ap Tn dp
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Kdyz si predstavime, jak by vypadala Gaussova elimina¢ni metoda, zjistime, ze v kazdém kroku bychom provedli

pouze jednu eliminaci (pod diagonélou je vzdy jen jeden prvek). Také je zfejmé, ze nad diagonalou s prvky b;
nemuze vzniknout zadny nenulovy prvek. V ramci prvniho kroku pfimého chodu tedy nejdiive dostavame

kde i1 = 22 a p1 =

V dalsim kroku bychom délili druhy Fadek pivotem as — couq, a dostali

b
az—Ca 1

a tedy ps =

di
ay

1w
ca az by

c3 az bz

Cn

a odecteme co nasobek prvniho fadku od druhého.

1 M1
0 ax—copr b2

C3 as b3

Cp—1 0an-1
Cn

L m
bo
O 1 az—C2 b1
c3 as b3

Cn

ag—Cz 1

1

1 pp—1 b
ck  ap  bry

Ck+1  Qk41

Odecteme ¢, ndsobek k& — 1-tého fadku od k-tého:

1

M1

1 Hi—1 by,
ag — Cpfth—1 b1

Ck+1 k41

Cp—1 QAan—-1

da—cap1

Cp—1 QAanp—-1

P1
ds
ds

P1

az—C2 1

ds

dn—l
dn,

do— 2 4 <.
a pg = 22222 'V k-tém kroku mdme na zacdtku soustavu tvaru

P1
Pk—1

dy,
A1

P1
Pk—1

diy1

d’ll

dr — crpr—1

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)
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Nyni podélime k-ty fadek pivotem ag — cppugr—1 a dostavame:

by,
P = ———, Pk
A — Ckllk—1

Vyslednd soustava ma po dobéhnuti piimého chodu tvar

_dg — cppr—1
ap — Cpfhk—1

1 1 T1 P1
1 o T P2
L s 3 P3
1 Hn—1 Tn—1 Pn—1
1 Tn Pn
a snadno odvodime zpétny chod:
Tn = Pn,
Tn—1 = Pn—1 — Un—-1Tn,
Tp—2 = Pn—2 — Un—2Tn—-1,
T2 = p2 — [H2T3,
1 = pP1 — H1T2.
3.3.1.1 Vyznam
Kdyz si béh algoritmu shrneme, postupné provadime nasledujici kroky:
b d
1. Polozime p1 = —1, p1= —1,
aq aq
2. apro k=2,...,n— 1 napocitdme:
by _ Ak — Ckpr—1

e = —7"—""—5 Pk
ap — Cglbk—1 ag — Ckhk—1

dn — CnPn-1

Apn — Cplin—1

3. Nakonec polozime p,, =
4. Déle polozime x,, = py,

5. apro k=n—1,...,1 napocitame:

Tk = Pk — HELk+1

95

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

Pocet opakovani kroku 2 a 5 je zavisly na n, tudiz jejich slozitost je O(n). Zbylé kroky algoritmu jsou provadény

v konstatnim case, a tedy celkovd slozitost Thomasova algoritmu je O(n). Oproti slozitosti Gaussovy eliminaé¢ni

metody O(n?) je to tedy vyrazné zlepseni.

3.3.2 Schurtv doplnék

Méjme nyni soustavu se silné regularni matici A € C™", kterd mé nasledujici blokovou strukturu:

Al (Cl f] dl
AQ CQ fQ dQ
Ay Gy | | Tra drs

B, By ... B._y A, i d.

(3.72)
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Rozmeéry bloku mohou byt ruzné, ale pozadujeme, aby A;, C;, Z;, d; mely stejny pocet fadku pro ¢ € (r - 1),
aby B1,B,_1,A, mély stejny pocet fadkn, B;, A; mély stejny pocet sloupcii pro i € (1 —1) a Cy,..Cp_1, A,
mély stejny pocet sloupcu. Gaussovu elimina¢ni metodu provedeme v blokovém tvaru. Déleni pivotem v tomto

piipadé predstavuje vyndsobeni i-tého fadku matici A; Lproier =1, tzn.

I ATICy 7 AT,
I AQ_I(CQ Ty AQ_ICZ;
: N : ; (3.73)
I A;_ll(crfl frfl A;_lld_;fl
B; By ... B, A, z, d,
a od posledniho Ffadku postupné odecteme B; nasobek i-tého fadku:
I ATIC, i ATYdy
I AF1C, T Ay 'dy
: N : ) (3.74)
I A;,llcr—l fr—l A;,llcir—l
S r g
kde
S=A, —BAT!C; —BoA;'Cy— ... — B, 1A Coy,
. . . B (3.75)
§=d, —BAT'dy —BoAy dy — ... — B, 1A d .

Prévé matice S se nazyva Schuruv doplnék matice A. Snadno vidime, Ze pak feSeni soustavy lze ziskat jako:

Z, =S5,

ﬂr—l Ar__llcl:“—l _Ar__ll(cr—lfrv
(3.76)

i = ATld, — ATIC, &,
Protoze je v blokovém tvaru vysledné matice nenulovy pouze posledni sloupce, v kazdém kroku zpétného chodu
vyuzijeme pouze vektor Z,, neni tfeba znat predchozi vektory Z; pro ¢ < r.
3.3.2.1 Vyznam
V tom je velky vyznam Schurova dopliku — kazdy krok zpétného chodu lze fesit paralelné, stejné tak hledani
inverzi A" ! na zacatku metody lze provadét paralelné.
3.3.2.2 Specialni pripad pro r =2

V soustavé s matici, pro kterou nemame zadnou efektivni metodu feseni, muzeme napi. polozit r = 2. Dostdvame

(Al Cl) (i&) - (@) (3.77)
Bl AQ 52 d2

Nyni pokud je nové vznikla A; napf. tridiagonalni nebo symetrické nebo pozitivné definitni, muzeme k vypoctu

soustavu s matici tvaru

inverze pouzit néjakou efektivnéjsi metodu a tuto ”¢ast” puvodni ulohy tak vytesit efektivnéji.

3.3.2.3 GEM a blokovy tvar

Z vySe popsaného postupu je také vidét, ze jak GEM, tak napt. Thomasuv algoritmus lze provadét také v

blokovém tvaru.
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3.3.3 Otazky
e Reseni soustav s tridiagonalni matici.
e Co je to Schurtv doplnék?

e Blokové modifikace maticovych algoritmu

o7
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Kapitola 4

Iterativni metody resSeni soustav

linearnich rovnic

V této kapitole se budeme zabyvat iterativimi metodami pro fesSeni tlohy AZ = bs reguldrni matici A. Cilem je

nalézt metody, které mohou byt pro urcité typy tloh efektivnéjsi nez Gaussova elimina¢ni metoda.

4.1 Zakladni pojmy

Zékladni myslenkou itera¢nich metod je generovani posloupnosti vektori {f(k) 192 ,, kterd konverguje k pfesnému
feSeni soustavy I, tedy
lim 7 = 7% (4.1)
k—o0

V praxi tedy obecné nikdy neziskame piesné feseni, ale muzeme se k nému piiblizit s téméi libovolnou piesnosti.

Definice 4.1 (Obecn iteracni metoda). Nechf je déna pocatecni aproximace #(®). Obecnd iteraéni metoda

generuje dalsi ¢leny posloupnosti pomoci predpisu
g+ — R gk) 4 &k) (4.2)
kde matice B*) a vektor &*) zavisi na pouzité metodé. Dale pozadujeme, aby pro presné Feseni Z* platilo
 =BR g 4 &), (4.3)

Tato podminka se nazyva podminka konzistence.

Véta 4.2. Tteracni metoda tvaru 2+t = BF) g*) 4 &F) splnujici podminku konzistence konverguje k &* pro

libovolnou pocatecni volbu #(©) prave tehdy, kdyz plati

lim B®BF-Y | BO = Q. (4.4)

k—o0

Diikaz. Méjme iteraéni metodu tvaru ¢t = B®) z(k) 4 #*) spliujici podminku konzistence #* = B®) 7 4 k).
Potom
(f(k) _ = ]B(k_l)f(k_l) + é(k—l) _ B(k_l)f* _ E(k—l) _ B(k_l)(f(k_l) _ f*)

= B-DB*k-2) (z(k-2) _ zv) (4.5)

=Br-DB*-2 | BOFO _ 7).

59
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Rozdil #(© — #* je pevné dany, a tudiz pro k — oo

72k _ 7 4§ — BERBEF-D RO Q. (4.6)

Poznamka 4.3 (Samoopravujici vlastnost). Itera¢ni metody maji takzvanou samoopravujici vlastnost. Pokud
béhem vypoctu dojde k chybé (napiiklad vlivem zaokrouhleni), lze na vysledek pohlizet jako na novou poé¢dteéni

0)

aproximaci #(?). Diky konvergenci pro libovolny pocatecni vektor se tyto chyby v dalsich iteracich eliminuji,

nikoliv kumuluji. Z tohoto divodu neni nutné provadét detailni analyzu citlivosti na vypocetni chyby.
Definice 4.4 (Stacionarni iteraéni metoda). Iteraéni metody délime na:

e staciondrni, pro které jsou matice B*) a vektor @*) konstantni, tj. B*) = B a &% = & pro vsechna k.
Predpis mé tedy tvar
¢+ = gz 4 @ (4.7)

e nestaciondrni, kde B®) a &%) jsou rtizné pro riznd k.

Poznamka 4.5. Stacionarni metody jsou jednodussi na implementaci i na teoretickou analyzu. V dalsim textu

se budeme zabyvat vyhradné stacionarnimi metodami.

Definice 4.6 (Pevny bod). Protoze ve staciondrni iteraéni metodé jsou matice B a vektor & konstantni, muzeme
plisobeni matice B a vektoru & v k-té iteraci zapsat pomoci vektorového zobrazeni @, tzn. Z*+1D = @’(f(k)).

Pokud existuje &* takové, ze g(&*) = &*, tikdme, ze F* je pevny bod zobrazeni .

Véta 4.7. Stacionérn{ iteracni metoda Z(*+1) = B#(*¥) 4+ & spliiujici podminku konzistence konverguje k #* pro
libovolné Z(©) prave tehdy, kdyz plati
Jim B* = 0. (4.8)
Diikaz. Tvrzeni plyne z véty (4.2), nebot pro staciondrni metodu plati BB BO) = B* (pro kazdé k je
matice B(¥) stejnd) a tedy
0 = lim B®B*Y  BO = lim B* (4.9)

k—o0 k— o0

O

Véta 4.8 (Konvergence staciondrni metody). Stacionarni iteraéni metoda Z(**+1) = Bz(*) 4 & konverguje k &*

pro libovolné Z(9 prave tehdy, kdyz pro spektralni polomér iteraéni matice B plati

p(B) < 1. (4.10)

Diikaz. Tvrzeni plyne z podminek pro konvergenci maticové posloupnosti B¥, viz véta (1.93). O

Véta 4.9 (Postacujici podminka konvergence). Existuje-li pro staciondrni iteraéni metodu £Z*+1) = Bz(*) 4 @
maticovd norma || - || takovd, ze
[IB|| < 1, (4.11)

potom staciondrni iteraéni metoda konverguje k Z* pro libovolné z(©).

Dukaz. Tvrzeni plyne z véty (1.95). O

4.1.1 Slozitost itera¢nich metod

Pozndmka 4.10. Mame-li staciondrni iteracéni metodu Z*+t1) = BZ*) 4 & kde B € C*" a & € C", potom

slozitost maticového nésobeni je O(n?) a pti¢itan{ vektoru O(n). Slozitost jedné iterace je tedy O(n? + n) = O(n?).
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Pro pocet iteraci k << n je metoda efektivngjsi nez GEM. Pokud bychom se s po¢tem iteraci k ptiblizili k n,
pak se slozitost bude blizti k O(n?), coz uz je stejné jako GEM.

4.1.2 Odhady chyb a ukonéovaci kritéria
Pti praktickém pouziti itera¢nich metod je klicové védét, kdy vypocet ukoncit. K tomu slouzi odhady chyb.

Definice 4.11 (Reziduum). Pro k-tou aproximaci feseni %) definujeme rezidudlni vektor (reziduum) jako
7R = AZ®) —p, (4.12)

Reziduum tedy udéva, jak dobfe aproximace #*) spliuje pivodni rovnici.

Véta 4.12 (Aposteriorni odhady chyby). Necht staciondrni itera¢ni metoda konverguje. Pak pro chybu k-té
aproximace plati nasledujici odhady:

L E® — 2 < [|A7] - | AZ® — ]| = |A7]]- [/
2. |50 — 2| < ||(L-B)7Y| - ||l#0 — #+)|
pri pouziti souhlasné maticové a vektorové normy.

Dikaz 1. V celé této kapitole predpoklddame, Ze FeSime soustavy rovnic AT = bs regularni matici A. Proto

existuje inverzni matice A™!, a tedy mizeme psét:

2 — 7 = AN AT — A7) = A~ (AZW) —p) = AR, (4.13)

Odtud uz jednoduse
125 — 2| < [[A7Y] - |17 (4.14)
O

Diikaz 2. Vyjdeme z toho, ze 7* = B7*+¢ <= (I-B)Z* = ¢ My bychom ale chtéli také iict, ze 7* = (I — B)~1c.
Piedtim musime ovSem ukédzat, ze matice I — B je reguldrni, tedy 7e existuje jeji inverzni matice (I — B)~!.
7 Schurovy véty (1.59) vime, ze B = U*RU a tedy také I — B = U*(I — R)U. Dale také z (4.8) vime, ze Z*)
konverguje k * prave tehdy, kdyz p(B) < 1. Tato posledni nerovnost ale implikuje, Ze |r;;| < 1 (TODO: dohledat
proc), a tedy I — R je reguldrni matice, protoze jeji diagonélni prvky jsou nenulové. Tim pédem je reguldrni i
I—B, a tedy existuje jeji inverzni matice (I —B)~!. Nynf se vratme k tomu, co jsme chtéli dokdzat, a vyuzijeme

dokézany vztah pro z*.
B9 2| = Iz - 1 -B)~d = |1 -B)~ [a-B)z® -] |
= |- B)~" 7 —B&® — ] || = ||[@ - B)* [#©) — a4V | (4.15)
<= B) Y- [J& ) — &

Zbyvé jesté okomentovat to, ze nam vysledek vysel pro ¥tV coz neodpovidd puvodnimu tvrzeni. To ale
nevadi, protoze sta¢i na zacdtku dukazu posunout k < k — 1. O

Pozndamka 4.13 (Ukoncovaci kritéria). Aposteriorni odhady chyb jsou zdkladem pro praktickd ukoncovaci
kritéria. Vypocet typicky zastavime, pokud je norma rezidua ||#*)|| (odhad 1) nebo norma rozdilu dvou po
sobé jdoucich iteraci ||Z*) — Z(*~1|| (odhady 2 a 3) dostate¢né mald. Casto se pouziva relativni kritérium
vztazené k ,fadum tlohy“, napf. normé matice A nebo pravé strany b:

1]

s— <€ (4.16)
1ol
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pro zadanou toleranci € > 0.

Poznamka 4.14. Malé reziduum vsak nemusi nutné znamenat, ze jsme nasli dobré feseni. Piedstavme si, ze

jsme v realnych ¢fsel, a méjme soustavu f(z) = ax + b. Potom pro malé a je tvar f: tzn. tvar f je témér

Obrazek 4.1: graf f s malym a

vodorovny, a proto i pres malé r*) je rozdil mezi %) a z* velmi velky. Odhad nicméné stéle funguje, protoze se
v ném nachézi matice A~!, kterd v tomto pifpadé odpovidd pievracené hodnoté malého a, tedy velkému éfslu.
TODO: Vyjasnit, co to znamenad, ze soustava je Spatné podminéna Stejné tak i maly rozdil mezi dvéma po sobé
jdoucimi iteracemi nemusi znamenat, ze jsme blizko k FeSeni. Muze totiz nastat situace, kdy se konvergence na

chvili zpomali, ale stale jsme daleko od feseni, protoze se opét rozjede pozdéji. To se ndm u stacionarnich metod

e — — = = m = - - J - = - =

12425

L | N [ S L P 7 L L e )

Obrézek 4.2: znazornéni vzdélenosti dvou po sobé jdoucich iteraci v zavislosti na k v piipadé, ze se konvergence
na chvili zpomali
spiSe nestane, nicméné je tfeba i tento pfipad mit na paméti.

Poznamka 4.15. Aposteriorni odhady chyby jsou vypocty, které muzeme udélat az po tom, co provedeme

néjaké iterace. Naopak apriorni odhady, které si ukdzeme déle, provadime pfed samotnym vypoctem.

Véta 4.16 (Apriorni odhad chyby). Nechf pro itera¢ni matici B plati
souhlasné s danou vektorovou normou. Pak pro chybu k-té iterace plati

[B|| < 1 v néjaké maticové normé

(k) - lell
16 - 21 < 1Bl (1121 + . @17)
1— B
Diikaz. Vyuzijeme toho, Ze jsme si jiz v ditkazu (4.12) ukézali, ze 1ze napsat #* = (I — B) !¢ Dale napfSeme
#® =BE* Y 4 e=BBF* P + o) + = =B + ) BE (4.18)

Pfipomerime jesté, ze pokud p(B) < 1 (coz méme splnéno, protoze ||B|| < 1), potom

ilﬂ%i =(I-B)"L. (4.19)
=0
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Nyni vSe jen ddme dohromoady:

k—1 k—1 e} 0o
|59 — 3 = [B*7®) + Y Bie— (- B)~'d| = [B*5© + Y Bie- Y Bidl| = B + Y Ba
=0 =0 =0 i=k

= Bz +B* Y B'd| < ||B|* -] - Y B <|B|*-
i=0 1=0

+oo
||#|+Z||B|i||a|] (4.20)
1=0

= |l
< ||BJ|* - {|x(0)||+1_|]m| :

O

Poznamka 4.17. Apriorni odhad chyby neni moc uziteény pro praktické pocitani. Jeho vyznam spoc¢ivé v tom,
7e ndm umoziuje uréit, jak rychle se bude posloupnost {Z*)} blizit k feseni #*. Pokud je |[B|| blizké 1, pak se
posloupnost {#(®)} bude blizit k fesenf velmi pomalu, a tedy i pocet iteraci bude velky. Naopak pokud je |[B||
blizké 0, pak se posloupnost {:E'(k)} bude blizit k fesenf velmi rychle, a tedy i pocet iteraci bude maly. Rikd ndm

tedy, ze nasim cilem by mélo byt volit iteraéni matici B tak, aby jeji norma byla co nejmensi.

Nyni jiz vime, za jakych podminek staciondrni metody konverguji a jak odhadovat jejich chybu. Dalsi otazkou je,
jak konkrétné volit iteracni matici B a vektor ¢ tak, aby byla splnéna podminka konzistence pro feSeni soustavy
AZ =1b.

4.1.3 Metoda postupnych aproximaci

Nejjednodussi zpusob, jak navrhnout itera¢ni metodu, je pokusit se v kazdém kroku opravit stavajici aproximaci
#*) o chybu, kterou generuje. Jediny snadno dostupny ukazatel této chyby je reziduum #*). Zkusme tedy
definovat metodu jednoduchou korekci

gD = gk _ 5k — g0 _ (Az®) —p) = (1— A)Z®) +b. (4.21)

—

Definice 4.18 (Metoda postupnych aproximaci). Metodu s iteraén{ matici B = I — A a vektorem ¢ = b

nazyvame metodou postupnych aproximaci. Jeji itera¢ni predpis je

FFD = (1 - A)Z® + 5. (4.22)

Poznamka 4.19. Podminka konzistence je pro tuto metodu ziejmé splnéna:

F=10-AT+b — =7 —AT +b — AT =b. (4.23)

Poznamka 4.20. TODO popsat pro¢ je metoda vyhodnd pro fidké matice, Ze muzu iterovat jen pres nenulové

prvky

Véta 4.21 (Konvergence metody postupnych aproximaci). Metoda postupnych aproximaci, dand vztahem
FrHD = (T — A)z® + l;, konverguje pro libovolnou pocéteéni aproximaci Z(?) k fesen{ soustavy AZ = b prave
tehdy, kdyz

p(I—A) < 1. (4.24)
Postac¢ujici podminkou pro konvergenci je, aby pro néjakou maticovou normu || - || platilo
IT—A| < 1. (4.25)

Dukaz. Tvrzeni plyne piimo z obecnych podminek pro konvergenci staciondrnich metod, kde za itera¢ni matici
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B dosadime I — A, viz (4.8) a (4.9). O

Lemma 4.22 (Spektrélni zobrazeni pro polynomy). Necht A € C™" a A € o(A). Necht p(x) je polynom
proménné x. Potom plati, ze p(\) € o(p(A)).

Diikaz. Necht A € o(A) a Z prislusny vlastn{ vektor. Potom
AFE = AR (AT) = Mz, (4.26)

Nyni zapfSeme polynom p(z) jako p(z) = >} _, arz®. Potom
PA)E = aphfE =" ap\E = p(V). (4.27)
k=0 k=0

Proto p(A) € o(p(A)). O

Véta 4.23. Necht je matice A hermitovskd. Potom metoda postupnych aproximaci konverguje pravé tehdy,
kdyz plati
2 > A > Q0. (4.28)

Diikaz. Nechf A je hermitovskd matice. Potom jejf spektrum je redlné (o(A) C R). Vime, Ze metoda postupnych
aproximaci konverguje pravé tehdy, kdyz plati p(I — A) < 1. Protoze spektrum A je realné, nutné o(I — A) C
(=1,1) (TODO: piepsat tenhle dukaz lépe pomoci predchoziho lemma, tento krok je trochu nadbyteény).
Definujeme polynom p(z) = 1 — x (protoze pracujeme s matici p(A) =1 — A). Predchoz{ lemma diky A € o(A)
implikuje, ze p(A) =1 — A € o(I — A) a tedy p(A) € (—1,1). Potom ale A € (0,2), resp. 2 > A > 0. Z tohoto
vidime, ze vSechna vlastni ¢isla matice A jsou kladn4, tzn. A > O (je PD). Déle 2 > A <= 2 — X\ > 0. Pokud
si zadefinujeme polynom ¢(z) = 2 — x, tak opét z piedchoziho lemmatu 0 < 2 — A = ¢(\) € o(g(A)). To ale
znamena, ze matice 2I — A > 0, tedy 21 > A. O

Poznamka 4.24. Podminka 21 > A > O je pomérné silna a v praxi ji spliiuje jen malo matic, protoze vyzaduje,
aby o(A) C (0,2). Z tohoto divodu metoda postupnych aproximaci ve své zdkladni podobé ¢asto nekonverguje

nebo konverguje velmi pomalu.

4.1.4 Predpodminéni

Abychom zlepsili konvergenéni vlastnosti metody postupnych aproximaci (a itera¢nich metod obecné), pouziva
se technika zvand predpodminéni. MySlenka spocivd v nahrazeni puvodni soustavy AX = b ekvivalentni
soustavou, kterda bude mit ,lepsi“ vlastnosti. Tuto novou soustavu ziskdme vynasobenim puvodni rovnice zleva

vhodnou reguldrni matici H, kterou nazyvame pfedpodminovac¢ nebo predpodminovaci matice.

—

HAZ = Hb. (4.29)

Protoze je matice H regularni, feseni této nové soustavy je shodné s fesenim té puvodni. Napi. pro metodu
postupnych aproximac{ vime, ze konverguje na intervalu (0,2), pokud tedy zvolime H, kterd ,smrskne“ vlastn{
¢isla matice A do tohoto intervalu, ziskdme hledané ,lepsi“ vlastnosti. Obecné tedy budeme chépat prepodminéni
jako jyumravnéni“ spektra. (TODO rozepsat, ze se muze stat, ze HA bude singuldrni kdyz ho $patné zvolime -
zcukne néjaké vlastni ¢islo na nulu) Nynf aplikujeme myslenku metody postupnych aproximaci na tuto novou,
predpodminénou soustavu. Reziduum pro tuto soustavu je 7% = HAZ®) — Hb = H(AZ® — b)a iteraéni krok
je tedy

FEHD = g0 _ @) = #F) Az ®) — b) = (I — HA)Z™® + Hb. (4.30)
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Véta 4.25 (Konvergence predpodminéné metody). Predpodminénd metoda postupnych aproximaci konverguje

pro libovolné Z(® k feseni soustavy AZ = b praveé tehdy, kdyz

p(I — HA) < 1. (4.31)
Postac¢ujici podminkou konvergence je, aby pro néjakou maticovou normu platilo ||I — HA|| < 1.
Diikaz. Tvrzeni plyne z obecnych podminek pro konvergenci staciondrnich metod, viz (4.21). O

Véta 4.26. Necht je matice A hermitovskd. Potom pfedpodminénd metoda postupnych aproximaci konverguje,
pravé tehdy kdyz
W+ W*>A>0, (4.32)

kde W = H~!. Konvergence je navic monoténn{ vzhledem k energetické vektorové normé || - ||4.

Dukaz. Pro A hermitovskou pozitivné definitni, jsme definovali energetickou normu, kterd na matici B pusobi

vztahem

1o 1

IBlla = [|AZBA™= . (4.33)
Dokdzeme, ze je spliiena podminka pro konvergenci staciondrni metody, tedy ze ||B||p < 1, pficemz v nasem
pripadé je itera¢ni matice B = I — HA.

IIB||a = ||A2 (I - HA)A™ 2|2 = |[T— ATHAZ |5 = ||B||, (4.34)

kde jsme oznaéili B := 1 — A2 HAz. Z (TODO KDE) vime, Ze

IB||; = p(B*B)=. (4.35)

Protoze sou¢in B*B je hermitovskd pozitivné definitni matice (TODO doplnit odkaz na odvozeni v ditkazu
prepisu dvojkové normy), ma kladnd vsechna vlastn{ ¢isla. Nyni tedy dokdzeme, zZe jsou vsechna vlastni ¢isla

matice B mensi nez 1, tedy ze p(B) < 1, coz uz ddvd puvodni tvrzeni.

B*B = (I— A2HAZ)*(I— A°HA?) = (I — A2H*Az)(I — A2HA?)

) ) ) ) (4.36)
=1-A2(H+H")Az + A2H*AHA=.
kde jsme vyuzili mimo jiné toho, ze I* =1 a A* = A. Kdybychom dokazali, ze
A?(H 4+ H*)A? + A?H*AHA? (4.37)

je pozitivné definitni, pak by to znamenalo, Ze vlastni ¢isla B*B jsou mensi nez 1, protoze ve vyrazu bychom

méli identitu minus néco kladného (TODO doplnit jak aplikujeme lemma o polynomech).
B*B=1-A2(H+H")A? + AH*AHA?

=1— ATH*((H*) "'+ H “HA? + AH*AHA?

. . (4.38)
=I1—AZH*((H*)"'+H! — A)HAZ
—1— ATH*(W* + W — A)HA?.
Z predpokladi je W* + W — A > 0, oznacme
M:=W"+W — A,
(4.39)

M = A2 H*MHA?.



66 KAPITOLA 4. ITERATIVNI METODY RESENI SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC
Potom

(ATH*MHA? #, ) = (MHA? 7, HA? %) = (M&, &) > 0, (4.40)
kde jsme zavedli ¥’ = HAZT a posledni nerovnost plyne z pozitivni definitnostni M. Skute¢né jsme tedy dokéazali
napsat B*B jako identitu minus pozitivné definitni matici M, a tedy

Aeo(BB) = A=1-X pro X € (M) > 0. (4.41)

Monoténni konvergenci nebudeme déale rozebirat. O
Poznamka 4.27. V piipadé metody bez predpodminéni je H = I, a tedy i W = H~! = I. Podminka konvergence
z predchozi véty tak pfechazi na tvar 21 > A > O, coz odpovida jiz difve uvedenému kritériu.

Pozndmka 4.28 (Volba piedpodminovace). Klicovou otdzkou je, jak spravné zvolit matici H. Idedln{ volbou
by byla H = A~!. V takovém piipadé by itera¢ni matice byla B =1 — A~'A =1 — I = Q. Spektralni polomér

nulové matice je 0, takze by metoda konvergovala v jediné iteraci.
gD — 20 _ HAZ® 4 Hb = 2® — AAZ® + A~ = 2™ — 70 47 = 1, (4.42)

Problém je, ze vypocet inverzni matice A~! je stejné ndroény jako feseni ptivodni soustavy, ¢emuz jsme se
chtéli vyhnout. Uméni pfedpodminéni spoéivd v nalezeni takové matice H, kterd co nejlépe aproximuje A~1,
ale zaroven je jeji aplikace (tj. ndsobeni vektoru matici H) a konstrukce vyrazné levnéjsi nez feseni soustavy s

matici A.

4.1.5 Otazky
e Jaké jsou nutné a postacujici podminky konvergence stacionarnich metod?
e Jaké mame apriorni a aposteriorni odhady chyby?

e Co je to pfedpodminéni, k ¢emu slouzi a jak zméni iterac¢ni predpis?

4.2 Richardsonovy iterace
Richardsonova metoda je jednou ze zdkladnich stacionarnich metod. Vyuziva predpodminovac¢ ve velmi jedno-
duché formé H = 01, kde 6 € R je redlny parametr.

Definice 4.29 (Richardsonova metoda). Pro dany relaxa¢ni parametr § € R je Richardsonova metoda déna
predpisem
g = 7B _ oAz — p). (4.43)

Jde o pfedpodminénou metodu postupnych aproximaci s predpodminiovac¢em H = 0I. Itera¢ni matice a vektor
jsou tedy
B=1-0A, &=0b. (4.44)

Véta 4.30. Je-li matice A hermitovskd, pak metoda Richardsonovych iteraci konverguje pravé tehdy, kdyz

2
g1>A>0. (4.45)

Konvergence je navic monoténni vzhledem k vektorové normeé || - ||a.

Dukaz. Vyuzijeme véty (4.26), kterd ikd, ze je-li A hermitovskd, pak pfedpodminénd metoda postupnych
aproximaci konverguje, pokud plati W + W* > A > 0, kde W = H~!. V naSem piipadé je H = 01, a tedy



4.3. JACOBIHO METODA 67

W = %]I. Protoze 0 je realné ¢islo, plati W + W* = %]I. Podminka konvergence tedy piechazi na tvar

2
W+ W = 21> 4>0. (4.46)

O

Disledek 4.31. Pro hermitovskou a pozitivné definitni matici A metoda konverguje, pokud je relaxaéni para-

: 2
metr 6 zvolen v intervalu 0 < 0 < A

Diikaz. 7 lemma (4.22) plyne, ze pokud si zadefinujeme polynom
p(z) == — =, (4.47)

pak pro kazdé A € o(A) plati p(A) = 2 — X € o(p(A)). Déle p(A) = 2 — A > 0. Vlastn{ ¢isla matice p(A) jsou
tedy kladna, a proto % — A > 0. To uz jen pfeusporadame a dostaneme 6 < % a tedy 6 < ﬁ. O

4.2.1 Implementace

TODO

4.3 Jacobiho metoda

Jacobiho metodu navrhl v roce 1845 Carl Gustav Jakob Jacobi. Myslenka této metody spoc¢iva v tom, ze v kazdé
iteraci napocitdme i-tou slozku nového vektoru #¥+1) tak, aby byla pfesné splnéna, i-t4 rovnice E?Zl a;;jTj = b;

soustavy, pricemz pro vSechny ostatni slozky pouzijeme hodnoty z piedchozi iterace Z*).

Definice 4.32 (Jacobiho metoda). Pro i € 71 je Jacobiho metoda ddna po slozkéch predpisem

k1) 1 - (k
Jj=1,j#i

Samoziejmé zatim nevime, zda opravdu takto vzniklé Z(:+1) je lepsim Fesenim dané soustavy, to musime ana-

lyzovat. Pro jednodussi analyzu si nejprve zavedeme maticovy tvar Jacobiho metody.

Definice 4.33. Libovolnou ¢tvercovou matici A s nenulovymi prvky na diagondle muzeme zapsat ve tvaru
A=D-L-R, (4.49)

kde

e D je diagonalni matice tvorend diagonalou matice A.

e L je ostie! dolni trojihelnikova matice, jejiz prvky jsou zédporné vzaté prvky matice A pod diagondlou.

e R je ostie horni trojihelnikovd matice, jejiz prvky jsou zdporné vzaté prvky matice A nad diagonalou.
Poznamka 4.34. Pomoci tohoto rozkladu muzeme itera¢ni predpis Jacobiho metody prepsat do maticové
podoby. Z definice plyne

f(kJrl) _ ]D),l l‘)’+ (D - A)f(k):| _ (]I - DflA)f(k) + ]D)*lg7 (450)

jelikoz (% mizeme reprezentovat jako D! a v sumé prochdzime jednotlivé rovnice s vynechdnim diagonalniho
7

prvku, tédy (D - A)x(’“). 7 maticového tvaru vidime, ze Jacobiho metoda je stacionarni itera¢ni metoda s

ldiagonala je nulova
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pfedpodminovagem H; = D~!. Iteraén{ matice a vektor jsou

—

B;=1-D'A, & =D"b (4.51)

Poznamka 4.35. Obecné pokud v libovolné staciondrni metodé pouzijeme predpodminovac¢ H = D!, pak

mluvime o tzv. Jacobiho podminéni.

Poznamka 4.36. Bude se ndm také hodit tvar B; = D~1(L + R), ktery plyne ¢isté z dosazeni rozkladu
A =D —L—R do vztahu z*+1) = D! [54— (D - A);i’(k)} :

Véta 4.37 (Konvergence Jacobiho metody). Nutnou a postacujici podminkou pro to, aby Jacobiho metoda
konvergovala pro libovolnou pocéateéni aproximaci (0, je

p(DHL+R)) < 1. (4.52)
Postacujici podminkou je ||[D71(L + R)|| < 1 v libovolné maticové normé.
Diikaz. Dukaz opét plyne z predchozich obecnych podminek pro konvergenci staciondrnich metod, viz (4.25). O
Definice 4.38 (Matice s ostfe pievazujici diagondlou). Rekneme, ze matice A mé ostie (fddkové) prevazujici

diagonalu, pokud pro vSechny tadky plati

n

N7 ayl <laal, ¥i=1,...n (4.53)
j=1.j#i

Slovy musi platit, Ze soucet absolutnich hodnot viech mimodiagondlnich prvki v kaZdém rddku je mensi nez

absolutni hodnota diagondlniho prvku v tomtéz rddku.

Véta 4.39. M4-li matice A ostfe prevazujici diagonalu, pak Jacobiho metoda konverguje pro libovolnou

pocéatecni aproximaci Z(?).

Diikaz. Necht A m4 ostie pievazujici diagondlu. Ukazeme, 7e v takovém piipadé ||B||10o < 1. Jak jsme diive
odvodili, pro Jacobiho metodu plati, ze B; = D~(L + R). Potom

0 pro i = j,
=4 Dot (4.54)
e proi £

Pfipomerime, Ze maximovou normu lze ekvivalentné prepsat jako fddkovou normu, viz (1.91), tedy

n n
|aij]
. . <1 4.55
|BI]+00 r?eag(2| is] I?glxz |l e
j=1 Jj=1,g#i
kde jsme vyuzili definice ostie pievlddajici diagondly, tedy ze Vi € 7 plati 327, i, |aj| < |aiil. O

Véta 4.40. Je-li matice A hermitovskd, pak Jacobiho metoda konverguje pravé tehdy, kdyz

2D > A >0 (4.56)
Konvergence je navic monoténni vzhledem k vektorové normé || - ||4.
Dikaz. Opét vyuzijeme véty (4.26), kterd 11k, ze je-li A hermitovskd, pak predpodminénd metoda postupnych

aproximaci konverguje, pokud plati W + W* > A > 0, kde W = H~!. V naSem piipadé je H = D!, a tedy
W = D. Protoze A je hermitovska, ma na diagondle redlné prvky, a tedy W = D € R™". Odtud plyne, ze
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W+ W* = 2D. Aby byly splnény podminky konvergence z véty (4.26), musime mit
2D > A > 0, (4.57)

coz ale dava dokazované tvrzeni. O

4.3.1 Implementace

TODO

4.4 Gaussova-Seidelova metoda

Tuto metodu popsal Carl Friedrich Gauss v roce 1823 a nezavisle na ném Philipp Ludwig von Seidel v roce
(k+1)

1874. Na rozdil od Jacobiho metody vyuziva Gaussova-Seidelova metoda pii vypoctu slozky x; jiz dfive

oo (k] (k+1 PR . . [ -
napocitané slozky :c(l + ), ey :Z:E_Jlr ) 4 aktudlni iterace. Tim se ¢asto dosdhne rychlejsi konvergence.

Definice 4.41 (Gaussova-Seidelova metoda). Pro i € 7 je Gaussova-Seidelova metoda déna po slozkach

predpisem

1—1 n

1

Z'Ek+1) = af b1 — E aij$§k+l) — E aijx§k) . (458)
w j=1 j=i+1

Poznamka 4.42. Jeji maticovy tvar odvodime pomoci rozkladu A =D — L — R. Z definice plyne
Fk+1) — p-1 [5 + Lk Rfﬂ :

Dz — Lg*+D) = § 4+ Rg®)

B (4.59)
) = (D — L)~ (b + RZM)
) = (D —L)"'R#® + (D —L)" %
Protoze
D-L)"R=D-L)'D-L-A)=1-(D-L)"'A, (4.60)
je
D = ([ — (D - L) 'A)Z® + (D — L)~ '5. (4.61)

Z maticového tvaru vidime, ze Gaussova-Seidelova metoda je stacionarni itera¢ni metoda s pfedpodminovacem
Hgs = (D — L)1, Iteracni matice a vektor jsou

Bos = (D —L)"'R, &, = (D—-L)"'b. (4.62)

Véta 4.43 (Konvergence Gaussovy-Seidelovy metody). Nutnou a postacujici podminkou pro to, aby Gaussova-

Seidelova metoda konvergovala pro libovolnou #(?), je

p(D—-L)"'R) < 1. (4.63)
Postacujici podminkou je ||(D — L) "'R|| < 1 v nékteré maticové normé.
Diikaz. Dukaz opét plyne z predchozich obecnych podminek pro konvergenci staciondrnich metod, viz (4.25). O

Véta 4.44. Ma&-li matice A ostie prevazujici diagonalu, pak Gaussova-Seidelova metoda konverguje pro libo-

volnou poéateéni aproximaci z(©).
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Diikaz. Necht A mé ostie pievazujici diagondlu. Stejné jako u Jacobiho metody ukéZeme, Ze v takovém piipadé
[|B]|+00 < 1. Jak jsme difve odvodili, pro G.S. metodu plati, ze Bgs = (D —L)~'R. Pfipomefime, Ze maximova
norma je definovand vztahem

Basllsoe = max |Basiioe. (4.64)

1Z]oo=

Ozna¢me 4 = arg max| |z =1 ||BasZ]|, tzn. @ predstavuje vektor, ve kterém se nabyvd maxima. Déle oznacme

U = Bggsl, abychom mohli zjednodu$ené psat
IBasll+oc = |Bastll+oo = [|U]|+oo- (4.65)

Maximova norma vektoru ¢ je ddna vztahem
1740 = ma ], (4.66)

jde tedy o maximélni hodnotu absolutni hodnoty slozek vektoru #. Oznac¢ime si index slozky, ve které je maxima

nabyvéno: s = arg max;es |v;|. Odtud pak
B[40 = [|9][ 400 = [vs] (4.67)
Dosad'me nyni zpét do vztahu pro o
7 =Bgsi = (D — L) 'R,
(D — L)% = R, (4.68)

(D —L)7 — R = O,

Ziskali jsme soustavu linedrnich rovnic, a my se podivame na jeji s-tou rovnici,
s—1 n
E asjVj + assVs + g as;u; =0 (4.69)
j=1 j=s+1

kde

s—1
E asjvj = -Lv
Jj=1

UssVs = Dy (470)

n
E asjuj = —Rud

j=s+1

z definice rozkladu A =D — L — R. Z rovnice si vyjadiime prvek vg:

s—1 n
1
vsz—a —E asjVj — E asjuj | - (4.71)
SS ]:1

j=s+1

Potom s vyuzitim trojihelnikové nerovnosti dostaneme

s—1 n
|as;| |as;]
g < vl + > Syl (4.72)
=1

| ss j=st1 |ass|

Vzpomeneme si, ze jsme si zadefinovali @ jako vektor, ve kterém maximova norma ||Bgs||e nabyvd maxima.

Proto ||d||cc =1 a tedy Vj € 72 je |u;| < 1. Déle jsme volili ||7]|c = |vs], okud Vj € 72 je |vj]| < |vs|. Kdyz tyto
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dvé nerovnosti pouzijeme k odhadu predeslého vztahu, dostaneme

n

s—1 |(Z | |a ) s—1
A SJ||us|+ 3 5f| = lvs| | Y
j=1 j=1

|ass 5 lass

n
Agi Asi
2] + E lagl _ v -+ B, (4.73)
‘GSS‘ . ‘ 85|

Jj=s+1

kde jsme jednotlivé soucty oznacili jako o a . Z definice prevlddajici diagonaly plyne, ze o + 8 < 1, jelikoz

soucet a + [ predstavuje soucet absolutnich hodnot vSech mimodiagonalnich prvku v fadku s-té matice A, a
tedy |ass|(a + B) = |ass| - Z;-l:l’j#s las;j| < |ass|. Dohromady mame

lvs] < Jug| -+ 8

vs|(1—a) <8 (4.74)
B

|US‘§E<1,

kde posledni nerovnost plyne z toho, ze o+ 8 < 1, tedy f < 1 — a.. Nakonec uz se zbyva jen vratit k pivodnim
informacim o maximové normé:
IIBas||4oo = |vs| < 1. (4.75)

O

Véta 4.45. Je-li matice A hermitovska a pozitivné definitni, pak Gaussova-Seidelova metoda konverguje pro

0)

libovolnou pocétecni aproximaci #(°). Konvergence je navic monoténni vzhledem k vektorové normé || - [|4.

Dikaz. Opét vyuzijeme véty (4.26), kterd 1ikd, ze je-li A hermitovskd, pak predpodminénd metoda postupnych
aproximaci konverguje, pokud plat{f W+ W* > A > 0, kde W = H~!. V nasem pifpadé je H = (D —L)7!, a
tedy W =D — L. Pfipomenme, ze vzhledem k hermitovskosti matice A plati:

D-L-R=A=A*=D"—L*—R" (4.76)

a tedy D = D* (diagonala hermitovské matice je redlnd). Kdyz si také predstavime co déld ,ohvézdickovani®,
napft. s dolni trojihelnikovou matici L, dostaneme, ze vznika horni trojihelnikova matice, a tedy podle definice
rozkladu je L* = R. Podobné R* = L. Nyni

W +W=D"-L*"+D-L=2D-L-R=D+A, (4.77)
a abychom splnili predpoklady véty (4.26), musime mit
W +W=D+A>A>0. (4.78)

Tato podminka je ale ekvivalentni tomu, ze D + A — A > 0, resp. D > 0, coz skute¢né plati, protoze A ma z

pozitivni definitnosti na diagonéle kladné prvky. Tyto prvky tvoii matici D a tedy i ona je pozitivné definitni. [

Poznamka 4.46 (Srovndni Jacobiho a Gaussovy-Seidelovy metody). Vsiméme si, ze Gaussova-Seidelova me-
toda poskytne (ve vétsiné piipadil) rychlejsf konvergenci nez Jacobiho metoda, protoze matice Hgg = (D—1L)~!
je lepsi aproximaci A~! nez H; = D~!. Navic existuji piipady, kdy Gaussova-Seidelova metoda konverguje,
zatimco Jacobiho metoda nikoli (napiiklad pro pozitivné definitni matici A, pro kterou 2D — A nenf pozitivné
definitni, viz véty o konvergenci Jacobiho metody). Existuji v8ak i pfipady, kdy je tomu naopak.

4.5 Superrelaxa¢ni metoda (SOR)

Metodu SOR (Successive Over-Relaxation) pfedstavil David M. Young, Jr. v roce 1950. Jednd se o modifikaci a

zobecnéni Gaussovy-Seidelovy metody, kterd zavedenim nového parametru umoziuje vyrazné urychlit konver-
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genci. Metoda je obzvldsté efektivni pro feSeni soustav linedrnich rovnic, které vznikaji pii numerickém fesSeni
parcidlnich diferencidlnich rovnic, napiiklad metodou kone¢nych diferenci. Zakladni myslenka je néasledujici:

krok Gaussovy-Seidelovy metody muzeme zapsat jako Upravu stavajici aproximace o jistou korekci:
xEkH) = :z:z(»k) + Axl(.k), (4.79)

kde Al‘gk) je presné takova zména, aby byla splnéna i-t4 rovnice soustavy s jiz nové napoc¢itanymi slozkami.

Superrelaxaéni metoda tuto korekci skaluje pomoci tzv. relaxa¢niho parametru w, tedy
xgk'H) = xl(k) + wA:EEk), (4.80)

a je ziejmé, ze pro w = 1 se jedna o Gaussovu-Seidelovu metodu. Mame-li tedy v Gaussové-Seidelové metodé

pro i-tou slozku nésledujici vztah
1 i—1 n
k+1 k+1 k
e LD DL AR R L (4.81)
" j=1 j=i+1

(),

%

a chceme-li tento vztah prepsat do tvaru (4.79), pak pro zachovani rovnost pficteme a zase odecteme x
1 i—1 n
k+1 k k+1 k k
‘r1( = fEE '+ P bi — Zaijr@ )~ aiixz(' - Zaijx§ . (4.82)
(33 . ..
Jj=1 Jj=t

Nyni uz jen zbyva zavést relaxacni parametr w.

Definice 4.47 (Superrelaxaéni metoda (SOR)). Pro dany relaxa¢ni parametr w € R je SOR metoda definovéna
po slozkach jako

1 i—1 n

et =2 pw [ — b= agal™ =Yyl | . (4.83)
Gii j=1 j=i

Poznamka 4.48. Maticovy tvar metody odvodime opét z jeji definice:

FEH) — k) 4 ol (g+ Lzk+D _ pz®) 4 M(k)) 7

Dz — GLe* D = pF®) — uDE® + wb + wRE®)

(4.84)
(D — wL)Z* Y = (D — wD + wR)Z® + wb
f(k+1) _ (]D) . wL)il(D —wD+ wR)f(k) + w(D — wL)*ll;.
Protoze
(D~ wL) (D~ wD+wR) = (D~ wL) (D~ wL+wL—wD+wR) =I-w(D-wl) A, (485)
je
FE = (D — wL) (I - w(D — wL) T 4)F + w(D — L) 76, (4.86)

Z maticového tvaru vidime, ze SOR je staciondarni metoda s predpodminiovacem H, = w(D — wlL)~!. Tteraéni

matice a vektor jsou
B, =(D-wLl) " (1-wD+wR)=1-w(D-wL)"A (4.87)

Véta 4.49 (Konvergence SOR). Nutnou a postacujici podminkou pro konvergenci SOR metody je p(B,) < 1.

Posta¢ujici podminkou je ||B,|| < 1 v nékteré maticové norme.

Dukaz. Dukaz opét plyne z piedchozich obecnych podminek pro konvergenci staciondrnich metod, viz (4.25). O
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Véta 4.50. Pro w € R plati,
p(B,) > Jw—1]. (4.88)

Proto SOR metoda diverguje Vw ¢ [0, 2].

Dukaz. Vzpomenme si, ze dle Jordanovy veéty (1.47) je kazdd matice podobnd Jordanové kanonickém tvaru,
tedy A = X~1JX. Odtud také
1

o det Jdet X = det J = I1x (4.89)

i=1

det A =

kde posledni rovnost plati, protoze Jordanova matice J je horni trojuhelnikova s vlastnimi ¢isly na diagonale.
Nynf{ vyuzijme toho, Ze iteraéni matice pro SOR metodu lze vyjadiit jako B, = (D — wL)™*((1 —w)D + wR) a
aplikujme vyse zminény poznatek. Pro A\; € o(B,,) tedy

n

il;[l)\i =detB, = m det (1 —w)D +wR) = H di . H(l —w)di = (1—w)", (4.90)

i=1 " =1

kde jsme vyuzili toho, ze jak D — WL, tak (1 — w)D + wR jsou trojihelnikové matice, a tedy determinanty

odpovidaji sou¢inu diagonélnich prvka. Potom
T[Tl =1 =w)m, (4.91)

a tedy bud Vi € n je |\i] = |1 — wl|, coz by implikovalo, ze p(B,) = |1 — w|, nebo alespoii pro jedno i je
|Xi] < |1 —w|, a pak aby platila rovnost musi existovat alespon jedno j takové, ze |A\;| > |1 — w|, a pak
p(B,,) > |1 —w|. To uz je tvrzeni véty. O

Véta 4.51. M4-1i matice A ostie prevazujici diagondlu, pak metoda SOR konverguje pro w € (0, 1].
Dukaz. Neprednésel se. O

Véta 4.52 (Ostrowski). Je-li matice A hermitovska a pozitivné definitni, pak metoda SOR konverguje pravée

tehdy, kdyz w € (0,2). Konvergence je navic monoténni vzhledem k vektorové normé || - ||4.

Diikaz. Opét vyuzijeme véty (4.26), kterd iikd, ze je-li A hermitovskd, pak pfedpodminénd metoda postupnych
aproximaci konverguje, pokud plati W+ W* > A > 0, kde W = H~!. V nagem piipadé je H = w(D — wlL)™!, a
tedy W = %(]D) — wlL). Vzpomenme si, Ze jsme v analogickém dukazu pro Gaussovu-Seidelovu metodu ukézali,
7e 7

D—L*—R*=A"=A=D-L-R, (4.92)

plynou rovnosti D = D*, L = R* a R = L*. Nyni
. 1 2 2 2
W*+W=-D-wR+D-wlL)=-D-L-R=(--1|D+D-L-R=(=—-1|D+A.  (493)
w w w w
Aby byly splnény podminky véty (4.26), musime mit
" 2
A% +W:<w—1>D+A>A>0, (4.94)

a tedy musi byt (% - ) > 0. Stejnym argumentem jako v dukazu pro Gaussovu-Seidelovu je D > 0 a tedy

zbyva % — 1> 0, coz je splnéno pro w € (0,2). O
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4.5.1 Optimalni volba relaxacniho parametru

Kromé samotné konvergence nés zajima i jeji rychlost. Cilem je nalézt takovy optimdlni parametr wqpt, ktery
minimalizuje spektrdlni polomér iteracni matice p(B,), a tim maximalizuje rychlost konvergence. (TODO:
pridat odkaz pro¢ tohle zrychluje konvergenci) Analyza optimélni volby w budeme provddét pro specidlni tiidu
matic, tzv. dvoucyklickych a shodné uspoiradanych. Tyto matice typicky vznikaji pii diskretizaci eliptickych a

parabolickych parcidlnich diferencialnich rovnic metodou koneénych diferenci. TODO: Nezkousi se

1r==

o(Cw)

(=]
qeory I
[ V)

Obrézek 4.3: zévislost spektrédlniho poloméru p(B,,) na relaxaénim parametru w pro dvoucyklickou a shodné
uspoiadanou matici

4.6 Korektnost a porovnani konvergence probranych iterativnich

metod

Nez se dostaneme k samotnému shrnuti, pojdme se jesté podivat na korektnost. Problém by mohl nastat pii
déleni a%n je tedy potieba garantovat, ze D = Q. Pouzivali jsme dva ruzné piredpoklady:

e Mi-li matice A ostie pfevazujici diagondlu, pak z ostré nerovnosti nutné plyne, ze a;; # 0.

e Je-li matice A hermitovska a pozitivné definitni, pak mé kladné diagondlni prvky, tedy a;; > O.
Tyto piedpoklady take zajistuji existenci matic D=! a (D — LL)~!. Néasledujici tabulka shrnuje podminky kon-

vergence pro jednotlivé iteraé¢ni metody v zavislosti na pouzivanych predpokladech.

s prevladajici diagonédlou hermitovska
Jacobi ano 2D > A >0
Gauss-Seidel ano A>0
SOR ano A>0

4.7 Porovnani primych a iterac¢nich metod

Volba mezi pifmou metodou (jako je Gaussova eliminace) a iteraéni metodou zdvisi na vlastnostech fesené

soustavy.

4.7.1 Vyhody iteracnich metod

e Vypocetni slozitost: Pfi vhodném pouziti jsou Casto vyrazné rychlejsi. Slozitost Gaussovy eliminace
je O(n?), zatimco slozitost jedné iterace je typicky O(n?) (pro nasobeni matice a vektoru). Pro dobrou

konvergenci staci casto jen maly pocet iteraci, nezavisly na velikosti matice.

e Vyuziti sparsity: Itera¢ni metody dokazi lépe vyuzit vlastnosti fidkych matic (matic s velkym poctem
nulovych prvku). Pfi efektivnim ulozeni #idké matice muze byt slozitost jedné iterace mnohem nizsi nez
O(n?). Naopak Gaussova eliminace miize fidkou matici zaplnit novymi nenulovymi prvky (tzv. fill-in), coz

zvysuje pamétové naroky.
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¢ Implementace a pamét: Itera¢ni metody neméni pivodni matici A, coz zjednodusuje implementaci. V
nékterych pfipadech ani neni nutné matici A explicitné uklddat do paméti, pokud umime efektivné pocitat
soucin AZ.

e Vyuziti apriorni informace: Pokud je k dispozici dobra pocateéni aproximace feseni, itera¢ni metody

mohou konvergovat velmi rychle. Piimé metody tuto informaci vyuzit nemohou.

4.7.2 Nevyhody iteraénich metod
e Piesnost feSeni: Vétsina metod neposkytne teoreticky piesné feSeni v koneéném pocétu krok.

e Ukoncovaci kritérium: Je nutné definovat kritérium, kdy je aproximace ”dostatecné” piesnéd a vypocet
1ze ukoncit.

e Zavislost na matici: Doba vypoctu (pocet iteraci) silné zdvisi na vlastnostech matice A. Konvergence

neni zarucena pro kazdou regularni matici, na rozdil od modifikované Gaussovy eliminace.

e Slozitost analyzy: Analyza konvergence a volba optimalnich parametru je ¢asto velmi slozit4.

4.8 Otazky

e Jacobiho, Gaussova-Seidelova a SOR metoda: odvozeni, maticovy tvar a konvergence

e Porovnani piimych a itera¢nich metod pro feSeni soustav linearnich rovnic
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Kapitola 5

Metody vypoctu vlastnich c¢isel matic

V predchozich kapitolach jsme se naucili fesit soustavy linedrnich rovnic. Nyni se zaméfime na druhy funda-

mentalni problém linedrni algebry: vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vektorta matic.

5.1 Aplikace a motivace

Problém nalezeni vlastnich ¢isel a vlastnich vektort mé Siroké uplatnéni v mnoha oblastech védy a techniky.

Vlastni ¢isla ¢asto reprezentuji fundamentalni charakteristiky systému. Mezi klicové aplikace patii:

e Analyza vibraci a rezonanci: V mechanice a stavebnictvi odpovidaji vlastni ¢isla vlastnim frekvencim
kmitani konstrukei, jako jsou nosniky, mosty nebo kiidla letadel. Znalost téchto frekvenci je klicova pro

navrh bezpeénych a stabilnich struktur, jak ukazuje napiiklad slavny kolaps mostu Tacoma Narrows.

e Kvantova mechanika: Vlastni ¢isla a vlastni vektory hraji ustfedni roli pfi popisu atomarnich a mole-
kularnich systému. Vlastni ¢isla Hamiltonova operatoru odpovidaji energetickym hladindm atomu, coz se

projevuje napiiklad ve formé atomovych spekter.

e Zpracovani obrazu a dat: Metody jako analyza hlavnich komponent (PCA) vyuzivajf vlastni vektory

(tzv. "eigenfaces”) pro rozpoznavéni obliceju a kompresi dat.

e Analyza siti a webu: Algoritmus PageRank, ktery pouzivd Google pro hodnoceni dulezitosti webovych
stranek, je zalozen na vypoctu dominantniho vlastniho vektoru obrovské matice sousednosti webového

grafu.

5.2 Zakladni pojmy
Na rozdil od fesen{ soustav linedrnich rovnic, kde existuji piimé metody (jako GEM), je obecny problém nalezen{
vSech vlastnich ¢isel matice fundamentalné odlisny, jak ukaze analyza dusledku néasledujici véty.

Véta 5.1. Nalezen{ kofent libovolného polynomu p,,(z) = >°;'_, arz® stupné n je ekvivalentn{ vypoctu spektra

tzv. Frobeniovy doprovodné matice C € R™"™ definované jako

—ap-1/an —ap_2/a, ... —aifa, —ag/an
1 0 o 0 0
C= 0 1 ... 0 0 . (5.1)
0 0 1 0
Diikaz. Nepiedndsi se. O

7
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Poznamka 5.2. Z linedrni algebry vime, Ze pro polynomy stupné n > 5 neexistuje obecny vzorec pro nalezeni
kofent pomoci koneéného poctu aritmetickych operaci a odmocnin. Z piredchozi véty tak primo plyne, Ze nemuze

existovat pfima metoda pro vypocet kompletniho spektra libovolné matice fadu n > 5.

Poznamka 5.3. Z nemoznosti existence primych metod plyne, ze vSechny obecné metody pro vypocet vlastnich
¢isel musi byt ze své podstaty iteraéni. Stejné jako u iterac¢nich metod pro feseni soustav je tedy nutné mit
k dispozici spolehlivé aposteriorni odhady chyb, které nam umozni definovat vhodna ukoncovaci kritéria pro

vypocet. Apriorni odhady chyb v tomto kurzu probirat nebudeme.

5.2.1 Lokalizace a odhady chyb vlastnich cisel

Prvnim krokem pii analyze je casto lokalizace, tedy urceni oblasti v komplexni roviné, kde se vlastni ¢isla

nachdzeji. Nasledné pfi samotném vypoctu potiebujeme odhadovat chybu nasich aproximaci.

Véta 5.4 (Aposteriorni odhad chyby pro hermitovské matice). Necht A € C™" je hermitovsk4 matice. Necht
A je aproximace nékterého jejiho vlastniho ¢isla a z #+ 0 je aproximace pifslusného vlastniho vektoru. Pro

rezidualni vektor

7= AZ -\ (5.2)
pak plati nésledujici odhad chyby:
min A — ;| < IGIEY (5.3)
Xi€a(h) 1|12

~ s

Tento odhad tika, ze vzdalenost nasi aproximace A od nejblizsitho skuteéného vlastniho ¢isla \; je omezena

normou rezidua.

Diikaz. Nechf A € C™" je hermitovskd. Potom ze Schurovy véty (1.59), resp. jejtho disledku, ktery mluvi o

hermitovskych maticich, umime napsat
A=U"DU < AU* =U*D, (5.4)

kde D je diagonalni matice s vlastnimi ¢isly na diagondle a U je unitarni matice. Pokud sloupce U* oznacime
a®, ..., @™ mime

AT = AU*E; = U*De; = \a®. (5.5)

Vektory @V, ..., @™ jsou tedy vlastni matice A a protoze jde o sloupce unitdrni matice, jsou ortonormalni
(TODO viz VETA 1.10). Déle umfme napsat

8

=3 aud®, (5.6)
=1

jelikoz soubor n ortonormalnich vektoru v prostoru dimenze n tvoii jeji bazi. Reziduum jsme definovali jako
F=AT — 5\31:0', a pokud jej prevedeme do baze (@), ..., @™), dostaneme
P> (D - 5aD) =3 aq (A= A) @, (5.7)

i=1 i=1

Podivejme se na podil norem z tvrzeni:

g I e (h - 32) av| 2

2 = ~— (5.8)
[ELE 1220y aid@ |2

Protoze @") jsou ortonormalni, tedy ||@¥||s = 1. Poté vyuzijeme toho, Ze norma ortonormalniho vektoru® je

17Zde se ndm velmi hodi hermitovskost A, kterd ndm umoznila pracovat s ortonormélnimi bdzemi. Pokud bychom neméli orto-
normalitu, museli bychom vyraz slozité odhadovat.
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2

rovna druhé odmocniné® z souctu étvercu jeho slozek:

173 _ SialaiPh = AP S e 5.9
R _26’“_ | (5.9)
i= =
kde ; = 72,1'0”}:‘2 atedy >, B; = 1. Vyraz muzeme odhadnout ze spodu:
=1 1%
”fi% = zn:ﬁm —A?> min |\ — A2 iﬁi = min |\ — A (5.10)
H{f”% P T NE0(A) =1 Ai€o(A)
Po odmocnéni dostavame tvrzeni véty. O

5.2.2 Otazky

e Motivace hleddni vlastnich ¢isel (obecné)

e Hlavni rozdil metod pro feSeni soustav linedrnich rovnic a metody pro vypocet vlastnich ¢isel

5.3 Casteény problém vlastnich &isel

Vypocet kompletniho spektra matice je, jak jsme si ukazali, vypocetné velmi naro¢nd dloha. V mnoha prak-
tickych aplikacich nam vSak postaci nalézt pouze jedno nebo nékolik malo specifickych vlastnich ¢isel — naptiklad
to, které je v absolutni hodnoté nejvétsi, nebo naopak nejmensi. Tento kol nazyvame ¢aste¢nym problémem

vlastnich éisel. Zékladni metodou pro feseni tohoto problému je mocninna metoda.

Poznamka 5.5 (Terminologie). V kontextu mocninné metody budeme pro jednoduchost pouzivat ndsledujici

zjednodusenou terminologii:

e Nejvétsi vlastni ¢islo bude oznacovat to vlastni ¢islo, které je v absolutni hodnoté nejvétsi. Budeme
predpokladat, ze je jediné.

e Nejvétsi vlastni vektor bude oznacovat libovolny vlastni vektor piisluSejici k v absolutni hodnoté

nejvétsimu vlastnimu éislu.

5.3.1 Mocninna metoda
5.3.1.1 Odvozeni mocninné metody
Zakladni myslenku mocninné metody si muzeme ilustrovat na jednoduchém piikladu.

Piiklad 5.6. Mé&jme diagondlni matici A a zvolme libovolny pocateéni vektor Z(0):

A= (2 g) 70 = G) (5.11)

Vlastni ¢isla této matice jsou ziejmé A1 = 3 a Ao = 2. Pokud budeme opakované aplikovat matici A na vektor

70 dostaneme posloupnost Z¥) = AF#(©) . Pro nas konkrétni pifpad to je:

k k
) _ (30 20k> G) _ (;) | (5.12)

Problémem této posloupnosti je, ze s rostoucim k jeji normy rostou do nekonec¢na. Abychom ziskali konver-

gentni posloupnost, muzeme ji v kazdém kroku normovat, napiiklad vydélenim nejvétsim vlastnim ¢islem v k-té

20dmocninu neuvidime, protoze poéitdme rovnou normu na druhou.
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1 1 3k 1 1
. - —»(k) _ . - _ . _
k1—>1 %) 3k$ k1—>l oo 3k <2k> k1—>1 oo ((2/3)k> (O) ’ (513)

Limitn{ vektor (1,0)7 je pravé vlastni vektor matice A pifslusejici k v absolutni hodnoté nejvétsimu vlastnimu

mocniné:

¢islu A\; = 3. Vypocet k-té mocniny matice A* je pro obecné (nediagonélni) matice velmi naroény. Misto toho

miuizeme posloupnost #*) generovat iteracné:
gD = A7), (5.14)

Tento postup je ekvivalentni, nebof #*) = AF#(0) | ale vypocetné mnohem schidnéjsi. Zobecnéme nyni piiklad
pro libovolny poéateéni vektor Z(0) = (x1,25)7 za predpokladu, ze z; # 0. Pak dostdvame:

1 1 [3kz x 1
i —_— _’(k) = 1 —_— 1 = 1 =
klgnoo 3k klgnm 3k <2kx2> < 0 ) o (0) . (5.15)

Opét jsme dostali ndsobek nejvétstho vlastniho vektoru. Vidime, ze je klicové, aby pocatecni vektor #(9) mel
nenulovy prumét do sméru nejvétsiho vlastniho vektoru (v nagem piipadé aby slozka x1 byla nenulovd). Pokud by
byla nulova, metoda by neméla Sanci tento smér ”objevit”a konvergovala by k vlastnimu vektoru ptislusejicimu
k druhému nejvétsimu vlastnimu ¢islu. Déleni pomoci A\¥ = 3% jsme provadéli, aby ndm vznikajici posloupnost
konvergovala. Normovani pomoci A\¥ nenf v praxi ale mozné, protoze A; nezname — je to praveé to, co hledame. Z
toho duvodu se v kazdém kroku iterace provadi normalizace vektoru, napiiklad vydélenim jeho nejvétsi slozkou
v absolutni hodnoté nebo jeho eukleidovskou normou. Tento postup zajisfuje numerickou stabilitu (velikost

vektoru neroste do nekonecna) a vede nés k formélni definici mocninné metody.

Definice 5.7 (Mocninnd metoda). Mocninnd metoda konstruuje posloupnosti vektoru a skaldriu. Pro dany

pocateéni vektor (%) s normou ||Z()|| =1 pro k = 0,1,2,... pocitdme:
1. gk = A7)

2. Iy = argmax,_; . |y*™| (index nejvétsf slozky vektoru 1))

.....

3. Pra1= yl(::rll), (nejvetst slozka vektoru 7F+1)

4. g+ — pkilg("ﬂ‘l) (normovany vektor)

Za vhodnych ptredpokladu pak plati, ze posloupnost py konverguje k nejvétsimu vlastnimu ¢&islu a posloupnost

Z*) konverguje k pifslusnému vlastnimu vektoru.

Poznamka 5.8. Méli bychom se také zamyslet nad tim, zda nemuze dojit k déleni nulou. Pokud ale px41 = 0,
pak je nejvetsi slozka vektoru 7%t nulovd, coz znamens, Ze cely vektor je nulovy. To by znamenalo, ze bud
pocatecni vektor Z(®) byl nulovy, nebo ze matice A je singuldrni. V nésledujicim textu budeme predpoklédat,

ze pocatecni vektor Z(9) nulovy neni, situaci se singuldrni matici A probereme pozdéji.
5.3.1.2 Ukazkové priklady prubéhu mocninné metody

30
Priklad 5.9. Uvazujme opét matici A = 0 9 s pocatecnim vektorem #(?) = (1,1)7 a ukazme si, jak probiha

formalizovand metoda. Prubéh nékolika prvnich iteraci je shrnut v tabulce:

k gty l+1 | Pt gkt
0 (3,2)7 1 3 (1,2/3)7
1 (3,4/3)T 1 3 (1,4/9)T
2

(3,8/9)7 1 3 (1,8/27)T

il 2@ | 1| s | e

Vidime, 7e posloupnost py okamzité nalezla hodnotu 3, coz je nejvétsi vlastni &islo. Posloupnost vektoru z(*)



5.3. CASTECNY PROBLEM VLASTNICH CISEL 81
zjevné konverguje k vektoru (1,0)7, coz je pifslusny vlastni vektor.
Piiklad 5.10. Zméime nyni pouze pocatecni vektor na #(®) = (0,1)7. Tterace pak vypadaji nasledovné:
k| g*Y | Ly | prgr | 2R
0| (0,2)T] 2 2 | (0,n)T
1 (0,2) 2 2 (0,1)"
i | (0,27 | 2 2 | (0,n)T
V tomto piipadé metoda generuje konstantni posloupnost, kterd konverguje k vlastnimu ¢islu Ao = 2 a

pifslusnému vlastnimu vektoru (0,1)7. Diivodem je, ze jsme za pocateéni vektor zvolili pifmo jiny vlastni
vektor matice. Klicové je, ze tento vektor méa nulovy primét do sméru "nejvétsiho” vlastniho vektoru (1,0)7.
Metoda tak nema Sanci tento dominantni smér objevit a zesilit, a proto konverguje k dalsimu dominantnimu

sméru, ktery byl v pocateénim vektoru obsazen.

Pi#iklad 5.11. Uvazujme nyni pocatecni vektor #(0) = (e, )T, kde € je velmi malé kladné ¢islo. Tento pifpad

simuluje situaci, kdy je prumét do sméru nejvétsiho vlastniho vektoru nepatrny. Prubéh iteraci je zachycen v

tabulce:
k gty lt1 | prs1 gkt
0 (3e,2)T 2 2 (Ze, )T
(36,2)T 2 2 (Ze, )T
i1 (Ee2)T | 2 2 (3e,1)7
i | (Bre2)” S| (1, 2"
i1 3,2 | 1 3] (L2=)T

Zde index i oznacuje iteraci, ve které poprvé plati, ze prvni slozka vektoru ¥ je v absolutni hodnoté vétsi nez
druh3, tj. ?’;ie > 2. Zpocatku se zdé, ze metoda konverguje k vlastnimu ¢islu 2, protoze druha slozka vektoru
je dominantni. AvSak mald, ale nenulové slozka € je v kazdém kroku ndsobena faktorem 3, zatimco druhd slozka
faktorem 2. Diive ¢i pozdéji tak prvni slozka prevéazi, dojde ke ”zlomu”a metoda zaCne spravné konvergovat k

nejvétsimu vlastnimu ¢éislu 3 a piislusnému vlastnimu vektoru.

Pozndmka 5.12. Ukdzali jsme, ze dulezitym predpokladem pro funkénost mocninné metody je, aby pocatecni
vektor Z(® mél nenulovy primét do sméru nejvétsiho vlastniho vektoru. Z predchoziho pifkladu je ale zFejmé,

ze metoda je pomeérné robustni vuci volbé pocateéniho vektoru.
e Vidime, 7e staci, aby prumét £© do sméru nejvétsiho vlastniho vektoru byl i velice maly.

e Toto v praxi u redlnych tloh zajisti zaokrouhlovaci chyby, které témér vzdy vnesou do vypoctu nepatrnou

slozku ve sméru dominantniho vlastniho vektoru.

e Navic, pokud budeme Z(9) volit ndhodné, pak je nulové pravdépodobnost? trefit vektor s nulovym prumétem

do sméru nejvétsiho vlastniho vektoru.

5.3.1.3 Konvergence mocninné metody pro hermitovské matice

Nyni se pokusme tyto tvahy o konvergenci formalizovat. Zacnéme situaci, kdy je matice A je hermitovska.
Takovou matici 1ze zapsat pomoci spektréalniho rozkladu A = UDU*, ktery plyne z dusledka Schurovy véty
(1.59), kde U je unitdrni matice, jejiz sloupce @), ..., @™ tvoii ortonormélni bézi vlastnich vektori, a I
je diagondlni matice s odpovidajicimi redlnymi vlastnimi ¢isly Aq,..., A, na diagondle. (Detailngjsi rozbor
pravdivosti téchto tvrzeni je popsan v dikazu (5.4).) Predpokladejme, ze vlastni ¢isla jsou uspofdddna tak, ze

M| > [Aa| > -+ > |\, tzn. nejvetsi vlastni éislo je Ay a odpovidajici vlastni vektor je @("). Pocétecni vektor

3To si muzeme predstavit napt. v R?, kde se pohybovaly i nase piiklady. Cilem bylo se vyvarovat volbé fgo) = 0, coz znamena
vyvarovat se prvni soufadné ose. Vime ale, ze osa predstavuje v rdmci plochy mnozinu miry nula, a tedy pfi ndhodné volbé

zanedbatelnou plochu.
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7 mazeme vyjadiit jako linedrni kombinaci vlastnich vektori: #(®) = S o). V bézi vlastnich vektort

mé tedy soufadnice 7 = U*Z(®) = (ay,...,a,)T. Aplikace k-té mocniny matice A pak odpovida:
AFZO) = UDFU* O = UD*w. (5.16)

Tento vyraz rozepsany po slozkach v béazi {ﬁ(i)} ukazuje, jak se jednotlivé slozky zesiluji:

n . n )\Z k .
AREO =3 " Fa® = A <a1a’<1> +) o (A> ﬁ(”> . (5.17)
i—1 i—2 1

Pokud je priimét do sméru nejvétsiho vlastniho vektoru nenulovy (tj. oy # 0), pak pro k — oo leny (\;/A1)*
pro i > 1 zanikaji a smér vektoru AF7(®) konverguje ke sméru @), Po normalizaci tedy dostdvame:

AFz(O)
: I ¢
klgn TARZOT]| — S TA (5.18)

5.3.1.4 Obecné konvergencni véty
Lemma 5.13. Vektor Z(*) generovany mocninnou metodou lze vyjadiit ve tvaru

1
p1p2 - - Pk

) = ARZO), (5.19)

Dukaz. Tento prepis plyne piimo z definice mocninné metody.

) _ L ey 1 ) (5.20)
Pr+1 Pl+1
Nyni tento piedpis jen aplikujeme rekruzivné:
#® = g = Lpgeen 2 1y ( ! g"“)) _ L g b kg0 (501
Pk Pk Pr \Pr—1 PRPK—1 PkPk—1--- P1

O

Poznamka 5.14. Pokud posloupnost odhadu py konverguje k nejvétsimu vlastnimu &islu A1, pak pro velka k

plati, ze souéin pips ... px ~ AF (TODO vysvétlit).

Véta 5.15. Necht matice A € C™"™ m4 jedno v absolutni hodnoté nejvétsi vlastni &slo A\;. Nechf je toto
vlastn{ &fslo bud’ jednondsobné, nebo vicendsobné se shodnou algebraickou a geometrickou nasobnosti 7. Necht
reguldrni matice X pievadi A do Jordanova kanonického tvaru A = XJ4X~! tak, ze bloky piislusejici \; jsou
na zacatku. Pak pro libovolny pocéateéni vektor Z(%), ktery ma nenulovy primét do podprostoru generovaného
vlastnimi vektory k Aq, plati, ze posloupnost pj, z mocninné metody konverguje k A; a posloupnost vektort z(¥)

konverguje k pfislusnému vlastnimu vektoru.

Dikaz. Uz ve tvrzeni predpokliddame, Ze nejvétsi vlastni ¢éislo se nachdzi na prvnim misté. Budeme také
predpokladat, ze Vk € n je lp = 1. Tvrzeni by Slo zobecnit, nicméné dukaz by se stizil jen o technické de-
taily, proto se omezime na tento piipad. V definici metody jsme oznazili pj, nejvétsi slozku vektoru %), Protoze

jsme si vyse fekli, ze uvazujeme pitpad, kdy I, = 1, plati pp = (éM)Ty*). Potom je ziejmé, ze

YT o, (k)
o = @yrgm Z DY (5.22)
Pk
Potom muzeme zapsat:
YT o, (k)
() y (5.23)

o= (@)
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protoze déleni jednickou nezméni hodnotu py. Déle dosadime za y*) z definice metody:

_ (éﬂ(l))TAf(k)
SRNCOLCN o2
a aplikujeme lemma (5.13):
(EMNTA (L-AFzO HD\T pk+12(0)
pr = (p" 2 ) G . (5.25)

(@)T (ﬁAkf(o)) (eM)T Ak z(0)

Piedpoklady nam fikaji, ze umime zapsat A v Jordanové kanonickém tvaru A = XJ4 X!, kde J, je Jordanova

matice. Potom
(é(l) )TXJZJFIX_lf(O)

Pk = @) TXIEX—170)

(5.26)

Vzpomeiime si, Ze protoze vlastni &islo A\; je bud’ jednondsobné, nebo vicenasobné s shodnou algebraickou a

geometrickou ndsobnosti r, prvnich r fadki* matice J je ¢isté diagondlni® s A\; na diagonale.

e
k
HA1)\T A —~1(0)
(6 ) X Jk+1 X xr
2
ios
Pk = (5.27)
M
k
(EW)TX AT p KX—10)
2
Jk
1
1
)\llf-‘rl(é(l))TX (% 2)k+1 X120
1
(LJ )k‘+1
A ¥S
Pk == 1 (528)
1
b (e TX ( 1] )’f X170
bYE 2

(£1.)"

Nyni si uvédomme, ze v blocich A%J]i kde i # 1 jsou na diagondle ¢isla ostfe mensi nez 1, protoze A1 je nejvétsi

k
vlastni ¢islo a na diagonale jsou podily i—l Proto spektralni polomér p (/\%Jz) = i—l < 1 a tedy (/\%Ji) -0

4muze byt i jen jeden fadek, pokud A; je jednondsobné
5nad diagonélou nejsou zadné jednicky, jako bychom je tam méli v pifpadé odlidné geometrické a algebraické nasobnosti
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pro k — +oc.

A (@) x1 X

P — (5.29)

()" x-1 XZ(0)

0

My jsme piedpokladali, ze pocateéni vektor #(°) m4 nenulovy primét do podprostoru generovaného vlastnimi

vektory k A;. To znamenad, ze pokud oznacime

1

i
Il

Xz, (5.30)

tak @ # 0 (TODO doplnit pro¢). Déle je zfejmé, ze soucin (é(l))T # 0, protoze X je regularni. Proto muzeme
v podilu zkratit @ a mame p;, — ;. Nyni zbyva dokédzat konvergenci vektoru #*) k pifslusnému vlastnimu
vektoru. Pouzijeme opét vyjadieni py pies prvni slozku vektoru 7%) a déle lemma, (5.13):
1 k+12(0)
A
##) = 7; AFR) = P T"T . (5.31)
(em)” Az L_ (eW)" Akz(©)

Pk---P1

I ddle budeme postupovat obdobné rozepsanim matice A v Jordanové kanonickém tvaru:
k+1
Al
k+1
AL

—12(0
J’;H X—1700)

~ Ak+12(0) Jls~c+1
200 _ —_— = — (5.32)
(@)" AkzO) Y

/\k-i—l
(é‘(l)) X 1 Jk+1 X-17(0)
2

Jlsc+1
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a déle stejné jako vyse dojdeme do stavu po vytknuti )\IfH:
1
X ! X170
0
0
AN (5.33)
1
1
(@) X X-17(0)
0
0

Opét stejnym argumentem vektor v Citateli je jisté nenulovy. Ve jmenovateli potifebujeme, aby byla nenulova
prvni slozka, nicméné jeji nulovost neumime ovlivnit. Vektor jako celek ale nenulovy byt musi, a tak v ptipadé,
ze by prvni slozka byla nulova, zopakujeme cely postup pro jiny vektor standardni baze. Zbyva jesté dokézat,

7e limitni vektor Z*) — & je skuteéné vlastni vektor piislusny vlastnimu éslu A;. Z predpisu metody ale vime,

zZe 1
gk = — Az (5.34)
PEk+1
a kdyz prejdeme limitné k — 4oc0, potom
R S S
r= )\—Ax — AT =\ 72 (5.35)
1
O

Véta 5.16. Nechf matice A € C™" mé dvé v absolutni hodnoté nejvétsi vlastni ¢isla A a —A;. Necht #(©) je
takovy, ze jeho prumét do podprostoru generovaného piislusnymi vlastnimi vektory je nenulovy. Pak v mocninné

metodé konverguje posloupnost ./parpak+1 k absolutni hodnoté nejvétsich vlastnich ¢éisel |Aq].

Diikaz. Nepiedndsi se. O

5.3.1.5 Praktické aspekty a varianty

Poznamka 5.17 (Odhad vlastniho &isla). V piikladu 5.11 jsme ukézali, ze pokud se index i, (pozice nejvétsiho
prvku v absolutni hodnoté) po nékolika iteracich ustali, pak posloupnost p, dobfe aproximuje nejvétsi vlastni
¢islo A;. Muzeme si to ukazat na piikladu, kdy od néjakého k je I = 1 (to bude ¢asty vysledek ruznych metod,
kdy budeme predpoklddat, ze nejvétsi vlastni éislo je to prvni). Potom z definice metody je

Pk+1f(k+1) = ﬂ(kﬂ) = Af(k), (5.36)

a tedy pgy1 aproximuje nejvétsi vlastni ¢islo A;. Pokud by se [ ménil, lze odhad ziskat z definice vlastniho
vektoru. Pro aproximaci ) plati
AZR) = g+ o\ 7R (5.37)

(k1) 1 ()

Odtud pro kazdou slozku i dostdvame odhad A ~ y; , - Jako celkovy odhad lze vzit prumeér téchto

hodnot nebo hodnotu z jedné vybrané slozky.

Pozndmka 5.18 (Krylovova posloupnost a posun spektra). Samotny smér nejvétsiho vlastniho vektoru je

dan tzv. Krylovovou posloupnosti #(© Az A2z .. Deéleni ¢islem pj v kazdém kroku slouzi primérné
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k zajisténi numerické stability. Rychlost konvergence metody zavis{ na podilu |[Ay/A1|. Konvergenci muzeme

urychlit vhodnym posunem spektra o ¢islo A*, tj. aplikaci metody na matici A — A\*I. Tim lze zmensit podil
Aa—A*
A1 —A*

|. K vyslednému vlastnimu ¢islu je pak nutné pricist \* zpét.

Pozndmka 5.19 (Inverzni mocninnd metoda). Pokud chceme nalézt v absolutni hodnoté nejmensi vlastni ¢islo
matice A, mizeme pouzit mocninnou metodu na matici A~!. Nejvétsi vlastni ¢islo matice A~! je rovno 1/Amin,
kde Apmin je nejmensi vlastni ¢islo A. Vysledné vlastni ¢islo matice A je tedy 1/p. Pro nalezeni vlastniho ¢isla
nejblize zvolenému éfslu A aplikujeme mocninnou metodu na matici (A — XN'T)~!. Hledané vlastn{ ¢fslo pak
ziskdme jako J + N,

Poznamka 5.20 (Implementace inverznich variant). Pfi aplikaci inverzni mocninné metody neni nutné expli-
citné pocitat inverzi matice. Krok 7**1 = A~1#(*) nahradime fesenim soustavy linedrnich rovnic AgF+1) =
#), Pro fedeni této soustavy lze s vihodou pouzit iteracni metody, nebot pro velks k se vektory %) a g*+1) ligf
jen maélo, a 7®) tak slouzi jako vyborné pocateéni aproximace pro vypocet 751 Tento pifstup je v numerické

matematice velmi Casty.

5.3.2 Redukéni metoda (Deflace)

Mocninna metoda nam umoziuje nalézt jedno, v absolutni hodnoté nejvétsi vlastni ¢islo. Pokud bychom chtéli
nalézt i dals{ vlastn{ ¢isla (napt. druhé nejvétsi), muzeme pouzit tzv. redukéni metodu, zndmou také jako metoda
deflace. Cilem je zkonstruovat novou matici B o fdd mensi, kterd ma stejné spektrum jako puvodni matice A,
pouze s odstranénym jiz nalezenym vlastnim ¢islem A;. Tento postup se ovSsem nehodi pro vypocet kompletniho

spektra matice, protoze s kazdym krokem deflace dochazi ke ztraté presnosti.

Pozniamka 5.21 (Princip Wielandtovy deflace). Necht A; je nalezené vlastni &islo matice A € C™™ a ¥ je k
nému piislusny vlastni vektor. Myslenka metody spociva v nalezeni takové podobnostni transformace, kterd
matici A pfevede na blokovy tvar, z néhoz lze matici B snadno identifikovat. Provedeme piechod do nové béze,
tvofené vektory {Z, €s,...,€,} (za predpokladu, ze prvnf slozka z; vektoru Z je nenulovd). Matice prechodu P

ma tyto vektory ve sloupcich. V této nové bazi ma matice A tvar:

by =T
plap= ("1 1. (5.38)
0 B
Matice piechodu PP a jeji inverze P~ maji ndsledujici tvar:
21 0 ... 0 1)z, 0 ... 0
To 1 ... 0 —,Ig/l‘l 1 ... 0
P= - . |, Pl= . A (5.39)
z, 0 ... 1 —xnfxr1 0 ... 1

Inverzni matici P! nenf tfeba slozité poéitat; jedné se o matici, kterd provadi Gaussovu eliminaci v prvnim
sloupci. Rozndsobenim P~'AP ziskdme explicitni tvar matice B a vektoru ¢?. Vlastni ¢isla horni blokové
trojihelnikové matice P~1AP jsou A; a vlastni éisla matice B. Pokud nyni nalezneme vlastni éislo Ao a piislusny

vlastni vektor Z matice B (pomoci mocninné metody), muzeme zrekonstruovat odpovidajici vlastni vektor ¢
o . . . . ., . s 1z ’ o . - z

puvodni matice A. Hledame ho jako linearni kombinaci bazovych vektoru, tj. ve tvaru ¥ = P i), kde z;
Z

musime dopoéitat. Pokud by bylo A\; = Ao, pak plati BZ' = M2 = A2 a

Modh (= _ M2+ q 7 _ Azt (5.40)
0 B z BZ Mz ’

Ziejmé tedy A\121 + ¢ 2 = A\1z1 a proto g7 Z = 0. z; tedy volim libovolné. (TODO rozepsat vice, ze to souvisi s
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geom ndsobnosti) Pokud naopak A1 # A,

Mo\ [z (M +dE\ (A + 7T o (e (5.41)
0 B 7] Bz N \oZ A7) ’

z
kde pozadavek oznaceny ! plyne z Ay E A2 < i) . Potom muzeme vyjadiit neznamou slozku z; jako:
Z

T -
qz
= . 5.42
S VS (542)
Vlastni vektor ptivodni matice A je pak dan vztahem 4 = 2@ + (0, 22,...,2,)7. V pifpadé, ze A\; = Ao, musi

platit ¢7Z = 0 a slozku z; lze volit libovolné. (TODO napsat tohle nahoru k varianté 1=2)

5.3.3 Otazky
e Co je to ¢asteény problém vlastnich ¢isel a jakd metoda se pro jeho feseni primarné pouziva?

e Jaky je princip mocninné metody a jaké jsou podminky jeji konvergence? Jak se tyto podminky zajisti v

praxi?
e Jak lze pomoci mocninné metody nalézt v absolutni hodnoté nejmensi vlastni ¢islo matice?

e K ¢emu slouzi redukéni metoda (deflace) a pro¢ se nehodi pro vypocet kompletniho spektra?

5.4 Analyza kompletniho spektra matice

5.4.1 Trojihelnikova metoda

Prvni z metod pro vypocet kompletniho spektra je trojihelnikovd metoda. Jejim cilem je nalézt podobnostni
transformaci, kterd prevede ptivodni matici na horni trojihelnikovy tvar, z jehoz diagonédly pak muzeme snadno

odecist vSechna vlastni ¢isla.

Definice 5.22 (Trojihelnikové metoda). Metoda konstruuje dvé posloupnosti matic: {L*)}20 a {R(F)}< .

Postup je nésledujici:
1. Zvolfme libovolnou poéatecni matici L9 (napiiklad L(®) = T).
2. Prok=0,1,2,... rekurzivné poc¢itame:
e Provedeme LR rozklad® matice AL®).

e Tim ziskdme daldi ¢leny posloupnosti L+ a R+ tak, e plati:
LEFDREHD — ALK, (5.43)

kde L*+1) je dolnf trojihelnikové matice s jednickami na diagonéle a R%**1 je horni trojihelnikova

matice.

Poznamka 5.23 (Konvergence a podobnostni transformace). Pokud posloupnosti matic konverguji, tj. L&) —

L a R* — R, pak v limité dostdvame rovnici:
AL = LR. (5.44)

Protoze matice L je reguldrni (jakozto limita reguldrnich matic — dolnich trojihelnikovych s jednickami na

6ide o jiny ndzev pro LU rozklad, ktery se zdroveii od nadi ptivodni konvence lisi tim, ze jednitky jsou na diagondle dolni
trojuhelnikové matice
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diagonéle), muzeme rovnici prepsat na tvar:
A =LRL™% (5.45)

Tento vztah ukazuje, ze matice A je podobnd horni trojihelnikové matici R. Vlastni ¢isla matice A jsou tedy

shodnd s vlastnimi ¢isly matice R, kterd muzeme piecist z jeji diagondly.

Poznamka 5.24 (Vypocet vlastnich vektorti). Jakmile metoda zkonverguje a my zndme limitn{ matice L a R,
muzeme dopocitat vlastni vektory.

1. Nejprve nalezneme vlastni vektory ¢ matice R fesenim soustavy (R — \;I)¢" = 0 pro kazdé vlastni &islo

Xi = 7. Jelikoz je matice R — A\, horni trojihelnikovd s nulou na diagondle, Ize jeji vlastni vektor g

snadno dopocitat zpétnou substituci.

2. Matice R je vyjadienim matice A v bézi tvofené sloupci matice L.

ALY = LR = LA¢ = ML = A% = \; 2. (5.46)

Vlastni vektory Z* puvodni matice A proto ziskdme zpétnou transformaci:

7 =Ly’ (5.47)

Poznamka 5.25 (Robustnost metody). Pocdteéni matici (9 1ze volit libovolné, nemusi byt ani dolni trojihelnikova.
Diky tomu mé metoda samoopravujici schopnost. Pokud bychom v nékteré iteraci napocitali matici L) s chy-

bou, muzeme ji jednoduSe povazovat za novou startovaci matici a pokracovat ve vypoctu.

5.4.1.1 Konvergence a existence rozkladu

Celd metoda je postavena na opakovaném provddéni LU rozkladu. Jak vime z kapitoly 2, LU rozklad (resp.
LDR rozklad) existuje pouze pro silné reguldrni matice. Pro prvni iteraci, kde rozkladdme matici AL, tedy

musime predpokladat, ze je tato matice silné regularni.

Poznamka 5.26 (Spojitd zavislost LU rozkladu). Pfipomenme si vzorce pro vypocet prvka z kompaktniho

schématu LU rozkladu: -
j—

lij = aij — Z ligukj pro j <4,
k=1

i—1

1 \ o

uij = T <aij — E likukj) pro i < j.
7 k:l

7 téchto vztahu je vidét, ze prvky matic I a R zavisi spojité na prvcich matice A. To m4a dulezity dusledek:
pokud pro matici A existuje LU rozklad, bude existovat i pro matici A 4+ E, pokud bude norma matice E
dostatecné mala.

Tuto myslenku formélné zachycuji nasledujici véty.
Véta 5.27. Necht matice A je silné reguldrni (a tedy existuje jeji LU rozklad). Pak existuje takové € > 0, ze

pro libovolnou matici E splaujici ||E|| < € existuje i LU rozklad matice A + E.

Véta 5.28. Necht A =1+ E, kde ||E|| je dostatetné malé. Potom existuje rozklad A = LR a plati, ze pokud
||E|| = 0, pak také L - TaR — 1.

Pro samotny dukaz konvergence trojihelnikové metody je klicové nasledujici tvrzeni, které davé do souvislosti

k-tou iteraci metody a LU rozklad k-té mocniny matice A.

Lemma 5.29. Pokud pro A*L(®) existuje trojihelnikovy rozklad AFL(®) = L) RK) pak pro matice z trojihelnikové
metody plati:
L&) = £#),

RERE=D RO = R*), (5.48)
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Dukaz. Z predpisu trojuhelnikové metody plati
LORE = ALK, (5.49)
Tvrzeni véty pozaduje, aby
LBORE) = LORERE-D RO, (5.50)

V tomto tvaru pouzijeme iterativné predpis trojihelnikové metody:
LORE) = ALE-DRE=2) RO = AALK-DRE=D | RO = ... = AF-ILORD), (5.51)
¢imz jsme dokézali jeho platnost. O

Pozndamka 5.30 (Strategie dukazu konvergence). Z predchozi véty plyne, ze ke zkouméni konvergence po-
sloupnosti {IL(*)} staci zkoumat konvergenci LU rozkladu matice A*L(?). Dokazeme-li, ze posloupnost {£*)}
konverguje k néjaké matici L, automaticky tim dokazeme i konvergenci {]L(k)} — L. Konvergence posloupnosti

{R*)} pak plyne z rozpisu:

LEFDREFD) _ ALK oy Rlk+1) _ (]Lum))‘l AL®).
(5.52)

LR = AL < R =L"tAL.
a tedy pro L&Y — L mame R+ — L-1AL = R.

Véta 5.31 (Konvergence trojihelnikové metody). Nechf matice A € C™"™ je reguldrni a mé vsechna vlastni
¢isla jednondsobnd a v absolutni hodnoté navzdjem rizn4, tzn. je diagonalizovatelnd, A = XDX !, kde |A;| >
[A2| > -+ > |Ay|. Déle predpoklddejme, Ze:

e pro dostatecné velké k existuji LU rozklady matic AL®),
e existuji LU rozklady matic X a X~ ML),
Pak posloupnosti matic {L%*)} a {R*)} generované trojithelnikovou metodou konverguji k maticim L a R a na

diagondle matice R je spektrum matice A, sefazené sestupné podle velikosti v absolutni hodnoteé.

Diikaz. Podle poznamky nad vétou staci dokazat, existenci LU rozkladu AFL(O) £FRF ze £*F) — L. Z pFedpokladit
véty umime napsat A = XDX ™!, kde na diagonale matice D jsou vlastni ¢isla matice A. Odtud AF = XDFX—1!
a proto AFL(®) = XDFX—1LO), Matice X je regularni (TODO: to nestaéi, potfebuji silné reg), a tedy existuje
LU rozklad X = LxRx a X7'L(®) = LyRy. Potom

AFLO = LyRxDFLYRY = LxRxD*Ly D *D*Ry. (5.53)
Zkoumejme matici D¥LyD~*. Vime, Ze jde o matici doln{ trojihelnikovou, tudiz pro j > i je [D¥LyD~*];; = 0.

Pro i = j je [D*LyD~*); = )\fl)\i_k = 1 z toho, ze Ly méa na diagonale jednicky a matice D vlastni ¢isla A.

Pod diagondlou, tzn. j < 4, mame )\flij)\;k. Protoze mame vlastni ¢isla sefazend sestupné, tak pro j < 7 je

k
|Aj] > |As]. Proto i—] <1 a tedy (i—j) lij = 0 pro k — 4o00. Celkové proto
DFLyD % =T+ E®), (5.54)

kde E®) — O a E® je dolni trojihelnikovd matice s nuly na diagondle. Vratme se zpét k ptvodni matici
AFL(O):

AFLO = LyRx (I +E®)DFRy = LxRy (I+E®)RYRxD*Ry = Lx(I4+RxE®RIRxD*Ry.  (5.55)

My vime, ze (I + RXIE(’“)R;(I) — I pro k — +4o00. Z véty o existenci LU rozkladu 5.28 tedy plyne, Ze pro
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dostatecné velké k existuje LU rozklad matice (I + RxE®RL) = L%C)Rg) a ]L%C) —Ta R%) — . Muzeme
tedy psat, ze

AFLO) — LXL%“)R%’C)RXD’“R% (5.56)

kde LxL{¥ je dolni trojfhelnikova a LxL% — Lyx. Déle R¥RyD*Ry je horni trojihelnikova. Tfm mame
dokézanou konvergenci. Zbyva dokézat, ze na diagondle matice R jsou vlastni ¢isla matice A sefazend podle
velikosti. Vyjdeme opét z predpisu trojihelnikové metody: AL®*) = LE+DRE+HD  Také nyni vime, ze pro
k — 400 tento vztah konverguje k AL = LR. Potom R = L~ 'ALL. V dikazu piedeslé ¢dsti, jsme pouzivali
oznaceni L. = Ly, kdyz si na néj tedy vzpomeneme, muzeme se také vratit k rozepsani X = LxRy. Potom diky
A = XDX~! mame:

R=L'ALy = Ly!XDX 'Ly = Ly'LxRxDR}'L'Lx = RxyDRY', (5.57)

coz je horni trojuhelnikové, diagonalni a horni trojihelnikové matice. Na diagondle tohoto soucinu je tedy soucin
diagondlnich prvku, pficemz diagondlni prvky matic Rx a R;{l se pokrati, a zbyva diagonala ID, coz jsou spravné

sefazend vlastni ¢isla puvodni matice A. O

Pozndmka 5.32. Konvergenci metody za jinych, slabsich predpokladu se zde nebudeme zabyvat.

5.4.2 LR algoritmus

LR algoritmus je dalsi metoda pro vypocet kompletniho spektra, izce souvisejici s trojuhelnikovou metodou.

Definice 5.33 (LR algoritmus). Metoda konstruuje posloupnost matic {A*)}2° . Pro k = 1,2,... m4 iterace

nasledujici tvar:

1. Provedeme LU rozklad matice A®):
AR — ]fd(k)[@(k)7 (5.58)

kde L®*) je dolni trojuhelnikova matice s jednickami na diagondle a R®) je horni trojihelnikova matice.

(Stfisky pouzivame pro odliseni od matic z trojihelnikové metody).

2. Nasledujici élen posloupnosti A*+1) ziskdme vyndsobenim faktori v opacném pofadsi:

AR — RIIL(R), (5.59)

Jako pocéteeni matici volime A = A.

Pozndmka 5.34 (Podobnostni transformace). Kazdy krok LR algoritmu predstavuje podobnostni transformaci,
jelikoz z definiénich vztahti mizeme vyjadiit R*®) = (L®*)~1A®) a dosadit do druhého kroku:

ARTD — RWLE) — (f,(R)) =1 AR, (), (5.60)

Z toho plyne, ze vSechny matice v posloupnosti {A(k)} jsou si navzajem podobné a maji tedy stejnd vlastni
¢isla jako puvodni matice A. Pokud tato posloupnost konverguje k horni trojithelnikové matici, na jeji diagonale
budou lezet vlastni ¢isla matice A. Pro vypocet vlastnich vektoru je treba znét celkovou transformaéni matici.
D4 se ukazat, ze plati A®) = (LM LE-D)~1A@L®  L*-D) Hledanou matici, jejiz sloupce tvoif vlastni

vektory v nové bazi, je tedy souéin L = LOL® ...
Pozndmka 5.35 (Srovnéni s trojihelnikovou metodou). .

e LR algoritmus m& mensi naroky na pamét. V trojihelnikové metodé potfebujeme uloZit matici A, déle
L©) a nakonec AL(). V kazdém kroku pak in-place prepocitdme AL®*) na LEFDRE+D  Poté na pozici
AL®) spocitdme ALFT! a takto pokracujeme déle. Celkem tedy musime uklddat tii matice. LR algoritmu
staci jen 2, jelikoz nepotiebuje uchovévat pivodni matici A. Po spusténi algoritmu se pivodni A = A(©)

piepige in-place na LWR(M) . Poté si musime jinde spoéitat A = RWLM | Toto muzeme nésledné opét
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inplace piepsat rozkladem LR atd.

e LR algoritmus nemd tak dobrou samoopravujici schopnost. V trojuhelnikové matici jsme v kazdém kroku
vraceli informaci o puvodni matici A, nicméné v LR algoritmu si ji nepamatujeme a v piipadé chyby v
nékterém kroku nemame jak se k ptivodni matici vratit.

5.4.2.1 Konvergence LR algoritmu
Konvergenci LR algoritmu lze elegantné dokazat pomoci jeho vztahu k trojihelnikové metodé.

Véta 5.36. Existuje-li trojihelnikovy rozklad matice A¥ = LFIR(*) pak pro faktory z LR algoritmu plati:

L®) =LOL® | L®),
RE) — RERE-D) RO, (5.61)

Diikaz. Vyjdeme z pfedpisu pro LR metodu, tedy LORE = A®) g AG+D) = RILK)., Stejné jako v obdobné

vété pro trojihelnikovou metodu vyjdeme z toho, co chceme dokazat:
LBORE = LOLE | LE-DLEORERE-D RO, (5.62)

Do néj opét rekurzivné dosadime pfedpis LR metody:

rcERE — 1M [ E-DAERE-DRKE=-2) RO

(5.63)
— LWL [EEDRE-DRE-D FE-DRE=-2) RO
rE Rk — 1A (k=2 k-1 E-DpE=-2) RO
(5.64)
=1  LEDRGE=-2[E-)RE-2] F-2RK*-2) RO

Postupné dojdeme az k

LERE) = AF (5.65)

coz potvrzuje platnost feSeni. O

Poznamka 5.37 (Vztah mezi metodami). Pokud v trojihelnikové metodé zvolime specidlni pifpad L(®) = T,
pak se analyzy obou metod propoji. Z predchozich vét vime, ze L*) = £F) 5 RORE-D RO = RK)

Zkombinovanim téchto poznatku dostavame piimy vztah mezi maticemi z obou metod:

L& — L@ f®),
R*) — R(K).

Pozniamka 5.38. Diky tomuto vztahu miizeme ukazat konvergenci posloupnosti {A*®)}. Z piedchozi pozndmky

plyne:
L*) = LE-DLE — L& = (LE-D)-1 k) A RE =R®, (5.66)

To dosadime do definice LR algoritmu:
AR — [(ORMK) — ((Lwl))flL(m) R (5.67)
Pokud trojihelnikovd metoda konverguje (t;j. L*) L aR® — R), pak limita tohoto vyrazu je:

lim A® = (L)"'LR = R. (5.68)

k—oo

Posloupnost matic {A(k)} z LR algoritmu tedy skutecné konverguje k horni trojihelnikové matici R.
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Véta 5.39 (Konvergence LR algoritmu). Necht je matice A € C™"™ reguldrni a diagonalizovatelné. Pfedpoklddejme,
7e trojihelnikova metoda s volbou L(®) = I pro tuto matici konverguje. Pak konverguje i LR algoritmus a plati,
7e posloupnost {A®)} konverguje k horni trojihelnfkové matici, kterd ma na diagonale vlastn{ ¢isla matice A

sefazend sestupné podle velikosti v absolutni hodnoté.

5.5 QR algoritmus

Velkou nevyhodou LR algoritmu je jeho numerickd nestabilita, kterd se projevuje zejména pii aplikaci na
matice vétsich rozméri. Z tohoto divodu navrhl v roce 1961 J. G. F. Francis takzvany QR algoritmus, ktery je
dnes jednou z nejpouzivanéjsich metod pro vypocet kompletniho spektra. Princip QR algoritmu je shodny s LR
algoritmem, ale misto numericky méné stabilniho LU rozkladu vyuziva QR rozklad, tedy rozklad na ortogondlni
(v redlném piipadé) nebo unitdrni (v komplexnim piipadé) a horni trojihelnikovou matici. V dalsim textu se

pro jednoduchost omezime pouze na redlné matice.

5.5.1 QR rozklad

Nez predstavime samotny algoritmus, zadefinujme si QR rozklad.

Véta 5.40. Necht A € R™" je reguldrni matice. Pak existuje jeji rozklad do tvaru
A = QR, (5.69)

kde Q je ortogonalni matice (tj. Q7’Q = 1) a R je horni trojihelnikovd matice. Pokud navic pozadujeme, aby

diagondlni prvky matice R byly kladné, je tento rozklad jednoznaény.

Dikaz. Prozatim dokdzeme jen jednoznacnost QR rozkladu. Jeho existence vyplyne z jednotlivych metod

vypoctu. Predpokladejme, Ze existuji dva ruzné QR rozklady A = Q1R; = Q3R5. Potom
Q5Q1 = RyR; ! N QI Q2 =RyR; . (5.70)

Na pravych strandch mame matice horni trojihelnikové, proto i napi. Q2 Q; je horni trojihelnikova matice.
Jeji transpozice (Q1 Q)T = QT Qy je tedy dolni trojihelnikovd, zarovei je ale podle druhé rovnosti vyse hornf
trojihelnikovd. Proto QFQ; = D musi byt diagonélni. Analogicky také Q¥ Qy = D musi byt diagonalni. Nyn{

se podivejme na néasledujici rozklad:
Q2 = Q:RR; ! = QiR Ry = Q7T Q, = Q1 D, (5.71)
kde v rovnosti oznacene x jsme vyuzili vztah (5.70). Podobné se podivejme na matici Ra:
Ry = Q7 Q2R = Q7 QiR; = DRy, (5.72)

kde jsme tentokrat v rovnosti oznacené x vyuzili predpoklad rovnost rozklada. Nyni kdyz dokazeme, ze D =1,

dostaneme rovnost mezi Ry = Ry a Q; = Qs.
I=Q;Q = (QD)"(Q:D) =D"Q{Q;D =D'D = D* (5.73)

Z toho plyne, ze D je diagonalni matice s prvky +1. Z predpokladu pro jednoznacnost ale vime, ze Ry, Ry maji
kladnou diagonélu, a tedy z Ro = DR; plyne, ze D = 1. O
Poznamka 5.41. Existuji tii zdkladni zptsoby, jak QR rozklad matice vypocitat:

e Gramuv-Schmidtuv ortonormaliza¢ni proces

e Householderovy transformace



5.5. QR ALGORITMUS 93

e Givensovy rotace

5.5.1.1 Gramiv-Schmidtiv ortonormalizaéni proces

Gramuv-Schmidtuv proces je klasicky algoritmus linearni algebry, ktery slouzi k prevedeni sady linedrné nezavislych
vektort na sadu vektoru, které jsou vzajemné ortonormélni a generuji stejny vektorovy podprostor. Méjme na
vstupu sadu linedrné nezévislych vektora {Z1,...,#,}. Cilem je zkonstruovat ortonormdln{ sadu {qi,...,q,}

Postupujeme iteracné:

1. Krok 1: Prvni vektor ¢; ziskdme jednoduchou normalizaci prvniho vstupniho vektoru ;:

!

Q== (5.74)
|21 ][2
Definujme koeficient 711 = ||Z1]||2. Potom plat{ &1 = r11G).

2. Krok k: Pro k = 2,...,n ziskdme k-ty ortonormalni vektor ¢i tak, ze od vstupniho vektoru ry odecteme
jeho pruméty do sméru vsech jiz zkonstruovanych ortonormalnich vektort ¢i, ..., ¢r_1. Tim ziskdme po-
mocny vektor T ktery je na vSechny predchozi kolmy:

3 k—1
G =2 — Y (Tk,q5)q; (5.75)
j=1
Novy ortonormalni vektor g pak dostaneme normalizaci vektoru (f'k:
. dk
1112

Poznamka 5.42 (Slozitost). Vypocetni slozitost Gramova-Schmidtova procesu je fddové O(n?). Vypocet
provadime pro kazdy vektor, dale pro néj ode¢itdme priméty do vsech piedchozich vektorii, coz je O(n?)

operaci. Skalarn{ soué¢in dvou vektorii uvniti vipoétu primétu piida jesté O(n) operaci. Celkem tedy O(n?).

Poznimka 5.43 (Vztah ke QR rozkladu). Definujme koeficienty 7 jako rji = (£x, qj) proj < karg, = ||(§’k||2
Z rovnice pro cf’k muzeme vyjadrit puvodni vektor T:

k-1 k-1 k
Fo= e+ Y rindy = ThrGe + Y iRy = > Tikd)- (5.77)
j=1 j=1 j=1

Tento vztah ukazuje, ze kazdy puvodni vektor &y, lze vyjddiit jako linedrni kombinaci prvnich &k ortonormélnich

vektoriu. Zapiseme-li tyto vztahy pro vSechny k = 1,...,n do jedné maticové rovnice, dostaneme:
11T Ti2 ... Tin
o o R . 0 T22 e Ton
@1, @) = (@ @) | - (5.78)
0 0 Tnn

Nésledujici véta pouze formalizuje vyse uvedeny vztah s QR rozkladem.

Véta 5.44. Necht A € R™" je reguldrn{ matice. Aplikujeme-li Gramiv-Schmidtiiv ortonormalizaéni proces
na sloupce matice A, tj. polozime #9 = @, pro i = 1,...,n, ziskdme ortonormalni vektory ¢,....¢"™ a
koeficienty 7;;. Tento proces je ekvivalentni maticovému zdpisu A = QR, kde Q je ortogondlni matice tvofend
vektory @@ ve sloupcich a R je horni trojihelnikova matice tvorena koeficienty ;5. Diagondlni prvky ry; jsou

navic kladné, protoze vznikly jako normy nenulovych vektoru.

Poznamka 5.45 (Modifikovany Gram-Schmidtuv proces). Klasicky Gram-Schmidtuv proces je ndchylny k

numerickym chybdm, které mohou vést ke ztraté ortogonality. Pro lepsi numerickou stabilitu se v praxi pouziva
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tzv. modifikovany Gram-Schmidtuv proces. Rozdil je v tom, ze projekce se v kazdém kroku vnitiniho cyklu

odecita od jiz modifikovaného vektoru, nikoliv stale od puvodniho.

5.5.1.2 Householderovy transformace

Druhym, a v praxi ¢asto nejpouzivanéjsim, zpusobem vypoctu QR rozkladu je pouziti Householderovych trans-
formaci. Jak jsme si jiz ukdzali (viz definice (1.51) a véta (1.55)), Householderova matice Hg = I — 20w* je
unitarni a hermitovskd transformace, jejiz aplikace na vektor & odpovidé zrcadleni (reflexi) tohoto vektoru vuci
nadroviné L kolmé na Householderuv vektor . Klicovou vlastnosti pro nas je, ze vhodnou volbou vektoru
umime transformovat libovolny vektor Z na vektor 7, ktery m4 stejnou normu. Z vlastnost{ popsanych v (1.55)
vime, ze je-li ¥ = HzZ (tzn. ¥ je obrazem vektoru & pod transformaci Hg), pak plat{ ||7]|2 = ||Z]]2. Také vime,

—

ze rozdil HgzZ — £ = ¢ — & je kolmy na nadrovinu L. Proto pro tuto transformaci zvolime

W= ==, (5.79)
kde jsme jesté pridali normovéni na 1, coz je pozadavek definice (1.51). Konkrétné, pokud chceme transformovat
vektor Z na vektor lezici na ose dané bazovym vektorem €7, volime cilovy vektor ¢ jako ¢ = €y, kde z podminky
zachovani normy musi platit || = ||Z||2. Timto zpusobem muzeme vynulovat vechny slozky vektoru Z kromeé
té prvni. Volba Householderova vektoru « by v tomto piipadé byla:

| i P12
w =

EEEIAT (5.80)

Poznamka 5.46 (Numerickd stabilita volby Householderova vektoru). Kdyby mél vektor & prevlddajici prvni
slozku, tzn. |z;| =~ ||Z||2, potom bychom v rozdilu v & — § = & — HgZ = & — ||Z||2€1 dostdvali hodné mald
¢isla. V takovém pripadé by dochéazelo k velkym numerickym chybam, které by mohly vést k nechténému ztraté
ortogonality. Nas ale nutné nezajimé smér vysledného vektoru, jde hlavné o to vynulovat vSechny slozky kromé
té prvni. Proto muzeme zvolit §f = —||Z]||2€1, ¢imz zvétsime velikost rozdilu a tim i numerickou stabilitu vypoctu.
Pro zajisténi numerické stability se tedy volba znaménka provadi tak, aby se pfedeslo odéitani dvou blizkych
c¢isel. Je-li prvni slozka vektoru & kladna, pak zobrazujeme do zdporného sméru, naopak je-li zaporna, pak do
kladného:

5= —sgn (21)[17]]261, (5.81)

Householdertuv vektor pro transformaci vektoru Z na nasobek €; se tedy voli podle robustniho vzorce (pozor na

to, ze doslo ke slozeni dvou -, vysledné znaménko je tedy +):

T+ sgn (1) ]| 7]] 261

W= — -
|17 + sgn (z1)][7][2€1]]2

(5.82)

Poznamka 5.47 (Nulovéni specifickych slozek). Obecné pokud pro k > 1 chceme zachovat prvnich k — 1 slozek
vektoru & a vynulovat slozky od k + 1 niZze, pouzijeme specidlni Householderovu matici, kterd pusobi pouze na

poslednich n — k + 1 slozkach vektoru. Tato matice mé blokovou strukturu:

6= QO
Q(k>:< o @(k)>, (5.83)

kde I*=1) je jednotkova matice o rozméru (k — 1) x (k — 1) a Q*®) je Householderova matice o rozméru
(n—k+1) x (n—k+1). Matice Q¥ je zkonstruovéna pro subvektor Z*) € R"~*+1 ktery je tvoren poslednimi

n — k + 1 slozkami puvodniho vektoru #. Proto

i k . -
o _ _FW + sgn (@) |F0) ||

’ (5.84)
120 + sgn (1) |22 ||
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a tedy
QW =1 — 2™ (@), (5.85)

Aplikaci takto zkonstruované matice na puvodni vektor & ziskdme vektor § = Q%) Z, jehoz slozky maji tvar:

T; proj=1,...,k—1
k o .
y; = § sen (@) - |E®)]|; pro j =k
0 proj=k+1,...,n

Prvnich k — 1 slozek tedy zustane nezménéno, k-t4 slozka se zméni na (plus nebo minus) normu zbytku vektoru
a v8echny nésledujici slozky jsou vynulovany. Tato transformace je podobnd GEMu, nicméné zde se omezujeme

pouze na unitarni transformace, které zachovavaji normu vektoru a ortogonalitu.

Je vidét, ze pomoci Householderovych transformaci lze postupné matici A prevést na matici v hornim trojihelnikovém
tvaru. Protoze je dédle Hz unitdrni, vSe se déje pomoci unitarnich transformaci, a tedy mame dobry zéklad pro
QR rozklad. Myslenka je tedy postupné nulovat prvky pod diagonalou matice A pomoci série Householderovych

reflexi.

1. Krok 1: Vezmeme prvni sloupec matice A, vektor @.;. Najdeme takovou Householderovu matici Q)
podle predpisu vyse (nasli jsme ji pro obecné k), kterd tento vektor transformuje na ndsobek prvniho

bazového vektoru €7. Aplikaci této transformace na celou matici A ziskame:

11 T12 . T1in

WA = ) 5.86
Q AQ) (5.86)

Prvni sloupec mé nyni pozadovany tvar s nulami pod diagonélou.

2. Krok 2: Nyni se zaméfime na submatici A() o rozméru (n —1) x (n — 1). Pro jeji prvni sloupec opét
najdeme Householderovu transformaci Q) (tentokrét o rozméru (n — 1) x (n— 1)), ktera v ném vynuluje

prvky pod diagonalou. Tuto transformaci vlozime do blokové matice, abychom neovlivnili jiz upraveny

1 o7
Q® — (6 @(2)>. (5.87)

Aplikaci na vysledek z piedchoziho kroku dostaneme Q®)QMA, kde jiz i druhy sloupec ma nuly pod

prvni fadek a sloupec:

diagonalou.

3. Opakovani: Tento proces opakujeme n — 1 krat. V kazdém kroku k& konstruujeme transformaci Q™ pro

submatici A®—Y a vkldddme ji do vétsi matice Q%) s identitou v levém hornim rohu.

Po n — 1 krocich dostaneme vyslednou horni trojuhelnikovou matici R:
Q=Y . ..Q®QWA =R. (5.88)

Jelikoz je kazd matice Q%) ortogonalni, je i jejich soucin ortogonalni matice. Oznacime-li Q7 = Q»—1D ... QRQM),
pak z vlastnosti Q7 Q = I dostdvime A = QR.

Pozndmka 5.48 (Slozitost). Aplikace jedné Householderovy transformace Hg na matici A je reprezentovano
nasobenfm matic, tzn. mé slozitost O(n?). Protoze musime aplikovat n — 1 Householderovych transformaci,
celkovd slozitost by se vysplhala na O(n*), coz by bylo netinosné. Aplikace se pro efektivitu neprovadi vypoctem
matice Hz a néaslednym maticovym nésobenfm. Misto toho se vyuzije vztahu HgA = (I — 2ww?)A = A —
2w (wT A). Vypocet tohoto vyrazu vyzaduje pouze maticovo-vektorové a vektorovo-vektorové operace se slozitosti
O(n?). Protoze tento postup opakujeme (n—1)-krét, je celkova slozitost QR rozkladu pomoci Householderovych

transformaci O(n?).
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5.5.1.3 Givensovy rotace

Tretim zpusobem vypoctu QR rozkladu jsou Givensovy rotace. Motivace za nimi je podobn4, jako u Househol-
derovych transformaci. Tam, kde ty pouzivaly k transformaci vektoru Z na vektor ¢ ortonormalni transformace,
tedy takové, které zachovavaji tihly, dalsim zpusobem, jak transformaci provést je pravé zménou thlu. Odtud
Givensova rotace. Jde o jemné&jsi nastroj, nez Householderovy transformace. Jsou to ortogonalni transformace,
které jsou, na rozdil od Householderovych reflexi, navrzeny tak, aby eliminovaly pouze jeden specificky prvek
vektoru.

Definice 5.49 (Givensova rotace). Pro danou dvojici indexu 4, j a thel 6 je Givensova matice rotace G(i, 7, 0)
definovana jako jednotkovéd matice, u které je podmatice na prusec¢iku fadkua a sloupcu ¢ a j nahrazena rotaéni

matici:

cos sin 6
G(i,4,0) = : (5.89)

—sin@ cosf

1

Aplikace této matice na vektor Z zpusobi rotaci v roviné (4,j) a ovlivni pouze i-tou a j-tou slozku vysledného
vektoru ¢/. Plati tedy

x;co80 + xjsind pro k =1

Yk —x;sinf +xjcosf prok=j (5.90)

Tk prOk#iaj

Poznamka 5.50 (Aplikace pfi nulovdn{ slozek). Cilem je zvolit tihel 6 tak, abychom vynulovali jednu ze dvou
ovlivnénych slozek. Pokud chceme, aby se po transformaci § = G(4, j,0)Z vynulovala j-ta slozka (tj. y; = 0),

volime kosinus a sinus uhlu 6 néasledovné:

s =sginf =

E—— -9
/.2 2 2 2
3 +mj ;7 +xj

Aplikaci této transformace se j-t4 slozka vynuluje a i-t4 slozka se zmén{ na hodnotu /z? + x?, zatimco vSechny

¢’ = cosf =

(5.91)

ostatni slozky vektoru zustanou nezménény. To odpovida rotaci o thel § = arctan (—2—1) Oznaceni konstant
¢ a 5% se ndm bude hodit pozdéji.
Poznamka 5.51 (Korektnost). Givensovy rotace mé smysl zkusit pouzit jako zdklad pro QR rozklad, jelikoz

jde o unitérn{ transformace. To lze ovéiit vypoctem G(i, j,0)G(i, j, 0)T =L

Matici A pfevedeme na horni trojuhelnikovy tvar postupnou eliminaci vSech prvku pod hlavni diagonélou.
Postupujeme systematicky, napiiklad po sloupcich:

1. Eliminace v 1. sloupci: Cilem je vynulovat vSechny prvky v prvnim sloupci pod diagondlou, tedy
(21,0431, -+ -, Anl.
e Zactneme s prvkem ag;. K jeho vynulovéni pouzijeme prvek ai; a rotaci v roviné (1,2). Sestrojime

matici GV, kde koeficienty ¢®V) a s(21) vypocteme jako:

a1 a21
JC I S S

2 2’ 2 2
Vai +ag Vai +ag

Aplikaci této transformace zleva, tj. vypoctem GV A, se zméni pouze prvni a druhy fadek, pficemz
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21) 21)

el s(
@) 2D)

aii
az1
GELA = 1 asz1

1 an1

a12
a2

a32

an2

A1n
a2n

a3n

ann

21
a’gl )

0

Gnl

21
)

21
g2

An2

prvek na pozici (2, 1) bude nulovy a prvek na pozici (1, 1) bude mit novou hodnotu aﬁl

):

97

2 2
Ve, + a3

iy,
aj”

a3n

ann

e Daéle nulujeme prvek az; v puvodni matici. K tomu pouzijeme aktudlni hodnotu prvku na pozici
(1,1) (tedy aﬁl)) a sestrojime novou rotaéni matici GV v roviné (1,3). Ndsobenim GG (G A)

se zméni pouze prvni a tet{ fadek. Prvek na pozici (3,1) se vynuluje a prvek (2,1) zastane nulovy,

protoze rotace neovlivni druhy fadek.

e Timto zpiisobem postupné eliminujeme véechny prvky a;; pro i = 2,...,n pomoci rotaci G, Po

dokonéeni kroku pro prvni sloupec bude mit matice tvar:

nl
agl )

0

0
Gi1A = (G .. .GE)A =

Prvni fadek nyni odpovidé prvnimu fadku horni trojihelnikové matice R, tedy ry;

nl
)

21
"By

31
a3

(n—1,1)
Ap_1,2

a;”

nl
5

21
o

31
a33

(n—1,1)
a‘nfl,S

(nl)
apn3

(D)

1n
(21)
2n

B

3n

(n—1,1)
n—1,n

(ni)
nn

— 4nl
= alj .

2. Eliminace v 2. sloupci: Nyni se zaméfime na druhy sloupec a nulujeme prvky pod diagonalou, tj.
aé‘él) ol a"Y. Pouzijeme k tomu rotace G32), G142, ... G v rovinich (2,1), které budou plisobit

P42 ottt U2

na druhy a i-ty fadek. Tyto rotace diky své struktufe neovlivni jiz vynulovany prvni sloupec.

3. Opakovani: Proces opakujeme pro vsechny sloupce az do n — 1, dokud neziskdame horni trojihelnikovou

matici R.

Vysledkem je série maticovych nésobeni Gy ... GG A = R, kde kazda matice G; je jedna z pouzitych Gi-

vensovych rotaci. Oznaéime-li souéin vech rotacnich matic jako Q7 = Gy ... G, dostdvame hledany rozklad

A = QR.

Poznamka 5.52 (Slozitost). Pro plnou matici fadu n je potfeba provést fddové n?/2 Givensovych rotaci.

Aplikace jedné Givensovy rotace v maticové podobé by mélo slozitost O(n?). Protoze ale vime, ze rotace ovlivni

pouze dva rddky, mé tedy slozitost O(n). Celkova slozitost QR rozkladu pomoci Givensovych rotaci je proto

O(n?). Pro tidké matice, kde je potieba nulovat jen nékolik mélo prvkii, mohou byt Givensovy rotace vyhodnéjst

nez Householderovy transformace.

5.5.1.4 Shrnuti a srovnani metod QR rozkladu

Uk&zali jsme si tii zakladni metody vypoctu QR rozkladu, z nichz kazda ma své vyhody a nevyhody.

e Gramuv-Schmidttv proces: Je koncepcné jednoduchy, ale v klasické podobé je numericky nestabilni.

Jeho modifikovana verze mé lepsi stabilitu a pouziva se v nékterych jinych numerickych algoritmech.

e Householderovy transformace: Jsou numericky velmi stabilni a obecné efektivnéjsi pro plné matice,

protoze kazdé transformace nuluje cely zbytek sloupce najednou.

e Givensovy rotace: Jsou rovnéz numericky velmi stabilni. Jejich vyhoda spoc¢ivd v moznosti cileného

nulovéani jednotlivych prvki, coz je ¢ini vhodnymi pro préci s fidkymi maticemi nebo pro paralelni imple-

mentace.



98 KAPITOLA 5. METODY VYPOCTU VLASTNICH CISEL MATIC

Z hlediska vypocetn{ slozitosti jsou véechny tii metody pro plné matice fadu O(n?).

5.5.2 QR algoritmus

Definice 5.53 (QR algoritmus). Metoda konstruuje posloupnost matic {T(k)},;“;l. Pro zadanou matici A € R™"

a pocatecni volbu T = A mad iterace pro k = 1,2, ... nasledujici tvar:

1. Provedeme QR rozklad matice T):
T® = QR (5.92)

kde Q) je ortogonélni a R(*) je horni trojihelnikova matice.

2. Nasledujici élen posloupnosti T 1) ziskdme vynasobenim faktort v opaéném poradi:

TkR+D = REIQXF), (5.93)

Pozndmka 5.54 (Podobnostn{ transformace). Kazdy krok QR algoritmu pfedstavuje ortogonalni podobnostn{
transformaci, jelikoz z defini¢nich vztahtl plyne R*) = (QUN)TT®) 4 tedy:

T*k+D) = ROQF = (Q*)TT® QM. (5.94)

Vsechny matice v posloupnosti {’]I‘(k)} jsou si tedy ortogonalné podobné a maji shodnd vlastni ¢isla jako puvodni
matice A. V piipadé konvergence, tzn. HZ:O Q® — UaT® — R pro k — +oo, pak R = U*AU, resp.
A = TU*RU, coz je rozklad ze Schurovy véty. Potom na diagondle matice R jsou vlastn{ ¢isla matice A (protoze

jde o podobnostni transformaci).

5.5.2.1 Konvergence QR algoritmu

Poznamka 5.55. QR rozklad je spojitou funkci prvka matice A, jak je vidét napf. z definice QR rozkladu v

Grammoveé-Schmidtové algoritmu.

Lemma 5.56. Existuje-li QR rozklad matice A¥ = QWRF) | pak plati

o) = WQ® ...
RE) — RERE-D) gD

Diikaz. Analogicky jako u LR alogritmu. O
Véta 5.57 (Konvergence QR algoritmu). Necht matice A € R™™ m4 vlastn{ ¢isla A;, kterd spliuji podminku
A1l > [A2] > - > | M| > 0.

Pak posloupnost matic {']I‘(k)} generovana QR algoritmem konverguje k horni trojihelnikové matici, kterd ma
na diagonadle vlastni ¢isla matice A sefazend podle jejich absolutni hodnoty. Pokud je navic matice A symetricka,

pak posloupnost {T™*)} konverguje k diagonaln{ matici.

Diikaz. (TODO: ovéfit spravnost znaceni v tomto ditkazu) Nechf A = X7!DX, kde D je diagondlni matice s
vlastnimi ¢isly A; na diagondle a X je reguldrni. Potom AF = XD*X~1. Z regularity matice X (TODO to nestaci)
plyne, ze existuji rozklady X = QyRy a X~! = LYRY. Potom

A* = QxRxDFLyRy = QxRxD*Ly D *DFRy (5.95)
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Analogicky jako v dikazu véty o konvergenci LR algoritmu dojdeme k tomu, ze

0 pro j >1
[D*LyD ™" = S A1t =1 proj =i (5.96)
lij% pro j <t

Dale vime, ze pro j < i je |\j| > |\;| a proto i—J < 0 resp. /’\\—J — 0 pro k — oco. Proto D*LyD~* — I pro k — oo
a tedy lze napsat DLy D% = T4 F®*) kde F**) — 0 pro k — oo. Nyni

A" = QxRx (I + F*)D*Ry = QxRx (I + F*)RZ'RxD*Ry
(5.97)
= Qx (I + RxFPRLHRxD*Ry = Qx (I + GH)RxD*Ry,

kde G¥) = RXIE‘(’“)R}I — O pro k — +oo. Opét analogicky vime, ze pro I+ G*) — I pro k — +oo existuje
QR rozklad, a tedy T+ G¥) = Qg)R(Gk), kde Q(éf) —Ta R(éf) — I pro k — +o00. Celkové nyni dostdvame, ze

A* = Qx QYR RXD*Ry-. (5.98)

Protoze Qg) — I, nutneé QXQ(C?) — Qx pro k — 4o00. Déle vime, ze
T — (Q(l)...Q(’“))*A (@W..") = (QW)*AQW ~ Q%AQx, (5.99)

¢imz jsme dokézali konvergenci posloupnosti {T®)} k matici Q%AQx = T. Déle bychom chtéli fict, ze T*) je
trojihelnikovéd. Vyjdeme opét z toho, ze

T — (Q(l)...Q(k))*A (Q(l)_._(@(k)) — (Q(k))*AQ(k)
= @~y a@x0) = (0¥F) axa0xa¥ = (0F) Qxxpx'oxQ (5.100)
= (@) @4 QxQxRxDR}' QX CxQY = (0 RxDR}QY — RxDRy!

a tedy dostavdame matici horni trojihelnikovou, jejiz diagonila je shodnd s D, analogicky jako v dukazu konver-
gence LR algoritmu. Necht nyni A je symetricka”, tedy

QxTQx = A =A"=QxT"Qx. (5.101)

Odtud T = T*, a tedy T je diagonalni. O

5.5.3 QR algoritmus s Hessenbergovymi maticemi

Zakladni QR algoritmus je sice numericky stabilni, ale vypocetné narocny. Kazda iterace vyzaduje QR rozklad
plné matice, coz je operace se slozitosti O(n?). Pro praktické pouziti je tedy nutné algoritmus zefektivnit. Toho

se dosahuje pfevedenim matice na specidlni tvar, ktery je pro QR iterace vyhodnéjsi.

Definice 5.58 (Hessenberguv tvar). Matice je v (hornim) Hessenbergové tvaru, pokud jsou vechny jeji prvky
pod prvni subdiagondlou nulové (tj. a;; = 0 pro ¢ > j + 1). Jednd se tedy o horni trojihelnikovou matici, kterd

muZze mit navic nenulové prvky bezprostifedné pod hlavni diagondlou.

Poznamka 5.59. Jde v jistém smyslu o nejjednodussi tvar, na ktery lze libovolnou regularni matici prevést
podobnostnimi transformacemi, které lze ziskat primym algoritmem. Tim jsou zachovany spektralni vliastnosti,
tedy i vlastn{ ¢fsla a vlastn{ vektory. Samotny pievod bude mit slozitost O(n?), ale nisledné QR iterace na
Hessenbergové matici maji slozitost pouze O(n?), coz je dramatické zrychleni. Pfevod navic staci provést jednou
na zacatku.

7Pfipomeiime, ze jsme v realnych &islech a tedy hvézdicka a T maji stejny vyznam.
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5.5.3.1 Prevod na Hessenbergiv tvar

K samotnému ptrevodu se opét vyuziji Householderovy reflexe, avsak aplikované tak, aby byla zachovana podob-
nost a zdroven se nenulovala prvnf subdiagonala. Proces je pfimy (neiterativni) a skldda se z n — 2 kroku. Cilem
prvniho kroku je vynulovat prvky v prvnim sloupci na pozicich 3,...,n. Toho dosdhneme Householderovou

transformaci, kterd pusobi na subvektor za¢inajici az druhym prvkem sloupce.
1. Definujeme subvektor Z(Y) = (a1, a31,...,a,1)" € R*L.
2. Pro tento vektor zkonstruujeme (n — 1)-rozmérnou Householderovu matici Q1.
3. Tuto mensi transformaci vlozime do matice Q(Y) o plném rozméru n x n:

1 07
QW = <6 @(1)> : (5.102)

4. Aplikujeme transformaci na matici A zleva. Vyslednd matice QA bude mit v prvnim sloupci nuly na

pozicich 3,...,n. Tato matice vSak jesté neni podobnd matici A.
ai 5512) &%) . a&)
_(1) (1) - _(1
asy aglg agig - agig
oWa=| o afy & ... &l (5.103)
0 ay agy ... awn

TODO: myslim, ze tady je chyba, ze d%)

Transformace by neméla pusobit na prvni fadek. Prouzky jsou zde matouci. Znamenaji, ze se hodnoty

jsou stdle puvodni hodnoty, ne ty transformované. Opravit.

jesté zmeéni pro zachovani podobnosti. Nahradit ¢arkami nebo aspon popsat.

5. Abychom zachovali podobnost, musfme transformaci aplikovat i zprava pomoci (Q))~1 = (QM)T = QM.

Vypocteme tedy:
HY = (QWA)QW. (5.104)

Diky struktufe matice Q") (jednicka a nuly v prvnim fadku a sloupci) toto ndsobeni zprava neovlivni jiz

vynulované prvky v prvnim sloupci. Vyslednd matice H(Y) je podobns matici A a mé tvar:

ail a(112) a%) N CLSL) h11 h12 a%) . agi)

&gll) aélz) a%) .. agg ha1  hag a%) - a;}
QAW =| 0 aff af a) | =0 aff o ... o) | =m® (5.105)

0 a(l)z a(lé .. a%lzl 0 a 1)2 a(lé . aﬁ}L
V druhém kroku se proces opakuje pro druhy sloupec matice H(®). Cilem je vynulovat prvky na pozicich 4, ..., n.
Householderova transformace Q(?) se tentokrét konstruuje pro subvektor (a§12>, afé), o 7(15L12))T a je o rozméru

(n—2) x (n—2). Celkové transformaén{ matice Q(?) ma pak na diagonéle dva jednotkové prvky. Opét provedeme
oboustrannou aplikaci H?) = Q@HM®Q®) a ziskdme matici s vynulovanymi prvky i ve druhém sloupci (pficemz
prvni sloupec ziistane nezménén). Tento postup opakujeme celkem n — 2 krat. Vysledna matice H = H("~2) je
v Hessenbergové tvaru a je ortogondlné podobna puvodni matici A. Cely tento pievod mé vypocetni slozitost

O(n?).

5.5.3.2 Vlastni QR iterace s Hessenbergovou matici
Samotny zefektivnény algoritmus probiha ve dvou fazich:

1. Matice A se jednordzové pievede na podobnou matici H(") v Hessenbergové tvaru.
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2. Na matici H(V se aplikuje QR algoritmus, tedy posloupnost iteraci pro k =1,2,...:

H® — gRR®)

HE+D = RO QK (5.106)

Klicové je, ze QR rozklad Hessenbergovy matice H*) lze provést velmi efektivné. K vynulovani n — 1 prvki na
subdiagonale staci pouzit n — 1 vhodné zvolenych Givensovych rotaci ch), e ,G,Sbk_)l. Matice Q(¥) je pak déna

jejich souc¢inem. Cela jedna iterace se tak sklada z:
e Rozkladu: Vypocteme R = (Q)TH®) | kde (QF)T = G;kjl e ng).
e Slozeni: Vypoéteme novy iterant H*+1) = RF)QKF) = R(¥) (ng))T . (Gglk_)l)T.

Jedna Givensova rotace mé slozitost O(n), protoze ovlivni pouze dva fadky. Celkovd slozitost jedné iterace QR

algoritmu s Hessenbergovou matici je tedy O(n?), coz je vyrazné zrychleni oproti ptivodnimu QR algoritmu.

Lemma 5.60. Je-li matice H*) v Hessenbergové tvaru, pak je matice H**1D = RF)Q(*) rovnéz v Hessenbergovée
tvaru.

Pi#iklad 5.61. Platnost lemmatu mizeme nastinit na pifkladu jedné iterace. Méjme matici H*) v Hessenber-
gové tvaru. Prvni cilem je eliminovat nenulové prvky na subdiagondle, tedy hai, hsa, ..., hy n—1. Pouzijeme k

tomu sekvenci n — 1 Givensovych rotaci.

e Nejprve eliminujeme prvek hy; pomoci rotace GV v roviné (1,2). Aplikaci zleva na H*) ziskdme matici
GPYUH®) | kterd ma na pozici (2,1) nulu.

e Dile eliminujeme prvek hsy v upravené matici pomoci rotace G2 v roviné (2, 3). Aplikaci G(32)(GEVH(*))

se vynuluje prvek na pozici (3,2), aniz by se obnovil nulovy prvek na pozici (2, 1).
e Takto postupujeme déle, az posledni rotaci G~ eliminujeme prvek Pnn—1-

Vysledkem je horni trojihelnikova matice R*®) = (G(»»=1D | GED)H®) Oznacme (Q(k))T = G- GRY,
Nyni mizeme vée slozit zpét a ziskat H*+1) = REIQX) Musime tedy napocitat matici R¥) (G T(GENT | (Gnn—HT,

Budeme postupné nasobit zprava transponovanymi rota¢nimi maticemi.

e Nésobeni matici (G®*")T ovlivni pouze prvni a druhy sloupec matice R, Vytvoii novy (obecné nenulovy)
prvek na pozici (2, 1), ale ostatn{ sloupce nechd beze zmény.

e Niasledné nasobeni matici (G(32))T ovlivni pouze druhy a tieti sloupec. Vytvori novy nenulovy prvek na
pozici (3,2). Dulezité je, Ze toto ndsobeni neovlivni prvni sloupec, tedy prvek na pozici (2,1) zustane

zachovan a nevzniknou zadné dalsi nenulové prvky pod subdiagondlou.

e Tento proces pokracuje. Kazd4 dalsi matice (G(’“”“l))T ”vygeneruje” pouze jeden nenulovy prvek na sub-
diagondle na pozici (k, k — 1).

Vysledna matice H**Y m4 tedy nenulové prvky pouze na hlavni diagonéle, nad ni a na prvn{ subdiagonéle. Je
tedy opét v Hessenbergové tvaru.

Tato klicové vlastnost zarucuje, ze pokud zaéneme s Hessenbergovou matici, viechny dals iteranty H*) si tento
tvar udrzi.

5.6 Otazky

e Trojihelnikova metoda
e LR algoritmus
e QR rozklad: Gram-Schmidt, Householderovy transformace, Givensovy rotace

e QR algoritmus: Hessenbergovy iterace
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e Na Cem zdvisi rychlost konvergence? Jak konvergenci urychlit? (zmensit pomeér lambda i lambda j)



Kapitola 6
Metody reseni nelinearnich rovnic

V této kapitole se zaméfime na hledani feseni (kofent) nelinedrni rovnice f(z) = 0, kde f je redlnd funkce jedné

realné proménné. Kofen rovnice budeme znaéit jako . Reseni se typicky sklada ze dvou kroku:

1. Separace koienii: Na rozdil od metod pro feSeni linearnich soustav, metody pro nelinedrni rovnice obecné
nekonvergujf globélné (tj. pro libovolnou poc¢dtecni aproximaci). Je proto nutné nejprve najit intervaly, z
nichz kazdy obsahuje pravé jeden kofen. Pro¢ tomu tak je? U linedrni soustavy AZ = b (s reguldrni matici
A) existuje vzdy praveé jedno Feseni. Cely ”prostor”tlohy tak sméfuje k tomuto jedinému bodu. Itera¢ni
metody pro linearni rovnice, pokud spliuji podminky konvergence, najdou toto feSeni bez ohledu na to,
kde zaéneme. Nelinedrn{ rovnice f(x) = 0 je ale mnohem komplikovanéjsi. Funkce f(z) muze byt libovolné
slozitd — muze mit vice kofenu (napi. polynom), nekoneéné mnoho kotenu (napt. f(z) = sin(z)), nebo
naopak zadny realny koten (napi. f(z) = 22 + 1). Miize mit lokdlni extrémy, body nespojitosti a dalsf
problematické oblasti. Itera¢ni metody pro hledéni kofenu funguji zpravidla tak, ze z néjakého bodu zy
se na zdkladé lokéln{ informace o funkei (typicky hodnota f(x) a jeji derivace f’(xy)) rozhodnou, kam se

posunout pro dalsi, lepsi aproximaci zj41.

e Pokud existuje vice kofenu, zalezi na pocCateéni aproximaci xg, ke kterému z nich bude metoda
konvergovat. Kazdy kofen mé svou ”spadovou oblast” (basin of attraction). Pokud za¢neme mimo

spadovou oblast hledaného kofene, najdeme jiny koren, nebo metoda nebude konvergovat vubec.

e Metoda muze snadno selhat, pokud se pocateéni bod nachdzi naptiklad v blizkosti lokélniho minima,

kde funkce neprotina osu x, nebo pokud se iterace ,zacykli“ ¢i za¢nou ,utikat“ do nekonec¢na.

Separace kotenu je tedy klicovy prvni krok, kterym tuto nejistotu odstranime. Nalezenim malého inter-
valu [a,b], kde mame zaruceno (napf. pomoci véty o separaci kofenu (6.1)), Ze se v ném nachdzi préve
jeden kofen, si vytvoiime ”bezpeénou zénu”. Nésledné muzeme aplikovat numerickou metodu s pocateéni
aproximaci zvolenou uvniti této zoény s jistotou, ze pokud metoda zkonverguje, nalezne pravé ten koten,

ktery hledame.

2. Vypocet koiene: Po nalezeni takového intervalu pouzijeme nékterou z numerickych metod k vypoctu

samotného kofene se zadanou presnosti.

6.1 Separace koreni

Pro obecnou funkci je separace kofenu netrividlni problém, ktery ¢asto vyzaduje piedbéznou znalost chovani
dané funkce. Pro nékteré specidlni piipady, jako jsou algebraické rovnice (polynomy), existuji algoritmy (napi.
Sturmovy posloupnosti), které dokézi pocet redlnych kofent v daném intervalu urcit pesné. My se vSak budeme

opirat o nésledujici fundamentalni vétu.

Véta 6.1 (O separaci kofenil). Nechf f je redlnd funkce jedné redlné proménné, které je spojitd na intervalu

103
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[a,b] a necht plati f(a)f(b) < 0. Potom rovnice f(z) = 0 md v intervalu (a,b) alespon jeden koten. Pokud navic

prvni derivace f’(z) na intervalu (a,b) nemén{ znaménko, pak je tento kofen jediny.
Diikaz. Jde o jednoduchou vétu z kurzu MAN1, na pfedndsce nedokazovéno. O

Poznamka 6.2 (Obecnd ukoncovaci kritéria). Ukoncovaci kritéria pro metody hledéni kofena nejsou tak

piimocard, jak by se mohlo zdat, a volba nevhodného kritéria muze vést k zavadéjicim vysledkum. Uvazujme
tTi nejcastéjsi kandidaty:

1. Test rozdilu iteraci: |11 — zx| < €. Tento test jsme pouzivali u linedrnich rovnic. Ac¢koliv je intuitivni,

v nelinedrnim piipadé muze jednoduse selhat. Pokud se konvergence vyrazné zpomali a metoda se k feSeni

»plazi“ velmi pomalu, muze byt rozdil mezi iteracemi nepatrny, i kdyz jsme stale daleko od skute¢ného

kofene «.

2. Test rezidua: |f(zy)| < . Toto kritérium testuje, jak blizko je funkén{ hodnota nule. Problém nastdvé,
pokud mé funkce lokalni minimum blizké 0, nikdy ale nepfesdne osu z. V takovém piipadé se metoda

muze ”zaseknout”v tomto bodé, aniz by skutecné nasla kofen.

V praxi se proto casto kombinuje vice kritérii. Spolehlivou strategii je sledovat jak absolutni hodnotu rezidua
|f(xg)|, tak i velikost kroku |xgy1 — zk|, a vypocet ukonéit, az kdyz jsou obé tyto hodnoty pod zvolenou
toleranci, a zaroven neptrekro¢ime maximalni povoleny pocet iteraci. Pro metody, které garantuji sevieni kofene

vevs

6.1.1 Metoda puleni intervalu (bisekce)

Metoda bisekce je nejjednodussi, nejrobustnéjsi, ale zédroven nejpomalejsi metodou pro vypocet kotene. Jeji
hlavni vyhodou je zaruc¢end konvergence, pokud jsou splnény piedpoklady z predchozi véty. Metoda konstruuje
posloupnost vnotenych intervalu [Ig, r], které vsechny obsahuji hledany kofen «. V kazdém kroku se interval

rozpuli a pro dalg{ iteraci se vybere ta polovina, ve které se koten nachézi.
1. Zvolime pocétecni interval [lg, o] = [a, b], pro ktery plati f(a)f(b) < 0.
2. Pro k=0,1,2,... pocitdme stied intervalu:

I + 1y
T = B .

3. Novy, zuzeny interval [lgy1, 7g+1] uréime nésledovné:
e Pokud f(lg)f(zx) < 0, kofen lezi v levé poloviné: [lg41,rk+1] = [lk, k).
e Pokud f(zy)f(rr) <0, kofen lezi v pravé poloviné: [lxr1,7k+1] = [Tk, 7]
e Pokud f(z) =0, nasli jsme presny kotfen a vypocet konci.
Poznamka 6.3 (Konvergence a odhad chyby). Protoze se délka intervalu Zy, = [l, 7] v kazdém kroku puli,

plat{ |Zx| = b;—,f. Jelikoz koren « vzdy lezi v aktudlnim intervalu a x, je jeho stfedem, muzeme chybu aproximace

v k-tém kroku snadno odhadnout: )
—a

2k

Slovy tedy fikdme, ze vzdéalenost kofene od stiedu intervalu musi byt mensi nez délka intervalu. Mohli bychom

lov — zp| < |Ti| = (6.1)

také fict, ze vzdéalenost od stfedu musi byt mensi nez polovina délky intervalu. S rostoucim k jde chyba k nule,

proto metoda vzdy konverguje.

Piiklad 6.4. Hledejme kofen polynomu f(z) = 2% + 42% — 10 v intervalu [1,2]. Plati f(1) = =5 a f(2) = 14,

takze podminky jsou splnény. Prvni ¢tyfi iterace jsou:
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L Tk fly) f(re) Ty f(zr)
1.0 2.0 -5.0 14.0 1.5 2.375
1.0 1.5 -5.0 2.375 1.25 -1.796875

1.25 1.5 | -1.796875 2.375 1.375  0.162109
1.25 1.375 | -1.796875 0.162109 | 1.3125 -0.848389

W N =3

Aproximace kofene po Ctytech iteracich je x4 = 1.3125. Pfesnéd hodnota je o = 1.3652.

Pozndmka 6.5 (Omezeni metody). Klicovym piedpokladem pro zaruceni konvergence ke kofeni je spojitost
funkce f(z) na celém intervalu [a,b]. Pokud bychom napfiklad hledali Feseni rovnice tan(z) = 0 na intervalu

[1, 3], metoda bisekce by konvergovala k hodnoté 7 /2, coz je bod nespojitosti, nikoliv kofen rovnice.

6.1.2 Obecna iteracni metoda a podminky konvergence

Metoda bisekce je sice robustni, ale jeji konvergence je pomald. Pro urychleni vypoctu je tieba vyuzit vice
informaci o funkci f, nejen znaménko jejich funkénich hodnot. Zékladem rychlejsich metod je myslenka, ze z
aktudlni aproximace zj chceme najit dalsi bod zjy; tak, abychom se co nejlépe pfiblizili skute¢nému koteni a.

Pokud je funkce f diferencovatelnd, muzeme pouzit Tayloruv rozvoj:

0= f(e) = flar) + £ () (a —zp), (6.2)
kde £ je néjaky bod mezi zp a a. Z této rovnice muzeme vyjadiit pfesnou hodnotu kofene:

~ f(aw)
PR

Problém je, ze bod ¢ a tedy ani hodnotu f’(£) nezndme. MuZeme ji ale aproximovat néjakou hodnotou g ~ /().

(6.3)

o=

Tim ziskdme obecny ptedpis pro iteraé¢ni metody:

f@x) (6.4)

Tr+1 = Tk —
gk

Kazdé volba ¢ vede na jinou numerickou metodu. Tento pfedpis muzeme zapsat ve tvaru zx+1 = @(xg), kde
© nazyvame iteracéni funkci. Zrejmé pro kofen a plati p(a) = a, jednd se tedy o pevny bod zobrazeni ¢ a je
splnéna podminka konzistence.

6.1.2.1 Podminky konvergence

Véta 6.6 (O konvergenci iteraéni metody). Necht itera¢ni funkce ¢(z) splituje p(a) = . Necht je ¢ diferenco-
vatelnd na néjakém okoli kofene V = [ —r, a + 1| a necht pro vechna z € V existuje konstanta K < 1 takova,
ze plati:

¥’ ()] < K. (6.5)

Potom posloupnost {x} generovand predpisem 11 = @(xy) konverguje k a pro libovolnou pocateéni aproxi-

maci g € V.
Diikaz. TODO ]

Poznamka 6.7. Pokud je derivace ¢'(z) spojitd v okoli kofene a, pak z piedchozi véty plyne, ze postacujici

podminkou pro konvergenci je |¢'(a)| < 1.

Definice 6.8 (Réd konvergence). Rekneme, ze iteraénf metoda dand vztahem zj,1 = @(x)) mé Fad konver-

gence m > 1, jestlize pro chybu k-té x; — « plati:
Trpi1 — o < Clzg — o™, 6.6
+

pro néjakou konstantu C' > 0. Pro m = 1 mluvime o linearni konvergenci, pro m = 2 o kvadratické atd.
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Pozndmka 6.9. R4d konvergence metody tizce souvisi s derivacemi iteraéni funkce ¢ v bodé kofene o.
Konkrétné plati, ze pokud jsou derivace ¢ na okoli a spojité az do fadu m véetné, az do fddu m — 1 v bodé
a nulové, tj. ¢'(a) = ¢"(a) = --- = p™D(a) = 0, a derivace fadu m je nenulové, (™ (a) # 0, pak m4
metoda ad konvergence pravé m. Tento vztah muzeme odvodit pomoci Taylorova rozvoje. Oznaéme chybu v

k-té iteraci jako e; = xp — a. Potom pro chybu v néasledujicim kroku plati:

ert1 = T — a = () — p(a)
Provedeme-li Tayloruv rozvoj funkce ¢(x) v okoli bodu «, dostaneme:

(m)
($k—a)2+"'+@T!(§)($k—a)m

eri1 = ¢'(a) @y —a) + £

kde £ lezi mezi xy a «. Vzhledem k predpokladu, ze prvni m — 1 derivace jsou v bodé a nulové, se cely vyraz

zjednodusi na:
™€) m_ PAE)

e = T )t =

(m)
Pokud prejdeme k absolutnim hodnotdm, ziskdme vztah |egxt1| = ’le(g) lex|™. Pro k — oo se x — a, a tedy

(m) (m)
i & = a. Ze spojitosti ("™ pak plyne, ze se koeficient ’“" m!(g)‘ blizi ke konstanté C' = ’“D (@)

m!

, COZ presné

odpovidé definici metody s fadem konvergence m.

Pozndmka 6.10 (Ukoncovaci kritérium). Pokud je f'(«) # 0, pak v okoli kofene plati, Ze chyba aproximace
|xx — | je priblizné tmérnd absolutn{ hodnoté funkece |f(xy)|. Jako praktické kritérium pro zastaveni vypoctu
se proto Casto pouzivd podminka |f(zx)| < € pro néjakou malou toleranci e. TODO: doplnit odvozeni pies

Tayloruv rozvoj.

6.1.3 Metoda regula falsi (metoda secen)

Metoda regula falsi (v anglické literatuie ¢asto nazyvand ”false position method”) je prvnf z metod zalozenych
na obecném iteraénim schématu. Hodnotu derivace f'(£) aproximuje smérnici seény vedené dvéma poslednimi
zndmymi body. Podobné jako metoda bisekce, i metoda regula falsi vychdz{ z intervalu [a,b], ve kterém lezi
kofen (tj. f(a)f(b) < 0). Princip metody je nésledujic:

1. Body (I, f(Ix)) a (&, f(rk)) prolozime piimku (se¢nu). V prvni iteraci je [lo, ro] = [a, b].

2. Dalsi aproximaci kofene xj1 ziskdme jako prusecik této secény s osou x.

3. Podle znaménka funkéni hodnoty f(xg41) zizime interval tak, aby kofen zustal uvnitf. Nové hranice

[lk+1, "k+1] se urci ndsledovné:

xp+1  pokud sgn f(zr41) = sgn f(lg),

Uy jinak

lpy1 ==

Tp1  pokud sgn f(zki1) = sgn f(ry),
Tk+1 =
Tk jinak
Timto postupem je zaruceno, Ze pro novy interval [lxy1,75+1] stéle plati podminka f(lx11)f(rrs+1) < 0.

Cely proces se opakuje, dokud neni dosazeno pozadované presnosti.

Itera¢ni vzorec pro xj41 odvodime z rovnice secny. Necht jsou ddny dva body (zy, f(zx)) a (z},, f(z})), kde @},
je druhy bod, ktery drzime pro konstrukei seény (jinymi slovy, je to ten z bodu Ii, 7, ktery nebyl v predchozim

kroku nahrazen).
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e Rovnice piimky (secny) prochézejici témito dvéma body mé tvar:

fxr) = (=)

T — ),

y() = flex) + (x — )

e Novi aproximace kofene 1 je prusec¢ikem této secny s osou x. Dosadime tedy y(zx41) = 0:

flax) = f(2)

(Ik+1 - xk)

e Vyfesenim rovnice pro 41 dostaneme itera¢ni vzorec pro metodu regula falsi:

fxr). (6.7)

Thbl = Ty~ ST

Vidime, ze se jedna o obecnou iteracni metodu xg11 = xp — %, kde aproximace derivace je ddna smérnici
fzr)=f(x})

secny: =
Y gk Fy——

Piiklad 6.11. Hledejme kofen polynomu f(z) = 23 + 422 — 10 v intervalu [1,2].

k Tk x, f(zx)
0 1.0 2.0 -5.0
1] 1.263157... | 2.0 | -1.60227...
2 | 1.337206... | 2.0 | -0.43036...
3 | 1.358533... | 2.0 | -0.08903...
4 1 1.363547... | 2.0 | -0.01515...

Metoda konverguje viditelné rychleji nez metoda bisekce, ale je patrné, ze jeden z krajnich bodu (zde bod 2.0)

zustava ”zaseknuty”.

Véta 6.12. Necht funkce f je spojité diferencovatelnd na otevieném okolf kofene o a necht f’(a) # 0. Potom
existuje takové okoli V,, ze pro libovolné dva startovaci body z tohoto okoli, které obklopuji kotfen, metoda

regula falsi konverguje. R4d konvergence je obecné linedrni (m = 1).

Dikaz. TODO O

6.1.4 Newtonova metoda (metoda tecen)

Newtonova metoda je jednou z nejznameé;jsich a nejpouzivanéjsich metod pro hledani kofentu nelinedrnich rovnic.
Oproti metodé regula falsi, kterda aproximuje funkci se¢nou, Newtonova metoda vyuzivéa tetnu ke grafu funkce.
Metoda vychazi z poc¢atecni aproximace xg. V kazdém kroku k se postupuje nasledovneé:

1. Sestrojime tecnu ke grafu funkce f(z) v bodé (zg, f(xk))-
2. Nésledujici aproximaci xx41 definujeme jako prusecik této tecny s osou x.
3. Postup opakujeme, dokud neni dosazeno pozadované presnosti.
Rovnice te¢ny v bodé xp ma tvar:
y(@) = f(zr) + (1) (@ — zx). (6.8)
Hleddme jeji prusecik s osou x, tedy polozime y(xg41) = 0:

0= f(ax) + f'(2r) (@rs1 — z1)- (6.9)

Z této rovnice vyjadiime xx11 a ziskdme tak itera¢ni vzorec Newtonovy metody.

Definice 6.13 (Newtonova metoda). Pro danou pocédteéni aproximaci xg jsou dalsi ¢leny posloupnosti gene-
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rovany predpisem:

flxr)
fan)

Thtl1 = Tk — (6.10)

Tentokrat jako aproximaci derivace volime pifmo presnou hodnotu derivace v daném bodeé, tj. qx = f'(xg).

Tteraéni funkce ma tedy tvar ¢(z) = x — ff,(&)).

Piiklad 6.14. Hledejme kofen polynomu f(x) = 23+ 42? — 10 v intervalu [1,2] s po¢atecni aproximaci x¢ = 1.
Derivace je f'(z) = 322 + 8x.

T f(xr) f'(zx)

1.0 -5.0 11.0
1.454545... | 1.540195... | 19.43816...
1.375309... | 0.167275... | 16.67691...
1.365279... | 0.000816... | 16.51419...
1.365230... ~ 1078 16.51339...

=W NN = O

Vidime, ze metoda konverguje extrémné rychle. Po pouhych 4 iteracich jsme dosahli velmi vysoké presnosti
(pFesnd hodnota je « &~ 1.365230013).

Véta 6.15. Necht funkce f je spojité diferencovatelnd na otevieném okol{ koiene o a necht f’(a) # 0. Potom
existuje takové okoli
Vo={z eR||x—a| <r} CH, (6.11)

ze pro libovolné zy € V,, Newtonova metoda konverguje. Rad konvergence je obecné linedrni (m=1).
Dukaz. TODO O

Véta 6.16. Pokud v predchozi vété budeme predpokladat, ze f je dvakrat spojité diferencovatelnd na otevieném
okoli H,, potom za stejnych predpokladi Newtonova metoda konverguje pro libovolné xg € V,, kvadraticky, tj.

m = 2.

Poznamka 6.17. Newtonova metoda tedy za standardnich podminek konverguje vyrazné rychleji nez me-
toda bisekce nebo regula falsi. Cenou za tuto rychlost je vSak nutnost zndt a pocitat derivaci f'(x) a potfeba
presnégjsiho pocdteéniho odhadu feseni xy. Okoli konvergence V, miuze byt pro Newtonovu metodu vyrazné

mensi nez u metod, které kofen trvale uzaviraji v intervalu.

Poznamka 6.18. Konvergence byla v predstavenych metodach vzdy podminéna tim, ze pocateéni aproximace
xo lezi v néjakém okoli kofene a. My ale v praxi casto nezndme piesnou velikost tohoto okoli. V praxi ¢asto
volime pocatecni aproximaci xg ndhodné a doufdme, ze se nachdzi v néjakém okoli kofene. Je dobré ale mit i
néjakou podminku, kterd zaruéi, ze pokud metoda nekonverguje, program skon¢i. Podobné jako jsme tedy diive
volili | f(zy)| < € pro rozhodnut{ o dostatecné pfesnosti, pro ukonceni béhu z divodu nekonvergence pouzivdme
napt. |f(zr)| > C.

Poznamka 6.19 (Metody vyssich fadi). Lze odvodit i metody jesté vyssich fadn konvergence (napf. Cebysevova
metoda fddu 3). V praxi se vSak piilis nepouzivaji, protoze vyzaduji vypocet jesté vyssich derivaci funkce f a
jsou jesté citliveéjsi na volbu pocateéni aproximace. Kvadratickd konvergence Newtonovy metody je pro vétsinu

praktickych tloh naprosto postacujici.

6.1.5 Globalné konvergujici metody

Jak jsme vidéli, rychlé metody jako je Newtonova casto vyzaduji velmi dobrou pocdteéni aproximaci, aby
vubec konvergovaly. Jejich typickym selhdnim je, Ze itera¢ni krok je piili§ velky, ¢imz ”piestieli” kofen a dalsi
aproximace je horsi nez ta predchozi. Tento problém fesi tzv. globdlné konvergujici metody, které se snazi délku

kroku regulovat.

Definice 6.20 (Globélné konvergujici metoda). Pod pojmem globdlné konvergujici metody budeme rozumét
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takové metody, které pro libovolnou volbu poédteéniho odhadu xg bud konverguji k feSeni, nebo algoritmicky

selzou (napf. detekei nulové derivace), ale nikdy neute¢ou do nekone¢na ani neosciluji donekoneéna.

Jednou ze zékladnich strategii pro zajisténi globalni konvergence je metoda zkracovani kroku.
1. V bodé zj, spocitame smér kroku, napifklad Newtonuv krok d = — f(xy)/ f'(xk).
2. Otestujeme, zda krok timto smérem a o této délce vede ke zlepseni, tj. zda plati |f(zx + d)| < |f(zk)|.
3. Pokud ano, pfijmeme novy bod 41 = zp + d.

4. Pokud ne, krok byl p#ilis dlouhy. Opakované ho zkracujeme (napf. pulime d := d/2) a testujeme znovu,

dokud podminka zlepSeni neni splnéna.

Timto postupem je zaruceno, ze se v kazdé iteraci pfiblizime k feseni (alesponi z hlediska zmengeni hodnoty
|f(z)]). Zmensovéani d ale muze naopak zpusobit, ze metoda bude velmi pomald, zvlasté pokud je pocdtecni

odhad z¢ daleko od skutec¢ného feSeni .

6.2 ResSeni soustav nelinearnich rovnic

Zobecnéme nyni nase metody pro piipad soustavy n nelinearnich rovnic o n neznamych. Hledame feseni @ € R™
soustavy:
filzy,...;zn) =0
folzr,...;2n) =0 . .
coz lze zapsat vektorové jako f(&) = 0. (6.12)
fo(z1,...;2n) =0

Separace kotfenu je v tomto piipadé jeSté vyrazné obtizngjsi nez v jedné dimenzi. V dal$im textu budeme

predpokladat, ze méme k dispozici dostateéné dobrou po¢ateéni aproximaci Z(?).

6.2.1 Newtonova metoda pro soustavy

Newtonovu metodu pro jednu rovnici zx41 = xp — [f'(21)] 1 f(2x) miZeme pifmo zobecnit pro soustavy. Roli

derivace prebira Jacobiho matice a roli déleni nasobeni inverzni matici.

—

Definice 6.21 (Jacobiho matice). Jacobiho matice zobrazeni f(Z) je matice prvnich parcidlnich derivaci:

(@ = . (6.19)

Definice 6.22 (Newtonova metoda pro soustavy). Pro danou pocateéni aproximaci #© jsou dalsf ¢leny po-

sloupnosti generovany predpisem:

plkt1) — z(k) _ [Jf(f(k))]*l F(zR). (6.14)

Pozndmka 6.23 (Praktickd implementace). Vypocet inverzni matice v kazdém kroku je vypocetné naro¢ny.

Proto se predchozi rovnice prepisuje do tvaru, ktery misto inverze vyzaduje feseni soustavy linedrnich rovnic:

—

JAEW) @D — 58 = —f(@ k). (6.15)

Oznacime-li si pifristek AzZ*) = kD — #*) mnizeme jednu iteraci Newtonovy metody rozdélit do dvou krokii:
1. Vyftes linedrni soustavu: Jf(f(’“))Af(k) = — f(#®) pro neznémy vektor AZ*).
2. Aktualizuj FeSeni: -+ = 7(k) 4 Az(F),

Vyhodou je, ze pro feSeni linearni soustavy muzeme pouzit efektivni iteratni metody a nemusime ji teSit s
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maximalni pfesnosti, zvlasté v pocatecnich fazich vypoctu.

Lemma 6.24. Necht funkce f € C'(H), kde H je konvexn{ oblast. Potom pro kazdé i, 7 € H existuje € € H
takové, ze

F(@) - £(5) = V(@) - (i — ). (6.16)

Dikaz. TODO O

Véta 6.25 (Konvergence Newtonovy metody pro soustavy). Nechf pro kofen @ soustavy f(#) = 0 existuje
oteviené okoli Hz takové, ze :
e zobrazeni f je na Hgz spojité diferencovatelné,

e Jacobiho matice v bodé korene J (@) je reguldrni.

Pak existuje takové okoli

Va={ZeR"|||Z-3a|| <r} C Hg, (6.17)
7e pro libovolnou pocateéni aproximaci () € Vz Newtonova metoda konverguje, a to s fadem konvergence
m=1.

Dikaz. TODO O

Véta 6.26. Pokud predpoklady véty vySe zprisnime tak, ze pozadujeme aby f byla na Hg dvakrat spojité dife-
rencovatelnd, potom Newtonova metoda konverguje pro libovolnou poéateéni aproximaci #(9) e Vy kvadraticky,

tj. s faddem konvergence m = 2.
Duikaz. Nepredndsi se. O

Poznamka 6.27. I na Newtonovou metodu pro soustavy nelinearnich rovnic lze metodu zkracovani kroku.

6.3 Otazky

e metoda bisekel

e metoda regula falsi

e Newtonova metoda

e jak se pfi praktickych vypoctech lis{ podminky konvergence (okoli u bisekei vs regula falsi)
e jaké jsou vyhody a nevyhody metod vyssich fadu

e globélné konvergujici metody

e Newtonova metoda pro systémy nelinedrnich rovnic, jak se da efektivné vyhnout napocitavani inverzni

matice



Kapitola 7
Numericka interpolace funkci

V numerické matematice casto pracujeme s funkcemi, které nelze vyjadrit analyticky, nebo zname jejich hodnoty
pouze v nékolika diskrétnich bodech, napiiklad z experimentdlnitho méfeni. V takovych piipadech je nutné funkci
aproximovat jinou, jednodussi funkci. Pro svou jednoduchost, snadné derivovani a integrovani se nejcastéji voli

polynomiélni aproximace.

7.1 Interpola¢ni polynom

Jednou z moznosti, jak aproximovat funkci, je Tayloruv polynom. Ten vSak vyzaduje znalost derivaci funkce v
jednom bodé, coz je v pripadé experimentalnich dat jen ziidka mozné. My se naopak zaméfime na konstrukci

polynomu, ktery prochaz{ nékolika zadanymi body (uzly) s danymi funkénimi hodnotami.

Poznamka 7.1 (Matematickd formulace problému). Méjme funkci f : R — R, jejiz hodnoty zndme v n + 1

cv s

vzdjemné ruznych bodech zg, 21, ..., z,. Hleddme polynom L, (z) co nejnizsiho stupné tak, aby platilo:
Ly(x;) = f(x;)) proi=0,...,n. (7.1)

Za vhodnych podminek muzeme doufat, ze L, (z) bude dobrou aproximaci funkce f(z) i v ostatnich bodech.

Této tloze fikdme interpolace.

7.1.1 Obecna konstrukce a existence

Hleddme-li polynom ve tvaru L, (z) = Z?:o a;x*, pak n + 1 interpolaénich podminek vede na soustavu n + 1

linearnich rovnic pro neznamé koeficienty ag, . .., an:
1 xo 23 ... 22\ [ao f(xo)
1z 22 ... 2| | flz1)
= . . (7.2)
1z, 33% Ty, an f(xn)

Tuto soustavu muzeme zapsat jako Va = f

Definice 7.2 (Vandermondova matice). Matice V z pfedchozi soustavy se nazyvd Vandermondova matice.

Véta 7.3. Jsou-li body zq,...,x, € R navzijem ruzné, pak je piislusnd Vandermondova matice V reguldrni.
Dikaz. TODO O
Véta 7.4 (O existenci a jednozna¢nosti interpolaéniho polynomu). Necht jsou dény body zo,...,z, € Dy,

které jsou navzdjem ruzné. Pak existuje pravé jeden polynom P(x) stupné nejvyse n, ktery spliiuje interpola¢n{

111
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podminky P(z;) = f(x;) pro véechna i =0,...,n.

Dukaz. Dukaz plyne z regularity Vandermondovy matice, kterd zarucuje jednoznaéné reseni soustavy pro koe-
ficienty a;. O

Poznamka 7.5. Interpolace polynomem stupné nizstho nez n obecné neni moznd, protoze bychom dostali
preurcenou soustavu linearnich rovnic, kterd obecné nema feseni. Naopak interpolace polynomem stupné vyssiho

nez n neni jednozna¢nd, protoze soustava pro koeficienty by byla nedourcens a méla by nekoneéné mnoho feseni.

Poznamka 7.6. Piimé feSeni soustavy s Vandermondovou matici se v praxi nepouziva, protoze tato matice
byvé ¢asto Spatné podminénd, coz vede k numerické nestabilité. Proto se pro konstrukei téhoz (jednoznacéné

uréeného) polynomu pouzivaji jiné, numericky stabilngjsi tvary.

7.1.2 Lagrangetuv tvar interpolacniho polynomu
Lagrangeuv tvar je zalozen na konstrukci specialnich bazovych polynomu.

Definice 7.7 (Lagrangeovy bazové polynomy). Pro i = 0,...,n definujeme Lagrangeovy bézové polynomy

l;(x) stupné n vztahem:
n

r— X
j=04#i 7"

Tyto polynomy maji klicovou vlastnost ;(x;) = d;; (pro ¢ = j je hodnota 1, pro i # j je 0).

Definice 7.8 (Lagrangeuv tvar polynomu). Lagrangeuv interpola¢ni polynom je pak definovén jako linedrn{
kombinace téchto bazovych polynomu:

Ln(z) =Y flai)li(x). (7.4)
=0

Diky vlastnosti bazovych polynomu je ziejmé, ze L, (z;) = f(x;).

Piiklad 7.9. Naleznéme Lagrangeuv interpolaéni polynom pro body (—1,1),(0,0),(1,1). Mdme tedy n = 2,

zo = —1,21 = 0,22 = 1. Bézové polynomy jsou:
(= 0)(z—1)
@) = ooy ~2°@ Y
IR ) N
@ ()0 1
= e ety

Vysledny polynom je:
1 1 )
Lo(x)=1-lp(x) +0-l1(x) + 1 la(z) = 51’(1‘ —1)+ ix(x—i— 1) =z°.

Pozndamka 7.10 (Slozitost vypoctu). Lagrangeuv tvar polynomu je elegantni, ale pro prakticky vypocet nepiilis
vhodny. Pro vyé¢isleni hodnoty polynomu v novém bodé z je nutné znovu vypocitat vsech n 4+ 1 bazovych
polynomiti (protoze jsou zavislé na z), pricemz kazdy vyzaduje n ndsobeni. Dohromady mame slozitost O(n?).

Efektivnéjsi zpusob konstrukce i vyéisleni nabizi Newtonova formule.

7.1.3 Newtonova formule

Newtonuv tvar interpola¢niho polynomu predstavuje efektivnéjsi zpusob jeho konstrukce a vyhodnocovéni.

Je zalozen na rekurzivni myslence, kdy polynom vyssiho stupné vznikd tpravou polynomu nizSiho stupné.
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Piedpokladejme, ze zndme interpola¢ni polynom Lj_1(x) stupné nejvyse k — 1, ktery prochazi body
(20, f(20))s -+ s (Th—1, f(Th-1))- (7.5)
Polynom Lg(z) pro k + 1 bodu muzeme sestrojit tak, ze k Li_1(x) pficteme korekéni ¢len:
Li(z) = Li—1(x) + ex(x —zo)(x — 1) ... (x — Tf—1). (7.6)

Tento novy polynom stale spravné interpoluje prvnich k bodu, protoze pfidany ¢len je v bodech xg, ..., zr_1
nulovy. Nezndmy koeficient ¢; uréime z posledni interpolaéni podminky Ly (zx) = f(zk):

f(xk) = Lk71(l’k) + Ck(l‘k; — Io)(xk — .’L’l) L. (-Tk — :L‘kfl). (7.7)
Odtud muzeme ¢ piimo vyjadfit:

_ f(xk) - Lk_1(l‘k)
* (xr — xo) (@ — 21) ... (T — T—1) (7.8)

Opakovanym rozvojem této rekurze ziskame finalni tvar polynomu.

Definice 7.11 (Newtonuv tvar polynomu). Newtonuv tvar interpola¢niho polynomu stupné n je dén vztahem:
Ly(x)=co+cr(x —xo) + oz —xo)(x—x1)+ - +en(x—20) ... (T — XTp—1),s (7.9)

coz lze zapsat jako

|
—

i

L,(z) = Z ¢ | | (x— ;). (7.10)

n
i=0  j=0

Podivejme se podrobnéji, jaky vyznam mé pfidany ¢len cx(x — zg)...(x — zk—1).

e Polynom stupné nejvyse 0, ktery interpoluje prvni bod (zg, f(xg)), je zjevné konstanta:

Lo(x) = f(o).
Pro koeficient ¢q tedy plati cg = f(xg).
e Nyni hledejme polynom L;(z) stupné nejvyse 1, ktery navic prochdzi bodem (x1, f(x1)). Sestrojime ho
pri¢tenim linedrni korekce k Lo(x), kterd nezmén{ hodnotu v bodé zo:
Li(z) = Lo(x) 4+ c1(x — 29) = co + ¢1(z — o).

Nezndmy koeficient ¢; uréime z interpolaéni podminky Lq(x1) = f(x1):

f(xl) =co+ 61(1‘1 — 3;‘0)
f(@1) = f(z0) + c1(z1 — 20)
_ f(@1) = f(=o)

Tr1 — o ’

Vidime, ze koeficient ¢; je smérnice seény prochdzejici body (zg, f(z0)) a (21, f(x1)). Pfidany ¢len ¢;(x —xo) je
tedy korekéni ¢len, jehoz dkolem je ,napravit“ hodnotu konstantniho polynomu Lg(z) tak, aby v bodé z; byla

splnéna interpolaéni podminka. V ostatnich bodech hodnotu polynomu nezméni, nebot je tam nulovy.

7.1.3.1 Pomérné diference

Piimy vypocet koeficientu ¢i z rekurzivniho vztahu by byl zdlouhavy. Ukazuje se vsak, ze je muzeme efektivné

uré¢it, pokud z podminek L, (z;) = f(x;) pro ¢ = 0,...,n sestavime soustavu linedrnich rovnic. Tuto soustavu
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lze zapsat v maticovém tvaru B¢ = f Matice B je ptritom definovdna vztahy:

j_é(xi —x) proj <i,

Bij=¢ " (7.11)
0 pro j >1
Cela soustava mé tedy nasledujici podobu:
1 0 0 e 0 co f(@o)
1 1 — Xo 0 0 C1 f((El)
1 mp—xo (22— x0)(w2 — 1) - 0 e | = | f(z2) (7.12)
1 2y —20 (2n—20)(@n—21) - [lhco(@n—zx)) \cn f(z)

7 tvaru matice B je ziejmé, Ze se jedna o dolni trojuhelnikovou matici. Tuto soustavu lze tedy snadno Fesit

dopfednou substituci. Z této struktury piimo vyplyva, ze:
e koeficient ¢y zavisi pouze na hodnoté f(xg),
e koeficient ¢ zdvis{ pouze na hodnotdch f(zg) a f(z1),
e obecné koeficient ¢ zavisi pouze na hodnotach funkce v bodech =z, ..., zg.

Diky této vlastnosti muzeme pro koeficienty zavést specidlni znaceni ¢, = flxo,..., 2], které nazyvime

pomérnou diferenci. Newtonav polynom pak muzeme psét jako:

n—1
L, (x) = flzo] + flxo, x1)(x — zo) + - - + flzo, ..., Tn] H(:I: — xj). (7.13)
3=0
Definice 7.12 (Pomérnd diference). Vyraz f[z;,...,x;r] nazyvdme pomérnou diferenci (divided diffe-

rence) k-tého fddu. Pomérnou diferenci nultého fadu definujeme jako funkéni hodnotu:
flai] = f(i). (7.14)

Véta 7.13. Pro koeficienty v Newtonové formuli (pomérné diference) plati nasledujici rekurzivni vztah:

f[:ria o 7xi+k] _ f[xi+1u cee 7xi+k] - f[xm cee 7mi+k71} . (715)
Ti+k — T4

Dikaz. TODO O

Pomérné diference vyssich fddu se poéitaji rekurzivné z diferenci nizsich radu. se tedy na zdkladé predchozi véty

pocitaji rekurzivné z diferenci nizsich radu.

flzo, 1] = flz1] = flo]
T1 — Zo
flz1, zo] = M
To — I
flzo, 1, x2) = flzy, mo] — flwo, 71]
T2 — X0
flz1, 2, 23] = flae, x3] — flxy, z2]
r3 — I

Tento rekurzivni vypocet Ize prehledné usporadat do tabulky pomérnych diferenci. V prvnim sloupci jsou uzlové

body z;, ve druhém funkéni hodnoty (diference 0. fadu). Kazdy dalsi prvek v tabulce se vypocita jako podil
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rozdilu dvou sousednich prvku z pfedchoziho sloupce a rozdilu odpovidajicich krajnich uzlovych bodu.

Zo flzo]
f[xOv .7;1]
x| flad] flzo, x1, 2]
f[xh $2]
T2 flzo] flz1, 22, 23]
f[va J33]
3 flzs]
flzo, -, xn)
Tn—1 f[xnfl}
f[xnfla (En
Koeficienty ¢ = f[xo,...,2x] hledaného Newtonova interpola¢niho polynomu jsou pak pifmo prvky na horn{
diagondle této tabulky, tedy flxo], flxo,z1], flxo, z1,22], ..., flzo, ..., Zn].
Priklad 7.14. Naleznéme znovu interpola¢ni polynom pro body (—1,1),(0,0), (1,1) pomoci Newtonovy for-
T fles]  flesxia]  fles Tipr, Tigo]
o = —1 1
0—1 -1
mule. Sestavime tabulku pomérnych diferenci: 0=(=1) 1 (—1) Koeficienty
T = 0 0 —(—D) =1
1-0 _
=1
T = 1 1
pro Newtonuv polynom jsou hodnoty na horni diagonéle: ¢ = 1,¢; = —1,¢ = 1. Dosadime je do Newtonovy

formule:

La(x) = ¢co + c1(x — o) + ca(x — x0) (2 — 21)
=1+ (=D~ (=1) + 1z - (=1)(z - 0)
=1l-(@z+)+@+)z=1-2z—-1+22+2 =2

Dostali jsme stejny polynom jako pii pouziti Lagrangeova tvaru.

Pozndmka 7.15 (Slozitost vyhodnocen{). Pfi naivnim vyhodnocovén{ Newtonova polynomu by se pro kazdy
¢len zv1ast poéital souéin (z — xg) ... (z — zx_1), coz by vedlo ke slozitosti O(n?). Tuto slozitost 1ze ale snadno
snizit na O(n) vyuzitim faktu, Ze soucin pro (k + 1)-ni ¢len obsahuje cely sou¢in pro k-ty ¢len. Pii vypoctu
hodnoty polynomu L, (z) si zavedeme pomocnou proménnou t, ve které budeme iterativné drzet hodnotu

souc¢inu.
1. Inicializujeme vysledek y = ¢y a pomocnou proménnou ¢t = 1.
2. Pro k=1,...,n postupné provadime:
e Aktualizujeme souéin: t :=t- (x — Tj—1).
e Pricteme dalsi ¢len k vysledku: y :=y + ¢ - t.

Kazdy krok cyklu vyzaduje pouze konstantni pocet operaci (jedno ndsobeni, jedno odéitédni, jedno ndsobeni a

jedno séiténi). Jelikoz cyklus probéhne n-krat, je celkova slozitost vyhodnoceni polynomu linedrni, tedy O(n).
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7.2 Analyza interpola¢niho polynomu

7.2.1 Chyba aproximace

Klicovou otazkou je, jak dobfe interpola¢éni polynom L, (x) aproximuje puvodni funkci f(z) v bodech, které
nebyly pouzity pro interpolaci. Kdyz se totiz podiviame na urcovani interpolacniho polynomu prochézejiciho
body (—1,1),(0,0),(1,1) v pfedchozich piikladech, vidime, Ze a¢ jsme dostali jednozna¢né uréeny polynom
Lo(x) = 22, funkef prochédzejici témito body je obecné nekoneéné mnoho (viz obrézek). Abychom tedy mohli

mluvit o interpolaci, je potieba o funkci predpokladat néco vic. Nasledujici véta ndam tika, ze pokud je samotna

\ | ) L, ()= x*

Obrazek 7.1: existence nekoneéné mnoha funkci prochazejicich tfemi danymi body

funkce blizka polynomu, pak je interpola¢ni polynom dobréd aproximace.

Véta 7.16 (O chybé interpola¢niho polynomu). Necht f je funkce, kterd mé na intervalu I, obsahujicim body
T, %0, ..., T, spojitou derivaci fddu n + 1. Nechf L, (z) je interpolaéni polynom piislusny k funkci f a bodiim
Zo, .- . ,Zn. Pak pro chybu interpolace R, (x) = f(z) — L,(x) existuje bod £ € I, takovy, ze plati:

(nt1)
Ro(x) = mwn(ag), (7.16)

kde wy(z) =[]} o (@ — ;).
Diikaz. TODO O

Poznamka 7.17. Je dulezité si vSimnout, Ze zatimco pro samotnou konstrukei interpolaéniho polynomu (napi.
v Lagrangeové nebo Newtonové tvaru) nepotiebujeme znét zadné derivace funkce f, pro analyzu jeho chyby
a pro ospravedlnéni, pro¢ by mél byt dobrou aproximaci, je existence (n + 1)-ni derivace klicovd. Pokud tato

derivace neexistuje nebo neni omezend, nelze zarucit, ze se chyba R, (x) bude s rostoucim n zmensovat.

Poznamka 7.18. Dalsim dulezitym pozorovanim je, ze chyba neni jen odhadem, ale ptimo je nabyvana rovnost.
Nabizela by se otdzka, zda muzeme interpola¢ni polynom o tuto chybu zlepsit. Problém je v tom, Ze chyba je

vyjadiena v bodé £ € I, a my nevime, kde tento bod lezi.

Pozndmka 7.19. Vsimnéme si také, Ze ¢len w, (z) ndm iika, ze chyba interpolace je nulovéa v uzlovych bodech

Zo, ..., Zn. To je logické, protoze v téchto bodech interpolaéni polynom pfesné odpovidé funkéni hodnoté f(x;).
Chybu interpolace lze vyjadiit také pomoci pomérnych diferenci.

Véta 7.20. Za stejnych predpokladu jako v predchozi vété plati pro chybu interpolace alternativni vztah:
R, (z) = flxo,x1,. .., &y, 2] - wp(z). (7.17)
Diikaz. TODO O

Poznamka 7.21 (Srovndni s Taylorovym polynomem). Porovndnim obou tvaru chyby dostdvame dulezity

vztah mezi pomérnou diferenci a derivaci:

A (3

flrosx1,. .., xp, ] = IR (7.18)
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Vzpomeneme-li si ddle na jeden z moznych tvaru zapisu Lagrangeova polynomu:

L, (z) = flzo] + flzo, z1](x — z0) + -+ - + flxo,- H T — ;). (7.19)

pokud do néj dosadime, dostavame:

(%)
=0 ’ 7

~;:1|

(33 —xj), (7.20)

0

kde &; € [zo,x;] (TODO: pro¢). Z tohoto vztahu je vidét hlubokd podobnost mezi Newtonovym tvarem inter-
pola¢niho polynomu a Taylorovym polynomem,

m ) (g ,
T, (x) = Zf_i(o)(x—xo)l. (7.21)

7!
i=0

Zatimco Tayloriv polynom pouzivé derivace vycislené v jediném bodé xg, Newtonuv polynom je pouziva ve
smyslu pomérnych diferenci, které odpovidaji derivacim v ruznych, predem neznamych bodech &;. To stejné
plati i pro celou chybu R, (x), kterd pfipomind Lagrangetuv tvar zbytku Taylorova polynomu. V ném ale mame

v souéinu (z — xo)", v nasem piipadé je to wy,(z) = [ (z — z;).

7.2.2 Ré4d aproximace

Definice 7.22 (R4d aproximace). Rekneme, 7e funkce g(x) aproximuje funkci f(z) na okolf bodu o s pfesnosti
fadu r, pravé kdyz plati
i @) —g(@)] _ c, (7.22)

=z |T — xo|"
kde C' je kladna nenulova konstanta.

Poznamka 7.23. Aplikujeme-li tuto definici na chybu Lagrangeovy interpolace! v jednom z uzlovych bodi,

napiiklad xg, dostavame:

R (n+1) n (n—i—l) n
lim | ()|—lim =) Hm—xZ ! n+1m0 Ll;[lxo—gcz =C.

z—zo | — 29| 2o (n + 1 Pl

To znamend, Ze v okoli? interpola¢nich bodii je Lagrangetv polynom aproximaci prvntho fddu (r = 1), a to
nezavisle na po¢tu bodu n. ZvySovani poctu bodu tedy nezaruc¢uje lepsi aproximaci ”vsude”. ZvySovani n m4
smysl pouze tehdy, pokud je hodnota (n + 1)-ni derivace na celém intervalu velmi mal4®, tj. pokud se funkce
f(x) chova "podobné jako polynom*”. V opaéném pifpadé miize zvysovani stupné polynomu vést ke zhorsen{

aproximace a k oscilacim, coz je jev znamy jako Rungtv fenomén.

7.2.3 Runguv jev

Z analyzy chyby interpola¢niho polynomu by se mohlo zdat, ze pro lepsi aproximaci staci jednoduse zvysit pocet
interpolaénich uzli n. To by vedlo k vyssf mocniné v clenu w,, (), ale také k vyssimu fadu derivace f(+1(€), jejiz
velikost muze rust. Ukazuje se, ze zvySovani stupné polynomu muze presnost aproximace naopak dramaticky

zhorsit.

Poznamka 7.24 (Runguv jev). Runguv jev popisuje situaci, kdy pfi interpolaci funkce na intervalu s ekvi-

distantné rozmisténymi uzly dochézi s rostoucim stupném polynomu n k vyraznym oscilacim pobliz kraju inter-

1Diilezité je zde vzpomenout si, 7ze & € I, a tedy ¢ zavisi pti aplikaci limity na hodnoté .

2a jen na ném, jinde o vztahu funkce a polynomu nic nevime

3Kdyz se vratime ke znéni véty o chybé interpolaéniho polynomu, to ze hodnota n 4 1-nf derivace bude velmi mald ndm pomiize
mitigovat oscilaci, které vytvari zvyseni stupné wy,.

4Polynom mé totiz od uréitého n vyse nulové viechny derivace.
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valu. Tyto oscilace jsou zpusobeny rychlym rustem hodnoty polynomu w,,(x) mimo sted intervalu. Dusledkem

je, ze chyba aproximace |f(x) — L, (x)| v téchto oblastech neroste k nule, ale naopak se muze zvétSovat.

Priklad 7.25. Klasickym piikladem je interpolace tzv. Rungovy funkce f(x) = mﬁ na intervalu [—1,1] s
ekvidistantné rozlozenymi uzly z; = % — 1 pro ¢ € n. Lze ukazat, ze v tomto piipadé plati:

Nasledujici obrazek ilustruje tento jev. Zatimco polynom 5. stupné (modfe) funkci aproximuje rozumné, polynom

9. stupné (zelené) jiz na krajich intervalu silné osciluje a od ptuvodni funkce (Gervené) se vyrazné odchyluje.

Obrazek 7.2: Runguv jev pii interpolaci Rungovy funkce

7.3 Interpolace po c¢astech

Dostavame se do sporné situace: Lagrangetv polynom je obecné dobrou aproximaci pouze v okoli zadanych uzl,
ale priddnim dalsich uzli se kvili Rungovu jevu muze celkové chyba na intervalu naopak zvysit. Resenfm tohoto
problému je interpolace po &astech. Princip spociva v tom, ze puvodn{ interval [xg, x,] rozdélime na nékolik
mensich podintervali. Na kazdém z téchto podintervalu pak sestrojime interpola¢ni polynom nizkého stupné
(napt. linedrni nebo kubicky) s vyuzitim pouze uzlu, které lezi v daném podintervalu. Vyslednd aproximace je
pak "slepena’z téchto polynomidlnich kousku. Pokud krajni body podintervalu tvoii zadané uzly, je vyslednd

funkce spojita. Obecné vSak neni v mistech napojeni diferencovatelnd.

7.3.1 Hermitova-Birkhoffova interpolace*

Chceme-li dosdhnout hladstho navazani jednotlivych interpolaénich polynomu (tj. shody nejen ve funkénich

hodnotéch, ale i v derivacich), musime pouzit obecnéjsi typ interpolace.

Definice 7.26 (Hermitova-Birkhoffova interpolace). Méjme funkci f, pro kterou v zadanych uzlech xy, ..., z,

zndme nejen funkéni hodnoty, ale i hodnoty jejich derivaci az do fddu m;. Hleddme polynom Hy_1(x) stupné
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nejvyse N — 1, kde N = Y7  (m; + 1) je celkovy poéet zadanych podminek, takovy, ze plati:
H](\f)_l(xz) = f®(z;) proi=0,....nak=0,...,m. (7.23)

Lze ukazat, ze takovy polynom existuje a je jednoznacné urcen.

Véta 7.27 (O chybé Hermitovy interpolace). Necht funkce f m4 na intervalu I, obsahujicim body z, zo, . ..,z
spojitou derivaci fadu N. Pak pro chybu Hermitovy interpolace plati:

(V) "
f(x) —Hy_1(z) = le(f) H(:z: — )™t (7.24)
=0

kde ¢ € I,

7.4 Interpolace ve vyssich dimenzich

Poznamka 7.28 (Interpolace v R?). Myslenku Lagrangeovy interpolace lze rozsffit i do vyssich dimenzi.
Napfiklad pro funkeci dvou proménnych f(z,y) a data zadana na pravouhlé siti bodu (x;, y;) muzeme zkonstru-

ovat 1D Lagrangeovy bazové polynomy pro kazdou soufadnici zv1ast:

n

12(z) = H LTZ Tk

k=0 ki T8 Tk
T Y-y
— Yk
[ (y) = —
k=0.k#j Yji — Yk

Interpolacni polynom je pak dén tenzorovym soucinem téchto bazi:

Lnm(@,y) = 323 Flaa y)E @)1 (). (7.25)

i=0 j=0

7.4.1 Otazky

e Lagrangeuv polynom: konstrukce, existence, jednozna¢nost
e Newtonova formule

e chyba aproximace: pokud sestrojim polynom, Ls(x) k funkci f, ktera neni diferencovatelnd, co lze fict o
tom, jak polynom L4(x) bude aproximovat funkeci f7 (nic)

e jak’t je fad aproximace funkce f Lagrangeovym polynomem
e podle ¢eho volit stupent Lagrangeova polynomu
e interpolace funkce po ¢astech a navazovéani Lagrangeovych polynomu

e interpolace s vys$sim fadem presnosti: jen existence a obecny princip
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Kapitola 8

Numericky vypocet derivace

V této kapitole se budeme zabyvat tilohou numerického vypoctu derivace funkce. Casto se stévé, ze funkei,
kterou chceme derivovat, nezndme analyticky, ale méame k dispozici pouze jeji hodnoty v nékolika diskrétnich
bodech (uzlech). Cilem je z téchto dat aproximovat hodnotu derivace v nékterém z téchto bodu, pripadné i

jinde. Numericky vypocet derivace je klicovou soucasti mnoha jinych numerickych metod, naptiklad:
e v Newtonové metodé pro feSeni nelinearnich rovnic,

e pii numerickém feSeni obycejnych i parcidlnich diferencidlnich rovnic.

8.1 Vypocet derivace pomoci interpolacniho polynomu

Zakladni myslenka numerické derivace je jednoduchd: pokud umime funkci f(x) dobfe aproximovat inter-
polaénim polynomem L, (z), muzeme derivaci funkce aproximovat derivaci tohoto polynomu. Ze vztahu pro
chybu interpolace

f(@) = Ln(x) + Rn(x)

pfimo plyne derivovanim:
FP(x) = LP (2) + RP (x). (8.1)
Uloha se tedy rozpada na dva kroky: najit derivaci interpola¢niho polynomu L;k)(z) a odhadnout chybu, tedy

derivaci chybového ¢lenu R%k)(x).

8.1.1 Derivace interpola¢niho polynomu

Lemma 8.1. Pro derivaci bazického Lagrangeova polynomu ,(x) plati:

TEEDS

1=0,i7#j

n

H X Tk (8.2)

i Tk

i — X; X
J ! k=0,k#j

Diikaz. TODO O
Poznamka 8.2. S vyuzitim piedchoziho lemmatu muzeme prvni derivaci Lagrangeova polynomu zapsat jako

Ly (x) = >0 f(2;)l(x). Odvozeni obecnych vzorci pro vyssi derivace je viak timto zptisobem technicky velmi

pracné.

8.1.2 Chyba numerické derivace

Pro odvozeni chyby derivace budeme potiebovat Leibnizovo pravidlo pro derivaci sou¢inu.

121
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Lemma 8.3 (Leibnizovo pravidlo). Pro funkce f, g, které jsou n-krat diferencovatelné, plati:

(f-9tm=>" <Z>f(’“)g(”‘k). (8.3)

k=0

Dikaz. TODO O

Véta 8.4 (O chybé numerické derivace). Necht funkce f m4 na intervalu I, obsahujicim body x,xq,...,z,
spojitou derivaci fadu k + n + 1. Pak pro chybu k-té derivace plati:

k ,
1 k (k—i) .
(k) S — Rk - - (n+1) (4)
P~ 10w = RO = gy 3 () (10 en) el (5.4
Diikaz. Tvrzeni plyne aplikaci Leibnizova pravidla na vztah pro chybu interpolace R, (z) = ! ((nt:i)(,g)wn (2), kde
oznacime
F(z) = [V (E(2), G(z) = wa(@). (8.5)
Poté
1 () LS (B plsi gt
RW(z) = F-G = FE=D ()G 8.6
0 = GO = i 2 () e, (5.5
coz odpovidd tvrzeni véty. O

Poznamka 8.5. Z predchozi véty je ziejmé, Ze chyba derivace interpolacniho polynomu zavisi na derivacich
¢lenu wy, (). Nésledujic lemma ukaze, Ze obecné w), (x;) # 0 pro uzlové body z;. Z toho plyne, ze ani v uzlovych
bodech, kde je chyba samotné interpolace nulovd (R, (x;) = 0), neni chyba derivace nulovd. Duvodem je, Ze
derivace v bodé zavisi na chovani funkce v nekonec¢né malém okoli tohoto bodu, zatimco interpola¢ni polynom

je konstruovan z bodu s koneénymi rozestupy.

Lemma 8.6. Plati:

n n n n
w@)=>" > > I[I G@-= (8.7)
i1=0 i2=0 in=0 i=0
12711 T FL ey Ik F IR —1 JFL -, Pk
Dikaz. TODO O]

Piiklad 8.7. Pro obecné n a k se vyraz Spatné predstavuje. Podivejme se na
wi(z) = (z — zo)(z — 1) = 2° — (T0 + 1)T + Toz1. (8.8)

Potom
/

wi(z) =2z — (xo+ 1) = (& — 1) + (z — o) (8.9)
Z toho je vidét, ze opravdu nelze navolit z tak, aby pro wj(x) platilo w/(z) = 0. (Uzly jsou ruzné, tj. o # x1.)

Kdyz tedy derivace v bodé zavisi na chovani funkce v nekoneéné malém okoli tohoto bodu, intuitivné by
se nabizelo pokusit se napocitat ji pfesné tim, ze budeme zmensovat rozestupy mezi uzly. Chceme-li tedy
aproximovat derivaci v bodé g, zvolme si symetrickou sadu uzli kolem tohoto bodu s konstantnim rozestupem
(krokem) h > 0. Body tedy budou mit tvar:

x; =x9+1ih proi=—mq,...,ma,

kde m1, mo jsou nezapornd celd ¢isla. Celkovy pocet bodu je n+1, kde n = my +ms. Pro tyto body pak muzeme
zkonstruovat interpola¢ni polynom L, (z). Pro zjednoduseni analyzy chovdni pro h — 0 zavedeme substituci

x = x + th. Derivace v bodé xy pak odpovida derivaci v bodé t = 0. Touto transformaci se polynom L, (x)
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prevede na polynom L, (t), ktery je funkei proménné ¢ a mé tvar:

Lo(t) = Y flz)li(t), (8.10)

i:—m1

kde
rroat) - T wotth-wo—jh _ TT t—j
L) = L(x(t) = DA T = ) 8.11
j=—ma Jj=—m1 J=Tm
ki g g7

ma
1=—m1

Déle se polynom wy,(z) =[] (x — z;) prevede na tvar, kde je zjevna jeho zdvislost na kroku h:

mao mao ma2
wo(t) =wa(z(t) = [ (@o+th—(xo+ih)= [ nt—i)=n""" ] t—4). (8.12)
i=—m i=—mq 1=—m1
Dosazenim do odvozeného vztahu pro k-tou derivaci w,:
mo mo ma ma
W)=tk Y N > I «-» (8.13)
11=—m1 lo=—m1 Tp=—m1 j=—m

2701 U FlL i E ik —1 JFT1, R

Z tohoto skute¢né plyne, ze pro h — 0 ziskame w%k)(t) — 0. Tento poznatek je klicovy pro transformaci ptuvodni

véty o chybé numerické derivace na nové znéni.

Véta 8.8 (Réd chyby numerické derivace). Nechf funkce f m4 na intervalu I,, obsahujicim body =, ;- - -, T,
zavedené vySe spojitou derivaci fddu k + n + 1. Necht L, (z) je jeji interpolaéni polynom sestrojeny pro tyto
uzly. Pak existuje £(t) € I,

SEo (e,

(t). (8.14)

Protoze w.) (t) ma tvar odvozeny vyse.

Zaver z této véty je zasadni: chyba, které se dopoustime pii aproximaci k-té derivace pomoci polynomu sestro-
jeného z n + 1 ekvidistantnich bodu, klesd s (n + 1 — k)-tou mocninou kroku h. To znamend, ze pouzitim vice
bodu (zvysenim n a tedy h — 0) muZeme zkonstruovat vzorce pro numerickou derivaci libovolné vysokého fadu
presnosti.

Definice 8.9 (Landauova notace). Symbolem O(h") budeme znacit tiidu vSech funkei g : R — R takovych, ze

pro jejich limitu v nule plati:
h
L o)
h—0 |h|"

=C, (8.15)
kde C' € R je nenulovd konstanta. Zapis f(h) = O(h") tedy znamend, ze pro malé h se funkce f(h) chovd
umeérné h”. Misto g € O(h™) se ¢asto pouziva i znaceni g = O(h").

Poznamka 8.10. V predchozi ¢ésti jsme tedy ukéazali, Zze chyba numerické derivace k-té fadu presnosti je
O(hn+1—k)_

8.1.3 Konecné diference

Vzorce pro numerickou derivaci, odvozené z interpolac¢niho polynomu na ekvidistantnich uzlech, se nazyvaji
konecné diference. Tyto vzorce se lisi podle:

e tadu derivace k, kterou aproximuji,
e fadu presnosti (chyby) aproximace r,

e konfigurace uzlu, které vyuzivaji (dopredné, zpétné, centralni).
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Ukéazeme si odvozeni nékolika zdkladnich typt koneénych diferenci.

8.1.3.1 Dopiedna diference 1. rddu presnosti

Véta 8.11. Necht f € C3([zg,21]) a h = x1 — xg. Pak pro tzv. dopfednou koneénou diferenci plati:

f(z1) — f(20)

I (o) = N + O(h). (8.16)

Aproximace M ma tedy fad presnosti 1.

Dikaz. Vyjdeme z interpola¢niho polynomu prvniho stupné v Newtonové tvaru pro uzly zg, x1:

f(@) = Li(2) + Ra(2)
f"(€(x))

f(@) = f(xo) + flzo, z1](x — o) + Twn(x) (8.17)
@) = stao) + LT gy PEO) o) — ),

Derivovanim celého vyrazu podle x dostaneme:

f"E=)

ooy = S = flwo) o d ([ f7(E(x))
fiay = L2 @)y @ (T, gy TEDD .
Dosadime-li * = zg, ¢len s wy(zg) se vynuluje. Pro derivaci wj(z) = (xz — z1) + (x — x9) v bodé zo plati
wi(zg) = 2o — 1 = —h. Ziskdme tedy:

f/(xo) _ f(xl) ; f(xO) + f,/(§2(x0)) (—h)

Ptferovnanim dostaneme vyraz pro chybu:

f’(xo) _ f(xl) ; f(l‘o) _ _f//2(§) h.

Absolutni hodnota chyby je tedy tddu O(h). O

8.1.3.2 Zpétna diference 1. fadu presnosti

Véta 8.12. Necht f € C3([z_1,70]) a h = 19 — x_1. Pak pro tzv. zpétnou kone¢nou diferenci plati:

I(z0) = N + O(h). (8.18)

Dukaz. Dukaz je zcela analogicky k dopredné diferenci, pouze se pouziji uzly z_1, xg. O

8.1.3.3 Centralni diference 2. fadu presnosti

Véta 8.13. Necht f € C*([x_1,21]) a uzly x_1, 20,71 jsou ekvidistantni s krokem h. Pak pro tzv. centraln{

kone¢nou diferenci plati:
f(z1) — f(z-1)

57 + O(h?). (8.19)

f(zo0) =

Aproximace ma tedy rad presnosti 2.

Diikaz. Vyjdeme z interpolaéniho polynomu druhého stupné pro uzly x_1,xg, z1:

FP(E())

f(@) = Loe) +

(x —z_1)(x — x0)(x — x1).
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Zderivujeme-li tento vyraz a dosadime x = xg, klicové je chovani derivace clenu we(z) = (z—z_1)(x—x0)(x—21)

v bodé xg:
wh(0) = (zo — m0) (w0 — 1) + (0 — 2_1) (w0 — 1) + (0 — T_1) (w0 — 20) = (R)(—h) = —h*.

Po dosazeni a tupravach, které zahrnuji vyjadieni pomérnych diferenci, ziskame:

fl@) = flezr) f(s)(f(ﬁo))h;

f/(xo) = oh 6

Chyba aproximace je tedy fddu O(h?). K vyssimu fddu piesnosti dochdzi diky symetrickému rozlozeni uzli

kolem bodu z, coz zpusobi vyruseni chybového ¢lenu fadu O(h). O

8.2 Vypocet derivace pomoci Taylorova polynomu

8.2.1 Konecné diference

Vzorce pro konec¢né diference lze alternativné odvodit pomoci Taylorova rozvoje. Tento pristup je casto jed-
nodussi a elegantnéjsi nez derivovéani interpolaé¢niho polynomu a vystaéi si se slabsimi predpoklady na hladkost
funkce f.

8.2.1.1 Dopiedna diference

Véta 8.14. Necht f € C?([zg,21]) a h = ¥1 — x¢. Pak pro tzv. dopfednou koneénou diferenci plati:

f(z1) = f(20)

(o) = - +0(h). (8.20)

Dukaz. Sestrojime Taylorav rozvoj funkce f v bodé zq se zbytkem v Lagrangeové tvaru:

f"()
2!

f(@) = f(zo) + f'(x0)(x — o) + (z — x0)?,

kde & lezi mezi x a xg. Dosadime-li do tohoto rozvoje bod = = x7, dostaneme:

/")
2

(x1 — 900)2 pro & € [xg, x1).

f(x1) = f(xo) + f'(w0) (21 — w0) +

S vyuzitim h = 21 — x¢ muzeme rovnici pepsat a vyjadrit z ni derivaci f'(xg):

Fa) = Flao) + b (@) + 2 7(6)

f(x1) = f(zo)

h
I~ )+ 507€).

Chyba aproximace je tedy:

z1) — flz h
HE0 T (o) = | 21760 = 00
O
8.2.1.2 Zpétna diference
Véta 8.15. Necht f € C?([z_1,20]) a h = 29 — x_1. Pak pro tzv. zpétnou kone¢nou diferenci plati:
f(zo) = M + O(h). (8.21)

h
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Dukaz. Dukaz je analogicky. Do Taylorova rozvoje v bodé xy dosadime x = x_1:

F2) = @) + o)y — 20) + T ey — ) = flao) — b (o) + 5 17(6).

Upravou opét ziskdme chybu fadu O(h). O

8.2.1.3 Centralni diference pro prvni derivaci

Véta 8.16. Necht f € C3([x_1,21]) a uzly _1, 20,21 jsou ekvidistantni s krokem h. Pak pro tzv. centrdlnf

kone¢nou diferenci plati:
f (o) = %hf(“) + O(h?). (8.22)

Dukaz. Sestavime dva Taylorovy rozvoje v bodé xg, tentokrat do tietiho fadu:

h? h?
f(@r) = f(wo) +hf'(wo) + 55 [ (w0) + 5 /(&)

h? h3
flz—1) = f(zo) = hf'(x0) + gf”(xo) 37 ®) (&),
kde & € [zg,21] a & € [x_1,x0]. Odectenim druhé rovnice od prvni dostaneme:
o .
fl@r) = fl@a) = 2hf'(wo) + < (D (&) + FP (&),

Po pferovnani ziskdme vyraz pro chybu:

f(z1) = fle)

= = |20 E) + 19 )| = o).

— f'(xo0)

Diky symetrické volbé bodu se ¢leny s druhou derivaci vyrusily, coz vedlo k vys§imu fadu presnosti. O

8.2.1.4 Aproximace druhé derivace

Véta 8.17. Necht f € C*([x_1,71]) a uzly x_1, 20,71 jsou ekvidistantni s krokem h. Pak pro tzv. centralni

kone¢nou diferenci druhé derivace plati:

f”(l“o) _ f(xl) — 2f(hx20) + f($—1) + O(h2) (8.23)

Dikaz. Vyjdeme z Taylorovych rozvoju do ¢tvrtého fadu:
h? h3 5 ht .,
f(x1) = fzo) + hf'(z0) + Ef”(l“o) + Ff( )(20) + ﬂf( (&)

h? h3 h*
fla—1) = f(z0) = hf'(x0) + 5 ["(w0) = gf(s)(xo) + ﬂf(“) (&2)-

Tentokrat obé rovnice se¢teme. Cleny s prvni a tfeti derivaci se vyrusi:

h4
f(x1) + fle1) = 2f (x0) + B f" (o) + ﬂ(f(‘l)(&) + (&),
Vyjadienim f”(zo) a tpravou ziskdme chybu fddu O(h?). O

Poznamka 8.18. Ré4d presnosti aproximace druhé derivace zévisi na hladkosti funkce. Pokud by funkce f byla
pouze tiidy C3, aproximace by méla 4d piesnosti pouze O(h).
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8.2.1.5 Obecna konstrukce koneénych diferenci

Doposud jsme odvodili nékolik zakladnich vzorct. Nasledujici véta a jeji konstruktivni dikaz ukazuji, jak lze

systematicky odvodit formuli libovolného fadu pfesnosti pro libovolnou derivaci.

Véta 8.19. Necht jsou ddny ekvidistantni uzly z; = x¢ + ih pro i = —myq,...,ma (celkem n + 1 bodu, kde
n = my + ma). Pokud je funkce f € C" 1 ({(x_y,,,Tm,)), pak existuje koneénd diference pro aproximaci k-té

derivace v bodé xg s fddem piesnostin+1—kprok=1,...,n.

Konstruktivnd dikaz. Princip konstrukce spoc¢iva v nalezeni takové linedrni kombinace funkénich hodnot f(z;),
kterd po dosazeni Taylorovych rozvoju vyeliminuje vSechny derivace kromé té pozadované. Rozepiseme si celkem
n = my + mg Taylorovych rozvoju pro funkei f v bodech x; = x¢ + ih pro i € {—myq,...,ma},i # 0. Sttedem
v8ech rozvoju je bod zy. Pro pfehlednost budeme znaéit f; = f(z;) a fék) = f5) (z).

(7m1h)n (n) (7m1h)n+1

f—m,1 = fO + (7m1h) él) + -+ f(n+1) (§—7n1)

n! 0 (n+1)!
fomisn = fo+ (=mi+ DR+ + %ﬂfé’” .
n n+1
fms = fo+ (mzh)fé” +oo (mfl?) fé”) + %f(n+l)(§m2)

Hledédme takové koeficienty o, aby jejich linedrni kombinace ), 20 Qi fi dala aproximaci k-té derivace. Konkrétné
pozadujeme, aby po seCteni vyndsobenych rozvoju byly koeficienty u derivaci éj ) nulové pro j # k a koeficient u
fék) byl roven jedné. Tento pozadavek vede pfimo na soustavu n linedrnich rovnic pro n neznamych koeficientu

a; kdei € {—mq,...,—1,1,... ,;ma}.

(=my) (—mq)?/2! . (=mq)™/n! o
(fm1. +1) (=my+1)2/2! . (=my + 1" /n! 04—7r'11+1 _ 1/.hk o ketd porice
(m2) (m2)?/2 .. (ma)"/n! s '

0
Po vyfFeseni této soustavy (jejiz matice je reguldrni) ziskdme koeficienty «; a vysledny aproximacni vzorec je:

mo
f(k) (z0) =~ Z i f(z;)
i=—m1,i£0
Chyba této aproximace je ddna souc¢tem zbytkovych ¢lenu z Taylorovych rozvoju:
(ih)n+1
Chyba =Y " a;——— f"(g
yba ;a CESEANNGY

Z tvaru soustavy je vidét, ze fegeni a; je timérné 1/h*. Celkové chyba je tedy Fadu:
Chyba ~ O(h™%) - O(h"t1) = O(h"T17H).
To odpovida tvrzeni véty. O

Poznamka 8.20. Vsiméme si, ze dostavame stejnou presnost n+ 1 —k jako pfi odvozeni pomoci interpola¢niho

polynomu.
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8.3 Shrnuti

Nésledujici tabulka shrnuje odvozené vzorce a porovnava minimélni pozadavky na hladkost funkce f pro zaruceni

daného radu chyby pfi odvozeni pomoci Lagrangeova polynomu a Taylorova rozvoje.

Diference Vzorec k | r Predpoklady (f € C™)
Lagrange / Taylor

Dopredné M 1|1 c3 ) C?

Zpétnd % 11 c? ) C?

Centraln{ Lo =S5 ) 1|2 ct ) c?

Centralni f(z1)72f(;2°)+f(w’l) 2|2 cs /) cH

Vidéli jsme dva hlavni pfistupy k odvozeni vzorcu pro numerickou derivaci:

e Pomoci interpolaéniho polynomu: Tento piistup je obecnéjsi, ale technicky pracnéjsi a pro dukaz

radu chyby vyzaduje vyssi hladkost funkce.

e Pomoci Taylorova rozvoje: Tento pristup je pro ekvidistantni uzly jednodussi, ndzorné ukazuje vztah
mezi fadem pfesnosti a hladkosti funkce a vystaci si se slabsimi predpoklady.

Odvozené vzorce, zejména centralni diference, jsou zékladnim stavebnim kamenem pro metodu koneénych dife-

renci, ktera se hojné vyuzivéa pii reSeni diferencidlnich rovnic.

8.4 Otazky

Jaké jsou dva hlavni zpusoby odvozeni vzorcu pro kone¢né diference a jaké jsou jejich vyhody a nevyhody?

Jaky je vztah mezi poctem pouzitych uzli, fadem derivace a fadem presnosti vysledného vzorce?

e Proc je centralni diference pro prvni derivaci presnéjsi nez dopifedna nebo zpétna?

Jak byste obecné zkonstruovali formuli pro tieti derivaci pomoci ¢ty bodu?
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