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Obernber Trojuhelnikové matice

Trojuhelnikové Definition 1

maice Ctvercova matice A € C™" je dolni trojuhelnikova, pravé
kdy?
aj=0proi,jenaj>i, t.
ai 0 . 0
A— 3?1 3?2
: : .0
ant anp2 --- Aamn

Ctvercova matice A € C™" je horni trojuhelnikova, pravé

kdyz
aj=0proi,jehaj<i, t.
ay a2 ... @
A 0 a»n ... a.g,,
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Trojuhelnikové matice

Theorem 2

Soucin dvou dolnich (resp. hornich) trojuhelnikovych matic
je dolini (resp. horni) trojuhelnikova matice. Pfitom na
diagonale ma vysledna matice soucin odpovidajicich
diagonalnich prvki pavodnich matic.

Dukaz.

Lze ukazat pfimo ze sum pro soucin dvou matic.
Video na Youtube
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Trojuhelnikové
matice

Theorem 3

Inverzni matice k horni (resp. dolni) trojuhelnikové matici je
opét horni (resp. dolni) trojuhelnikova matice a jeji
diagonalni prvKy jsou pfevracené hodnoty odpovidajicich
diagonalnich prvkd pavodni matice.

Dukaz.
Pomoci adjungované matice.
Video na Youtube Ul
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Trojhelnikové trOjUhelnikOVOU

matice
Theorem 4
KaZdou silné regularni (tedy ¢tvercovou) matici A Ize
jedine¢nym zpusobem vyjadrit ve tvaru soucinu

A = LDR,

kde

* L je doini (leva) trojuhelnikova matice s jednickami na
diagonale

e R je horni (prava) trojuhelnikova matice s jednickami
na diagonale

¢ D je diagonalni matice

Dlkaz. _
Video na Youtube [
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Podobnostni transformace

Definition 5

Matice A se nazyva podobna matici B, pokud existuje
regularni matice T takov4, 2e A = T~'BT. Mluvime pak o
podobnostni transformaci matici T.

Remark 6
Tato viastnost je symetricka. Tj. je-li A podobna B, pak je B
podobna A

A=T"BT=TA=BT=TAT ' =B.

Matice podobnostni transformace je T~
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Podobnostni transformace

Remark 7

V rozkladu matice na doini a horni trojuhelnikovou matici
A = T.DR nejde o Zadnou podobnostni transformaci. To je
jeji nevyhoda.

Remark 8

Podobné matice viastné vyjadruji stejny linearni operator v
ruznych bazich. Podobnostni matice T je vlastné matici
prechodu xPy. Budou nds zajimat rozklady matic zaloZené
na podobnostni transformaci. Jejich vyhodou je, Ze dokazi
odhalit spektrum matice.
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Vlastni Cisla matice

Definition 9
Vlastnim ¢islem matice A (eigenvalue) nazyvame takové
Cislo A, pro které existuje nenulovy vektor X takovy, Ze
AX = \X. Vektor X se nazyva vlastnim vektorem matice A
(eigenvector) k Cislu A. Mnozina vSech vlastnich Cisel
matice A se nazyva spektrum matice A a znacime je
o (A). Cislo

p(A)= \max Al

nazyvame spektralnim polomérem matice A.
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Vlastni Cisla matice
Remark 10

AX = X < AX— X =0« (A — Al) = 0 < det (A — AI) = 0.

Definition 11

Rovnici det (A — AI) = 0 nazyvame charakteristickou
rovnici matice A a polynom det (A — AI)
charakteristickym polynomem matice A.

Definition 12

Nasobnost vliastniho &isla \ jakozto kofene
charakteristického polynomu se nazyva algebraicka
nasobnost a znali se v4(\). PoCet linearné nezavislych
vlastnich vektorud k vlastnimu Cislu X je jeho geometricka
nasobnost a znaci se vg ().
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Obernber Householderovy transformace

Definition 13
Householderovou reflekéni matici (elementarni unitarni
matici) nazveme kazdou matici Hy tvaru

Householderovy
transformace

H, = — 2@W*,

kde w je Householderav vektor, pro ktery plati

H"T/Hz - (VT/’ VT/) =1

Theorem 14

Householderova reflekéni matice je hermitovska a unitarni.
Duikaz.

Video na Youtube L]
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Householderovy transformace

Theorem 15
Necht' U je unitarni matice. Pak plati

IOl = [|x]

2 )
pro libovolny vektor X.

Dlkaz.
Video na Youtube
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Householderovy transformace

Theorem 16

Necht H; je Householderova reflekéni matice a v € C" je
libovolny vektor. Pak vektor H;V je zrcadlovy obraz vektoru
v podle nadroviny

L={XecC"|wX=(X,w) =0}
v tom smyslu, Ze splriuje nasledujici podminky:
* [Havl, = VI,
L4 ]Hw\_/ + \7 elL
L4 (]Hw\_/ — \7) 1 L.

Dukaz.
Video na Youtube

OJ
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Householderovy Theorem 17
vansomace — Jo-Jj \ viastni ¢islo matice A, pak existuje Hy, Ze

=
H,AH;8" = &),

? X s e
Dukaz. 0 Mﬂfr :M/ﬁr
Video na Youtube : A O
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Schurova véta

Schurova véta

Schurova véta

Theorem 18
Pro libovolnou matici A € C™" existuje unitarni matice U
takova, Ze

A =TU*RU,

kde R je horni trojuhelnikova matice.

Dukaz.
Video na Youtube

Remark 19
JelikoZ podobné matice maji stejna viastni Cisla (viz. véta

s v

dfive), viastni isla matice A jsou na diagonale matice RR.
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Theorem 20
Normaini trojuhelnikova matice je diagonaini.

Dukaz.
Video na Youtube [

Schurova véta

Theorem 21
Pro libovolnou normalni matici A existuje unitarni matice U
takova, Ze

A =U'RU,
kde R je diagonalni matice. Je-li A hermitovska, pak R ma
na diagonale realna cisla.

Ddkaz.
Video na Youtube L]
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Jordanova véta

Theorem 22
Necht A € C™" a \y,...,\p jsou vSechna jeji navzdjem
ruzna vlastni &isla. Pak existuje reguldrni matice T takova,
Ze
by
1
I3
N
A=T" T
2
JSZ
”
Ig,
kde diagonaini bloky jsou tvaru
A 1
S :
1
Ak

pro k € p, i € k. Pfitom aZ na poradfi diagonélnich blokd je
tato matice dana jednoznacneé.

Dukaz.
Video na Youtube [m]
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L Jordanova véta

Oberhuber

Remark 23
Z linearni algebry vime, Ze matice A je diagonalizovatelna,

pravé kdyz koreny charakteristického polynomu leZi v
Jordanova daném télese (R nebo C) a vy (\) = va(\) pro kazdé

X € o (A). Obecné je ale vy (\) < va(X). Pokud plati, Ze

vg () < va(X) pro néjaké A € o (A), pak matici nelze

diagonalizovat, ale Ize ji prevést na Jordanuv tvar s

jednickami pod diagonalou.
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Vlastni Cisla matice

Theorem 24

Podobné matice A a B maji stejna viastni ¢isla a k pevnée
zvolenému viastnimu &islu \ prislusi stejny pocet linearné
nezavislych viastnich vektord jak u matice A tak u matice BB.

Dikaz.
Z Jordanovy véty. O]
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Oggmiier Oté.Z ky

silné regularni matice

rozklad matice A = LDR
Householderova transformace
Schurova véta

e Jordanova véta

Otazky
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