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Posloupnosti

Pojem limity a konvergence v
linearni algebre
Definition 1 ;
Necht je dana posloupnost vektort x(¢) = (xfk), . ,x,(,k)>

pro k = 1,2,3.... Rikdme, Ze posloupnost vektord
{x()} . konverguje k vektoru X = (x1,...,x,)", pravé
kdyZ pro kazdé i € n

(k)

lim x;™ = Xx;.
k—o0
Pouzivame znaceni
xK) s %,
nebo
lim XK = ¥
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Posloupnosti

Pojem limity a konvergence v
linearni algebre

Definition 2
Analogicky pfedchozi definici fikame, Ze posloupnost matic
k k
a0
A(k) — : . . c (Dn,mj
k k
a0

pro k =1,2,3, ... konverguje k matici A, pravé kdyz pro
kazdy prvek aj pro i € haj e mplati

. k
//m,Hooaf.j ) = aj.
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Normy

Normy

I /@ LTy

Remark 3
Dokazovat konvergenci po prvcich by bylo velmi nesikovné.
K vysSetrovani konvergence pouZijeme normu.

Definition 4
Norma na mnoziné vektorl z C" je takova funkce, ktera
kazdému vektoru X € C" pfif , a ktera
spliuje nasledujici podminky:
« | >0a ¥ =0 % =0
* ||AX|| = |Al||X|| pro v8echna A € € a vSechna X € C",
o ||X+ y|| < ||X]| + ||¥|| pro vSechna X, ¥ € C".

(=1 (axl=to]
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Normy

Remark 5

Snadno vidime, Ze plati ||[X — j|| =0 & ¥ -y =0+ X = j.
Tato viastnost normy se ¢asto pouZziva k dukazu, Ze dva
vektory se rovnaji.
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Normy

H;ZHQ = [l & d ()% ()" Normy

415
Ptiklady norem: //V\Okl(‘ >(J'/l/ 6’
* maximova norma - || X|| = max;cs |Xj|
* souétova norma - ||X||, = 374 |x|

1
* euklidovska norma - ||X||, = (27:1 IX/IZ) :

Remark 6
Lze ukazat, Ze plati

|
n P
i 51, = g (S0 )= 131,

Dokazte, ze uvedené normy splfuji definici.
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Normy

Normy

-
(% ”();0
—
= (% IL( =0
Theorem 7
Pro libovolné dve normy |-|| | a ||-||; na mnoZine vektord z

C" existuji kladné konstantyly1 a . spliujici

71 [|Xl] < [1X1]5 < 12]I]

pro libovolny vektor X. U';ZUKJ_ 0 —)
Bez dukazu. UQI/[B: O

=

((f-—é /L =0 & /{><-9 ({/390
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Normy

Normy

Theorem 8
Necht {xK)} . je posloupnost vektord. Potom

K %o Hz(“ - )?H -0,

v libovolné normé ||-||.

Dukaz.
Video na Youtube
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Normy

Normy

Definition 9
Norma na mnoziné ¢tvercovych matic fadu n je funkce,
kterd kazdé matici A € C™" pfifazuje reélneé Cislo ||A||
spliujici:

* |A|>0a|A]=0sA=0,

° [IAA] = [AHIA],

° [A+B| <Al + B,

° [[AB] < [|A[[ B,
provSechna A,B e C""a X € C.
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Normy

Remark 10
Na maticovou normu se Ize divat jako na vektorovou normu

aplikovanou na vektory, které maji n> sloZek. Tato norma
navic splriuje ctvrty bod definice. Proto i tato norma splriuje
vétu o konvergenci vektord v normé. Tudiz i konvergenci
matic Ize vysetfovat pomoci norem.
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Normy

Pfikladem maticové normy je Schurova norma:

n 2
> eyl

ij=1

1Alls =

Dokazte, ze tato norma spliuje vSechny Ctyfi body definice.
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Normy

Definition 11

Maticova norma se nazyva souhlasnou s danou
vektorovou normou, plati-li pro libovolnou matici A € C™" a
libovolny vektor X € C"

1AX]| < 1Al %] -

Remark 12
Schurova maticova norma je souhlasna s euklidovskou
normou.

Dukaz.
Dokazte. [
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oy pefiniion 13 = | AZI & I A[-[2]

Maticova norma indukovana vektorovou normou je
norma dana vztahem

| Al = max HA)?H,
[[%]|=1

pro A € C™".
e dokazte, ze takto definovana maticova norma splnuje
definici normy

* maximum existuje vzdy, nebot’ jde o supremum spojité
funkce na kompaktni mnoziné

® ne pro kazdou maticovou normu existuje vektorova
norma, ktera ji indukuje
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Normy
Theorem 14
P¥i znaceni
* Al = maxz 1 [AX]

* Al = max g _ [[AX]

17
* Al = max g [[AX]

2}

pro kaZdou matici A € C™" plati nasledujici vztahy:

H

* |All, = maxien Y1y | @y
° [[Ally = maxien >oiy |ay

° [Ally = p(A*A).

Dikaz.
Video na Youtube

J
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Pozitivhé definitni matice

Definition 15 %Zm/ Z/y; (A/l/ 2&7: Oy 70

Ctvercova matice A je pozitivné definitni, pravé kdyz pro
kazdy vektor X # 0 plati, ze

%A% = (AZ7) 70

je kladné (> 0) realné Cislo. Znacime také A > 0. Je-li pro
¢tvercovou matici B matice A — B > 0, pak piSeme A > B.

Theorem 16
VSechna vlastni Cisla pozitivné definitni matice A jsou
kladna. Je-li A hermitovska matice s kladnymi viastnimi

Cisly, pak je pozitivné definitni.

Dikaz.
Video na Youtube L]
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Definition 17
Bud' A hermitovska a PD. Podle Schurovy véty je

A =U"DU,

kde D je diagonalni matice s kladnymi prvky. Pro libovolné

p € R definujeme
AP = U*DPU.

A= V7DD Upy- v Y
A A
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Definition 18

Bud A hermitovska pozitivné definitni matice. Pak
energetickou vektorovou a maticovou normu definujeme
jako

Y

- 1,
¥10:= | a2x],

IBlla:= || a2BAz |
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Konvergence geometrické
posloupnosti matic

O‘E[Z)Qﬂ—:)[) e= o)A

Theorem 19
Necht A € C™". Potom plati

AK 50 e p(An) <.

Dlkaz.
Video na Youtube
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Konvergence geometrické
posloupnosti matic

Theorem 20
Postadéujici podminka pro to, aby A — 6 pro A € C™" je,
Ze existuje maticova norma takova, Ze | Al < 1.

Ddkaz

Video r;a Youtube ”Aml { Al o O

/)/A‘///;///A// = 50@/(/—\%/44

(| <A :%//%W . j{(/%ﬁ/ﬁ?/f@)

21/25



Tomas
Oberhuber

Geometricka
posloupnost
matic

Konvergence geometrické
posloupnosti matic

M= A,

Absolutni hodnota libovolného viastniho Cisla X € o (A) je
nejvyse rovna libovolné normé dané matice A € C™".

Dlkaz.
Video na Youtube [
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Konvergence geometrické
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Theorem 22 ZA 7 ({/\M/A()

Nutnou a postacujici podm/nkou pro to, aby rfada
I+ A+ A%+

konvergovala je, AX — 8. Soudtem této Fady je pak matice

Dikaz. /\Ci(;?/;” “ 7

Video na Youtube ]
Sot = A&
7
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Konvergence geometrické
posloupnosti matic
1.0 v & ul(rop)”
| At = prs 0= 2K e

Theorem 23
Je-li | A|| < 1 pro A € C™", pak

H(I[—A)*1 _ <H+A+A2+"'+AK>H _ | A<

N\ b =T Al
Dukaz. AZDA

Video na Youtube
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Otazky
* pozitivné definitni matice
¢ konvergence geometrické posloupnosti matic
e generované maticové normy
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