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1 o
¢, Reprezentace Cisel s

pohyblivou desetinnou Carkou
Definition 1
Bud zaklad g € N pevné dané Cislo 8 > 2, x bud’ realné

Cislo s konec¢nym poctem cifer 0 < xx < 3 pro
k = —m,...,n. Pak pozi¢ni zapis Cisla v soustavé se

zadkladem 3 ma tvar
. q2%. 387
Xg = (_1) [Xan_1 ...X1X0.X_1X_2...X_m]’

kde pozadujeme, aby platilo x, # 0. s udava znaménko
Cisla x (s =0, je-li x kladné a s = 1, je-li x zaporné). Také

|ze psat /(_/WAJ [ A0 VMR A% 2107,

n —(%-/fy !
xg = (—1)° ( > Xkﬁk> :

k=—m
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Theorem 2

Libovolné realné Cislo x € R Ize s libovolnou presnosti
aproximovat realnym Cislem xg, jehoZ zapis v soustave o
zakladé 5 ma konecny pocet cifer.

Dikaz.
Staci jen pocet cifer volit dostatecné velky.
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Reprezentace Cisel s
pohyblivou desetinnou Carkou

1217000 000020, D
Remark 3

Pri ukladani hodné velkych nebo hodne malych cisel v
pocitaci nas ale uvedeny zptsob zapisu nuti ukladat do
pameéti velky pocet cifer:

e x = 0.0000000000000012348283 - velky pocet nul

Proto zavadime exponenty a omezujeme maximalni pocet
cifer zapisu daného cisla.
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Reprezentace Cisel s
pohyblivou desetinnou Carkou

Definition 4
Bud g € N, 8 > 1 zaklad Ciselného rozvoje, t € N

maximalni pocet povolenych vyznamnych cifer
0<a<pgproiet, ecNexponenta s parametr
vyjadfujici znaménko daného Cisla. Pak x zapisujeme ve

tvaru
Xx=(-1)°-(0.a182...a)-B°=(~1)°-m-p°,

kde m = aja» ... a; je mantisa Cisla x.

0923381 .40° VU0
(&:/[0 / ﬁ:é
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Reprezentace Cisel s
pohyblivou desetinnou Carkou

Remark 5

Pro jednoznacnost zapisu poZadujeme, aby prvni cifra
mantisy byla nenulova, tj. a; # 0, tudiZz m > Bt='. Jinak by
napr. platilo

1=0.100-10" = 0.010 - 10% = 0.001 - 10°.
Definition 6

Zapisu Cisla, ktery spliiuje podminku, ze a; # 0, se fika
normalizovany.
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Obernuber Reprezentace Cisel s

P pohyblivou desetinnou ¢arkou

Cisel s

pohybivos Remark 7

lesetinnou v v PR . s wg vy .
Earkou na Vsimnéme si, Ze normalizovany zapis ¢isla neumoznuje

pocitaci

zapsat ¢islo 0! Nula byva definovana specialné - to uvidime

pozdéji. G//a 0/[*0000 ‘/>f
ey £0D /
Definition 8 0
Definujeme mnozinu cisel s pohyblivou desetinou

carkou jako 0/ qz}a(f{f() 3/ E \

Y AN (/)

t
F (8,1,L,U) = {0} U {xe R|x= (—1)SﬁeZafﬁ’},
i=1

kde 8 € N, 8 > 1 urCuje zaklad rozvoje t € IN, t > 0 urCuje
pocet vyznamnych cifer, a pro exponent e € N plati

L<e<U.
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Reprezentace Cisel s
pohyblivou desetinnou Carkou

Remark 9
e pii praci s pocCitacem nejcasteji pouzivame zaklady
6=2,10,16
* interné pocitace pracuji nejcastéji se zaklady 2,
vyjimecné i 10
e pfibinarnim tj. 5 = 2 zpracovani ¢isel s pohyblivou
desetinou ¢arkou je potreba (je-li k dispozici N bitu)
® 1 bit pro uloZeni znaménka s
® { bitt pro uloZeni mantisy m
e N —t—1 bitd pro uloZeni exponentu e
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Standard IEEE (Institute of Electrictal and Electronics
Engineers) definuje jednoduchou a dvojitou presnost
(single and double precision)
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Reprezentace Cisel s
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Single precision (32 bitd = 4 baijty)

S|gn exponent (8 blts) fraction (23 bits)
IoIoI HHBE Iolololll [o[o]o]o[o[o[o]o]o]o]o[e[o]o]o]o]o[o[0 |o| 0.15625
31 30 23 22 (bit index)

¢ 1 bit pro znaménko
e 8 bitt pro exponent (L = —126,U = 127) = 257

e 23 bitll pro mantisu (0—8 388 608)
O-253 ; 256
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e pohyblivou desetinnou ¢arkou

;Eﬁi;wou

oL na.

pocitaci Double precision (64 bitl = 8 bajtd)

exponent fraction
sign (11 bit) (52 bit)
|
I
o o o
63 52 0
A0% ¢ Hool

¢ 1 bit pro znaménko / 204 6 JaoAF0O7

¢ 11 bitd pro exponent (L = —1 022, U = 1 023)
e 52 bitl pro mantisu (0—4 503 599 627 370 496)

15 C[FEL-
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Reprezentace
Cisel s
pohyblivou
desetinnou

S Standard IEEE dale definuje denormalizovana Cisla:
hodnota | exponent | mantisa
0
U + 1 0
NaN U+1 #0

NaN znamena - Not a Number. Nastava pfi
nedefinovanych operacich, napft.

e déleni nulou
e odmocnina nebo logaritmus ze zaporného c&isla
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Jaké je rozloZeni mnoziny I (5, t, L, U) v R?

Example 10
Budt=1,8=10,L= -2, U=2F(8,t,L, U) obsahuje
nulu a nasledujici &isla *:

Reprezentace Cisel s
pohyblivou desetinnou Carkou

e=-2|e=-1|e=0|e=1]|e=2
a =1 0.01 0.1 1 10 100
a = 0.02 0.2 2 20 200
a; =3 0.03 0.3 3 30 300
a=4| 0.04 04 4 40 400
a=5]| 0.05 0.5 5 50 500
a=6| 0.06 0.6 6 60 600
a=7| 0.07 0.7 7 70 700
a =8| 0.08 0.8 8 80 800
a=9 0.09 0.9 9 90 900

'A k nim i &isla s opaénym znaménkem.

VpY
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Remark 11
Mnozina F (8, t, L, U) neni uzaviena vuci zakladnim
aritmetickym operacim scitani, odcitani, nasobeni a déleni.

Example 12
xy=1€F(10,1,-2,2), xo = 0.1 € F(10,1,-2,2), ale
X1 +x=11¢F(10,1,-2,2).

Remark 13

Abychom dokazali vysledek zpracovat, musime provést
zaokrouhleni na nejblizsi ¢islo vF (10,1,-2,2) tj. 1. Tak
vznikaji zaokrouhlovaci chyby — rounding errors. Takto
definované operace, tj. nejprve presné provedena operace a
nasledné zaokrouhleni do mnoZiny F budeme oznacovat s

indexem fl. Napfiklad +5, —5 apod.
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Obernber Zaokrouhlovaci chyby

Example 14

Zeckroutlorac Meéjme I (10,2, —5,5) a pocCitejme soucCet

10+0.1+01...+0.1.
10x /{WK//ZDQ@)(

Postupné dostavame //0/ 1 — N0
10+40.1 =10

a cely vysledek je nakonec 10.
0
Mm, 20,47
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Hy009, 10 Zaokrouhlovaci chyby

T
A
(%/ /g - ! /2”‘
Example 15 -

Mé&jme F (10,2, —5,5) a poitejme Souget

0.1+...+01+10. Q2+ 0] =0)

10x
/
Postupné dostavame
93701

0.1+40.1=0.2

e and
a na konec Y >

t0s10=11. &/
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Zaokrouhlovaci
chyby

Remark 16

Z prikladu vidime, Ze pokud scitame fadové hodné rozdilna
Cisla, mantisa nedokaze tento rozdil pokryt a vetsi ¢islo
"prebije" mensi.
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Obernber Zaokrouhlovaci chyby

Zaoksoutlovaci ¢ jednoducha presnost byva pro inzenyrské ulohy Casto
malo ptesnd —> \. T/7U
e dvojita pfesnost se ukazuje pro vétsinou realnych Gloh
dostatetna —> 5 N /TO
e vychazime z toho, Ze v realnych Glohach pracujeme s
Cisly priblizné stejnych radu
® tj. "bud’ na Urovni atomd nebo galaxii"
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¢ vidéli jsme, ze béhem vypoctu se nevyhneme vzniku
Stabilita tlohy chyb a nepresnosti

e stejné tak vstupni data jsou ¢asto namérena
experimentalné a jsou poskozenou chybou meéreni

* bude nas zajimat, jak se to mize projevit na konecném
feSeni
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Oggmiier Stabl | |ta l] |O hy

Pfedpokladame, Ze feSime Ulohu
Stabilita Glohy F ()_(, a) _ 6
.d) =

e F je funk&ni zobrazeni vyjadfujici ulohu
e d jsou data nebo parametry Glohy
* X je feSeni Ulohy
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Example 17
e fedeni linearniho systému - AX = b« AX—b=0a
tedy F()‘(’,El) — AX—b=0,kded= {/A,B}

Stabilta clohy * vypodet inverzni matice - AA~' =T < AA~"-I=0a
tedy F(z,a) —AA'-TI=0kded=Aax=A"
e vypocet vlastnich Cisel - hledame A1, ..., Ap, tj.

det(A—MI) = O,

9

det (A - )\nI[) - 0,

ti. X={\,...,\n}ad = A.
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%
fjf/: - => Kb
Definition 18
Rekneme, e Uloha je dobfe polozena (well posed) nebo
stabilni (stable), pokud ma jednoznacéné feseni X, které
zavisi spojité na vstupnich datech da pro jejich malou
zménu &d existuje feeni

F(X + 6X,d +dd) =0,

kde Jx je malé. Tj. mala zména vstupnich dat zptsobi
malou zménu reseni.

Pokud uloha nesplruje vySe uvedené, pak fikame, Ze je
Spatné polozena (ill posed) nebo nestabilni (unstable).
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Definition 19
Pro regularni ¢tvercovou matici A € C™", definujeme €islo
sapladon nodminénosti matice jako

R(B) = A1 |[a~).

Je-li k (A) malé, fekneme, Ze matice je dobfe podminéna.
Jinak je $patné podminéna.
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Oberniber Podminénost matic
Example 20
Méjme soustavu

20x + 16y + 9z = 45
14x + 15y + 11z = 40
Podminénost 13x + 17y_|_ 14x = 44

matic

v

Redenim ve vektor (1,1,1)7.

* Pokud pravou stranu zmenlme 00.1na
b= (45.1,39.9,44.1)", resenlm je
(—12. 5 32, -24. 1)

X =
* Pokud pravou stranu zmenlme 00.01 na
b = (45.01,39.99,44.01)", fedenim je

X =(-0.25,4.1,-1.51)
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Theorem 21

Necht A € C™" je regularni. Bud’ X feseni soustavy
AX=b+#0a perturbace 85X, 8b takové, Ze plati

A (X + 0X) = b+ 6b. Pak plati

a jde-li o indukovanou maticovou normu, pak existuje
nenulovy vektor b a nenulova perturbace §b takové, Ze
nastava rovnost.

Diikaz. NI 2 ST A €
Video na Youtube {[/A) JLE [eNE SA éuk/\/?/ﬂ/
nHATIC!
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Numerické metody

Podobné jako pro ulohy, definujeme stabilitu i pro numerické
metody.

Definition 22

Rekneme, Ze numerick& metoda je stabilni, pokud pfi jeji
aplikaci na stabilni ulohu zplsobi mala zména vstupnich
parametrd jen malou zménu vysledku.

Remark 23
Mala zména vstupnich parametru je ¢asto zpusobena
zaokrouhlovacimi chybami pocitacové aritmetiky.
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Obernber Numerické metody

Zakladni déleni numerickych metod je na:
e piimé
Numerické ° neraénl'

metody
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* po kone¢ném poctu krokd davaji teoreticky presné
reSeni
e prakticky ale diky kone¢né presnosti pocitacové
aritmetiky a zaokrouhlovacim chybam davaji pouze
priblizné feseni
o e feSeni ziskame az v poslednim kroku, do té doby
AR nemame nic
¢ jsou robustnéjSi = funguji pro SirSi tfidu tloh
Ize u nich Iépe predpovédét zda budou fungovat nebo
ne

* ,z téchto dlvodu jsou upfednostnovany v nekterych
kritickych primyslovych aplikacich/
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Numerické metody - iteracéni

k presnému feSeni pouze konverguji a to jen teoreticky
vysledkem metody je posloupnost {x(¥)} *
zpresnujicich se aproximaci presného feseni

jedna iterace by méla byt napocitana mnohem rychleji,
nez vypocet pfimé metody feSici stejny problém
iteraéni metody jsou vétSinou snazsi na implementaci
mame-li dobry pocate¢ni odhad presného feseni, mize
byt iteraCni metoda vyrazné rychlejsi

vétSina numerickych metod je iteracnich
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Oberhuber Analyza iteracnich numerickych
metod

e pro iteracni metody je velmi dulezité umeét odhadnout
chybu aproximace feseni jinak ani nevime, kdy ukoncit
vypocet

® vyuzijeme vztahu

X0 L3 F ()?<k>, 8) =0

Numerické
metody

k nésledujici definici

Defjnitionﬁ24, {j = A;}JQ},:@
9= [ (r0.2)] A%

nazyvame reziduem k-té aproximace.
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Oberhuber Analyza iteracnich numerickych
X~ =0 ¢ A metod
ﬂf):@(‘//;oﬂﬁu

4 ) & , _ ‘
Remark 25 /t/& < @M:‘”"Z’ Z/’(Iy

* pro feseni soustavy AX = b mame

0= (03] <[5 -5]

metody

* bohuZel neplati, Ze je-li malé r'k), je malé i || ) — X||
* reziduum je ale vétsinou to jediné, co mame

174
/”’WL T px)

_‘ﬁy p— <%
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Oberhuber Analyza iteracnich numerickych
metod

* pokud provadime analyzu pouze na zékladé znalosti £
a d, jde o apriorni odhad, tj. takovy, ktery Ize provést
pred vypoctem vlastni metody

Numerické

ey e pokud provadime analyzu i na zakladé znalosti X(¥), jde
o aposteriorni odhad, tj. takovy, ktery Ize provést az
po vypoctu nekolika iteraci vlastni metody
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Obernber Apriorni odhady

e apriorni odhady maji spiSe teoreticky vyznam
e obecné takovy odhad vypada takto

r

] <0 (r.3) [

Numerické ’

metody

kde, C (F, El) > 0are NTjefad metody.
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Obernber Apriorni odhady

r udava rad metody

® napf. u metody druhého fadu staci napocitat polovinu
iteraci k ziskani stejné presné aproximace v porovnani
s metodou prvniho fadu

* metody vySSich fadu nez dva byvaji v praxi ¢asto velmi
nestabilni a napt. $patny po&ateéni odhad x(©) maze
zpuUsobit, ze metoda ani nekonverguje

Numerické
metody

e obecné panuje snaha vytvaret metody, které davaji
dobry odhad po par iteracich

e v praxi je ale tim nejdulezitéjSim méritkem doba
vypoctu nutna pro dosazeni pozadované presnosti
m

® |ze sestrojit metody, které konverguji po par krocich, ale
jedna iterace trva celou véénost
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Obernber Aposteriorni odhady

e aposteriorni odhady vyuzivaji navic znalosti X9 ;.

maji tvar
A1
#9 — 3| < ¢ (F.d,x0) gD - x "
Numericé e ze své podstaty by meély byt pfesnéjsi nez apriorni

odhady
® maji dobré praktické pouziti
® byvaji zakladem adaptivnich metod, které se umeji
pfizpusobit konkrétni feSené Uloze
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Numerické
metody

Zdroje chyb pocitacovych
simulaci

Chyby, které vznikaji pfi reSeni realnych uloh...

Matemat. popis Diskretizace

Realny problém matematicky model

Chyba modelu Chyba diskretizace

R PR Linearizace . P R

numericky model (algebraicky model) linearni algebraicky
Chyba linearizace

R i . v .
l aproximace Fesent.

model
Zaokrouhlovaci chyby

... |lze rozdélit do Ctyf skupin:
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Numerické
metody

Zdroje chyb pocitacovych
simulaci

chyby zplsobené samotnym modelem - fyzikalnim,
matematickym

chyby vzniklé pfi méfeni vstupnich dat pomoci
experimentu

chyby vzniklé diskretizaci tj. ndhradou nekonecnych
limit kone¢nym poctem operaci

chyby vzniklé zaokrouhlovanim z divodu aritmetiky s
kone€nou presnosti
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Oggmiier Oté.Z ky

reprezentace Cisel s pohyblivou desetinnou ¢arkou
jednoducha a dvoijita presnost

zaokrouhlovaci chyby 70 —+ 0, 7
podminénost matice

rad metody

Otazky
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