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Oberhuber Modifikace GEM pro

S tridiagonalni systém
slaorimes e méjme nasleduijici soustavu se silné regularni matici

A —>

aq b;b? X4 ol

Co @ by X2 0>

c; as bs X3 B 03

Ch—1 dn—1 bn71 Xn—1 dn71

Ch  an Xn dn

e matici tohoto tvaru fikame tridiagonalni
* soustavy tohoto tvaru Ize feSit velmi efektivné -5

- I ey //\ ',
/Aw / (C; 1
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Modifikace GEM pro
tridiagonalni systém

e pfimy chod by eliminoval prvky pod diagonalou a
zménil pravou stranu:

1 X1 P1
1 e X2 p2
1 g X3 B p3
1 pn-a Xn—1 Pn—1
1 Xn Pn

e chceme tedy najit vztahy pro vypocet koeficientd 4; pro
ien—1apjproiech
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Oberhuber Modifikace GEM pro

e tridiagonalni systém
algoritmus oz . . .Y ™
prvni rovnice snadno vidime, ze 1)
Cz 7 :1:{2 - C:L (:27
_b G -
1 = a’ P, = a;
e soustava prejde na tvar am, Ql - Cg : %‘7
& s
1 X1
ao b2 X2
C3 a bz X3
Cn—1 an—1 bn_1 Xn—1
Cn an Xn

¢ nyni vidime, Ze prvni fadek vyuZzijeme jen k eliminaci
jednoho nenulového prvku pfed diagonalou na druhém
radku, to je vyrazné méné prace nez u obecné GEM
e odecéteme ¢, nasobek prvniho fadku od druhého
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Oberhuber Modifikace GEM pro

Thamast tridiagonalni systém
algoritmus e dostavame
1 1] X1 4]
a—Coynn be X & — Cpy
C3 az  bs X3 B a3
Cn—1 an-1 bp_1 Xn—1 dn—1
Cn an Xn dn

e nasledné podélime druhy radek pivotem

a — G2
e dostdvame
1 5 X1 1
1 Xo 07— Copy
32*02}“: g
C3 3 b3 X3 - d3
Cnt @1 bn1 Xn—1 An—1
Cn an Xn dn
do—
ca tedy He = az—bézlﬂ ’ /Ejﬁz—
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Modifikace GEM pro
tridiagonalni systém

® v k-tém kroku mame na zac¢atku soustavu tvaru

1 m X4 1 Q/I
' : 2L 7 f
Hk—1 X1 Pk—1
@ﬁ‘” "\ &ldy =q,-¢
: : % 2 2 @@ 9
Cnt @n-1 bp1 Xn—1 An—1
¢ an Xn dy ~ r
* odeéteme ¢, nasobek k — 1-tého fadku od k-tého ’( D 6 MW /D/ W
1 m X1 4l
1 Hk—1 Xk-—i Pk.—1
ak — Ckpk—1 b X | _ | %k Ckpk—1
Ch+1 k1 bryt Xict1 o8]
Cnt @n—1 bpy Xn.— 1 dn‘— 1
Cn an Xn

0/,4'

® nyni podélime k-ty fadek pivotem ay — Cxpuk—1 @

dp
dostavame = / ﬂ
o L a2, R

k — CkPk—1
k= P
8k — Crhk—1" Ak — Ckhk—1

\$~
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Oberhuber MOdIfIkaCe G EM prO
e tridiagonalni systém

algoritmus e z tvaru matice soustavy na konci pfimého chodu, 1.

P1
1 p2
1 us 3
1 pin=1 Pn—1
1

Xn = pn

Xn—1 = Pn—1 — Hn-1Xn
1
Xk = Pk — BkXk+1
X1 = P~ X2
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Oberhuber Modifikace GEM pro

S tridiagonalni systém
AR Metoda faktorizace pro tridiagonalni soustavy
oy =b o %
/"L1 - a’ p1 - ay
® pro k =2,...n— 1 napocitame O[ﬂv)
L S S TS )
ak — Ckftk—1 ak — Ckjtk—1’

dn—Cnpn—1
an—Cnftn—1

® polozime x, = pn
e prok=n—1,...,1 napo&itame @//’\/

Xk = Pk — MkXk+1

= C/ﬂ/ . o)

.apn:
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Modifikace GEM pro
tridiagonalni systém

Kéd Thomasova algoritmu:

[% xxx
» Eliminuj prvky pod diagonalou

AL O J[ 1] /= A[( 0 I[ 0 I;
b[ 0] /= A[ 0 ][ O [;
AlO ][ 0] = 1.0;
for( int k = 1; k < n; k++ )
{
b[ k] =(b[ k] —-A[ k ][ k=1 ] « b[ k=11 ) /
(AL K I k1 —A[ k ][ k=1 ] ~ A[( k=1 ][ k] );
if( k <n-1)
Al k ][ k+#1 ] = A[ k 1[ k+1 1 /
(A[(k][ ] Al kK 1 k=11 « A[ k=1 ][ k T ) );
Al kK 1[ k] =
}
[x xxx
= Zpetna substituce
*/
for( int k =n—-2; k >= 0; k— )
b[ k1] =Db[ k] —A[ k ][ k¢é1 ] « b[ k + 1 ];
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Oberhuber Modifikace GEM pro

S tridiagonalni systém
elgormus e ThomasUv algoritmus je implementovan v programu
thomas-solver

® ——size n
® velikost matice soustavy
® jeji tvarje
25 —1
-1 25 -1
A= -1 25 —1

-1 25

® prava strana se napocita tak, aby feSenim byl vektor ze
samych jedniCek

® program fesi zadanou soustavu nejprve pomoci GEMu
a pak pomoci Thomasova algoritmu pro porovnani
efektivity obou resica

® ——verbose n

® nastavuje Uroven vypisovanych informaci v prabéhu

vypoctu
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* méjme soustavu AX = b se silné regularni matici A s

- . L
Sominak nasleduijici blokovou strukturou
Aq Cq )?1 ad
As Co ;2 >
Arq Cry )_(’r71 dr,1
By By ... B,_j4 A, Xr a,

e rozméry blokl mohou byt rizné, ale pozadujeme, aby
A, Cj, X; a d; mély stejny podet radku pro i e r — 1,
aby B1,B+,...B,_1, A, X d; mély stejny pocet radku,
aby A; a B; mély stejny podet sloupctiproier=1,a
aby Ci,...C,_1 a A, mély stejny pocet sloupct
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Oberhuber Schur(v doplnék

® provedeme blokovou Gaussovu eliminaci, tj. ity fadek
vynasobime matici A;” Tproierii

Schurtv TB I A]q @, 4 l’m
doplngk 1 X 1
opine TD I @ Xo A a
L . .

i-tého fadku

I ATy X
I Ag102 X2
I Cr 1 X1
Qo . O w— By 1 %
A7'd,
A'ds
ﬁ\;j1ii,1

@_Eﬂ gnch—Bo A5 oo — ... — BrpAilidmy
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perncs Schurlv doplnék

Oberhuber
Definition 1
Matice
) $=A,—BiA;'Cy —BpA,'Co— ... — Br1A,; T,y se
SISy nazyva Schurdv dopinék.

doplnék
e matici jsem prevedli na blokové horni trojuhelnikovou
* zavedeme znaceni
S= a, - ]B1A171 81 — B2A51 82 — ... = ]B,,1A:J1 8,,1
e pak ma soustava tvar

I ATy 4 A7'd,
I A51 Co )?2 A£1 e
I ALC X1 ATy
3 Xr s

e snadno vidime, Ze feseni Ize ziskat jako

X% = $7'§
- 13 1 -
Xr—1 = Ar,1dr—1 - A,,1Cr—1xr

X A7'dy - AT 4%
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doplnék

Vypocet probiha takto:
* nejprve napoditame inverze A7 projicr—1,v
pfipadé paralelniho vypoctu to Ize provést soucasné
® napocita se Schurlv doplnék $
e vyresi se soustava $x, = S
e napogitaji se zbylé slozky Fegeni x,_1,...,x1, to Ize
také provést paralelné
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Oberhuber Schur(v doplnék

S ¢ na Schurové doplfku jsou postaveny nékteré metody
doplngk pro paralelni feSeni linearnich soustav, to je dano
blokovym tvarem matice

® pro soustavy pochazejici z feSeni parcialnich
diferencialnich rovnic je to metoda zvana domain
decomposition
e teoreticky muzeme uvazovat, ze bloky maji velikost 1, a
jde zase jen o specialni tvar matice podobné, jako u
tridiagonalni matice
e takové matice se ale neobjevuji ¢asto na rozdil od
tridiagonalnich matic
e Schurlv dopInék ma ale i jiny vyznam nez jen pro
paralelizaci
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Schurliv doplnék

pro r = 2 nemusi byt puvodni soustava ani fidka

dostavame
(o 2 ) ()&
By Ap Xo ds
pokud je A4 napt. tridiagonalni nebo symetricka nebo
pozitivné definitni mdzeme k vypoctu jeji inverze vyuzit
efektivnéj§i metody, které uz zname
tento postup se velice Casto pouziva pro soustavy,

které jsou indefinitni, tj. maji kladna i zaporna vlastni
Cisla — bézné metody zde nejsou pfilis efektivni
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Schurlv
doplnék

¢ také jsme si na Schurove doplnku ukazali, jak provadéet
GEM na blokové matice

e podobny postup Ize pouzit i pro blokoveé tridiagonalni
matice nebo jiné blokoveé vyhodné usporadani matice
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Oggmiier ShrnUTI'

Shrnuti

¢ feSeni soustav s tridiagonalni matici
® co je to Schurtv doplnék
¢ blokové modifikace maticovych algoritma
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