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Obernber lterativni metody

Iterativni
metody

Budeme se zabyvat.metodami pro fedeni tlohy AX = b's
regularni matief A."Chceme najit efektivnéjsi metody, nez
je GEM.

* iterativni metody generuji posloupnost {X(¥)},°  ktera
konverguje k feSeni soustavy

k) ox

lim XK = ¥

k—oo

e prakticky tak (obecné) nikdy nedostaneme presné
feSeni, ale mizeme dostat (téméf) libovolné presnou
aproximaci
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Obernuber lterativni metody obecné

Iterativni
metody

e obecné plati, ze volime libovolné x(© a dale
napocitavame

7+ Z B0 | gk

kde volba B(¥) a &k zalezi na pouzité metodé
¢ dale pozadujeme, aby pro v8echna k platilo

X — B(k))-(’* + E(k),

kde X* je pfesné feseni soustavy AX = b
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Iterativni
metody

lterativni metody obecné

Theorem 1
Iterativni metoda tvaru

0 Z B 4 g6,
splnujici
x* = BKx* 4 gk,
konverguje k X* pro libovolné X(°) pravé kdyz,

lim BOBK-1  BO —g

k—oc0

(L) M/ 1 7
Dudkaz. / ﬁ ] /’J /
Video na Youtube //7/,@/:)00 as]
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s Citlivost a stabilita iterativnich

o s =) metod
> X

e pokud béhem vypoctu dojde k néjaké chybé, treba
vinou zaokrouhleni, mizeme se na vysledny vektor
divat jako na nové x(©), které muze byt libovolné a
metoda bude konvergovat i tak

e chyby ve vypoctech se tedy nekumuluji, ale eliminuiji
e jde o tzv. samoopravuijici vlastnost iterativnich metod

e tim padem jiz dale nemusime studovat citlivost
iterativnich metod na vypocetni chyby
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Obernuber lterativni metody obecné

(Y = CHUENE nfAAE /it
(PP NERE e, WA Qi)

Iterativni metody pro feSeni linearnich soustav se déli na:
e stacionarni — B¥) a ¢ jsou kcinstantnl tj.

XKD =Bk 1 ¢ //’x)

e nestacionarni — B¥) a ¢(¥ jsou rlizné pro kazdé k
Vyhoda stacionarnich metod je, Ze pracujeme jen s jednou
matici. Jsou proto jednoduss$i na implementaci a také na
numerickou analyzu. Dale budeme studovat pouze
stacionarni metody.
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Oberhber Stacionarni iterativni metody

Theorem 2
Metoda dana vztahem

Stacionarni
metody

7k B 4 g
a splriujici
X* =BX* + ¢,
konverguje k X* pro libovolné X(©) pravé kdyz plat,

lim B = 9.

k—oo

Dukaz.
Plyne zvéty 1 a

lim B&1 . BO = |im B,

k—o00 k—o0
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Oberhber Stacionarni iterativni metody

Stacionarni

metody Theorem 3
Metoda dang vztahem

xk+t1) = B 4 ¢
a splriujici
X" =DBX" + ¢,

konverguje k x* pro libovolné X(©) pravé kdyZ plati, Ze
p(B) < 1.

Dikaz.
Plyne z podminek pro konvergenci posloupnosti BX. O
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Oberhber Stacionarni iterativni metody

Stacionarni

metody Theorem 4
Postacujici podminkou pro to, aby metoda dana vztahem

xk+t1) = Bx(W 4 ¢
a splriujici
X* = BX* + ¢,

konvergovala k X* pro libovolné X©) je, Ze | B|| < 1 v néjaké
maticové normé ||-||.

Dulkaz.
Plyne z podminek pro konvergenci posloupnosti BX. O
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Stacionarni
metody

Stacionarni iterativni metody

Theorem 5
Aposteriorni odhady chyb pro stacionarni iterativni
metody: Pro metodu danou vztahem ,Z ( / ;Z (P ) :fo / ‘ 2,
XD = BX() 4 &,
a splriujici ax=f— ﬂ,{) —Qy+ 4

X* = BX* + ¢,

¢

kde X* je fesenim soustavy linedrnich rovnic A% = b, plati
nasledujici odhady chyby aproximace feseni:

79 - % < ||| a5 - B = A~ |,
© IR0 = x) < -y | e - 5,

pfi pouZiti souhlasné maticové normy s danou vektorovou

normou.
Remark 6
Zde jsme pouZili definici rezidua v k-té iteraci
7K — A0 _ B, a AL —47(/67,5(,;
GEAIAAT Ty
Dikaz.
Video na Youtube O
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Obernuber Stacionarni iterativni metody

Stacionarni

metody Remark 7

e aposteriorni odhady chyb jsou duleZité pro zjisténi, kdy
vypocet metody zastavit a to sice tehdy, je-Ii |79
nebo || Xk — X(9)|| dostatecné malé

* pojem "dostateCne malé" se casto vztahuje k normé
matice A nebo pravé strany b rovnice, tj. poZadujeme
napfr.
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Oberhuber Stacionarni iterativni metody

Theorem 8
o Apriorni odhad chyby pro stacionarni iterativni metody:
e Bud'||B|| < 1 v néjaké maticové normé. Pak pro
posloupnost {X¥)} . generovanou pfedpisem

%D — BRI | G

a splrujici
X*=BX" +C,

plati )
-] o

kde pouzita maticova norma je souhlasna s pouZitou

vektorovou normou. ( / @ / B 0{ g9 G /[O-S
Dikaz.
Vil:jeizna Youtube (r=a7 O

b

Y(O)"+1—|

B
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Obernuber Stacionarni iterativni metody

Stacionarni
metody

® nyni jiz vime, za jakych podminek stacionarni metoda
konverguje k néjakému vektoru X* a znamé odhady
chyb

e dale se budeme zabyvat otazkou, jak volit matici B a
vektor C, aby vztah

X" =BX* +¢,
platil pro fe$eni X* soustavy linearnich rovnic AX = b

o) . (4]
// X < =X
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Obernuber Metoda postupnych aproximaci
- —(>)
AL =0 X

postupnych e pii ndvrhu nejjednodussi iterativni metody chceme najit
e néjaky zplsob, jak zlepsit uréitou aproximaci regeni x(K)
* potfebujeme tedy odhadnout, jaké chyby se s danou
aproximaci dopoustime
¢ jediny odhad, ktery mame k dispozici, je reziduum

9 — A%t _ B
=2 (A A
K
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Metoda
postupnych
aproximaci

Metoda postupnych aproximaci

zkusme tedy metodu 7/7>
JU1) — 300 _pk) — 3 _ px00 1 p— (1~ A) ¥R 4
vidime, Ze metoda splfiuje podminku
**—(11 A)**+5(<:>M*:E)
je tedy M

I—A,
¢ = b

tuto metodu nazveme metodou postupnych
aproximaci

5
b
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Metoda
postupnych
aproximaci

Metoda postupnych aproximaci

bool postupneAproximace( const Matrix& A,
const Vector& b,
Vector& x,
double eps )
{
double normB = norm( b ); 2
double r = eps + 1.0; ﬂ/ I /<
Vector y;
while( r > eps )
{ 7
[% wxx Ve
:/Postupne aproximace PDG??’ /72//72,&}0
r = 0.0;
for( int i = 0; i <n; i++ ) éé
{ (C /\/
double r_i = b[ i ];
for( int j = 0; j < n; j++ )
Ly AL
y[ i = x[ i — r_i; — r
r=1r + r_i ~r_i; _ _~ (65/2,)
} A~ /DA
[+ wxx
« Vypocet rezidua /}’/ . K
«/ - 2
r = sqrt( r / normB;
o qrEe) Kn —2 Q/ﬂv/
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Metoda
postupnych
aproximaci

(41,1 = (o 008 93
Metoda postupnych aproximaci

e stacionarni metody pro feSeni soustav linearnich rovnic
jsou implementovany v programu
stationary-solver

—-—input-file — vstupni soubor s matici
--method — pouzita metoda

® richardson, jacobi, gauss-seidel a sor

® ——relaxation r —relaxacni parametr
® ——matrix-format dense/ellpack —format pro

uloZeni matice soustavy
® pro fidké matice je urCen format ellpack

® ——initial-value v - nastaveni vektoru X(®)
® ——max-iterations n — maximalni mozny pocet

provedenych iteraci
--convergence-residue r — hodnota kritéria pro
zastaveni vypoctu (jde o proménnou eps v kddu)
—-—verbose n
® nastavuje Uroven vypisovanych informaci v prdbéhu
vypoctu
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Obernuber Metoda postupnych aproximaci
e jak uvidime pozdéji, metoda postupnych aproximaci je
vlastné Richardsonova metoda s relaxacnim
parametrem rovnym 1

Metoda ¢ na tuto hodnotu je tento parametr nastaven

postupnych . .

aproximac automaticky, pokud neuvedeme jinak
Example 9

1 stationary—solver —method richardson \
2 —input—file data/matrix—pd.mtx
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Metoda
postupnych
aproximaci

Metoda postupnych aproximaci

Theorem 10 .
Metoda postupnych aproximaci pro rovnici AX = b (s
regularni matici A) ve tvaru -

n c

X1 = (1 — A) X 4 b,

konverguje pro kazdé xX(©) k fedeni zadané rovnice prévé
kdyz D)

p(I—A) <1
Je-li D)

[T — Al <1,
pro néjakou maticovou normu ||-||, pak tato metoda také
konverguje k feseni soustavy pro libovolné X(©).

Dlkaz.
Plyne snadno z podminek pro konvergenci stacionarnich

metod. V€A 2, ‘// e J’%U Co= 2.
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lterativni
metody

Metoda
postupnych
aproximaci

Predpodminéni

Metoda postupnych aproximaci

Solx) = L+ 1
fo () 2P

Theorem 11
Bud p(x) polynom proménné x. Bud’ A € C™", A € o (A).
Pakp(X) € o (p(A)).

Dlkaz.
Video na Youtube O

PRIELAD - )
D ET(A) = plb) e TIMA) ; 7 W
2 pF7 < AAZ 4 LR = LA(%) + Yo+ ><—_
_ )74 e = (Ra+ )2 )2
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Oberhber Metoda postupnych aproximaci

Theorem 12
Bud' A hermitovska ?‘25 Pak metoda postupnych

aproximaci konverguje pravée kdyZz plati
Metoda

poprih 2>n>0  e>A)2)
Dukaz. .
. 20 -A=-0C
Video na Youtube S L
Remark 13 =P

Takovych matic ale moc neni.
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Obernber Pfedpodminéna metoda
postupnych aproximaci
¢ abychom zlepsili konvergenci metody postupnych
aproximaci, pouZijeme tzv. pfedpodminéni
* soustavu AX = b vynasobime vhodnou regularni matici
H
Predpodminéni ¢ dostaneme soustavu

— -

HAX =THb

e fedeni se tim nezméni

A AT .

(A
th o St 7 (T-HAX +HAL
S AR HHAE gé_/// >
0
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Obernber Pfedpodminéna metoda
postupnych aproximaci
* metoda postupnych aproximaci ma nyni mit tvar

R gk AR
_ X0 mAR® 4 1B
Predpodminéni _ )—(’(k) —H (A)_(’(k) _ 5)

= (I-HA)X® +Hb

® a samozfejmeé plati podminka

(I—HA)X* + Hb = X* — HAX* + Hb = X

m 2t-H 7
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Obernber Pfedpodminéna metoda
postupnych aproximaci

Predpodminéni o ze vztahu Xkt = (I — HA) ¥%) + Hb vidime, Ze
B — I—HA,
¢ = Wb

e plati tedy nasledujici véty
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Predpodminéni

Pfedpodminéna metoda
postupnych aproximaci
Theorem 14

Predpodminena metoda postupnych aproximaci pro rovnici
AX = b (s reguldrni matici A) s pfedpodminénim H ve tvaru

XK+ — (1 — HA) X + Hb,

konverguje pro kazdé X(©) k feseni zadané rovnice pravé
kdyz

p(I—HA) < 1.
Je-li

IT—HA| <1,

pro néjakou maticovou normu |||, pak tato metoda také
konverguje k Feseni soustavy pro libovolné x(©).

Dikaz.
Plyne snadno z podminek pro konvergenci stacionarnich

metod. (/£ [A /O / //{//}Z:W,Z 0
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Predpodminéni

Pfedpodminéna metoda
postupnych aproximaci
Theorem 15

Bud’ A hermitovska a PD. Pak prfedpodminéna metoda
postupnych aproximaci konverguje, pokud plati

W+ W*>A>0,

kde W = H~'. Konvergence je navic monoténni vzhledem
k vektorové normé ||-|| 4.

~
Dukaz. B-1 _//j/A

Video na Youtube =L O
Remark 16

Pro metodu postupnych aproximaci bez predpodminéni, je
W =1 a dostavame jiz dokazané kritérium

2 > A > 0.
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i AR~ HEZ S
owenwe  y'pp - % Predpodminéna metoda
2 -/m'4  postupnych aproximaci
® nyni vyvstava otazka, jak volit matici H
o ze vztahu Xkt = ¥(K) — HAX() 4 Hb dostavame, ze
pfivolbé H= A""je

Pfedpodminéni v
redpodmineni X(k+1)

= ¥ _HAx®W L Hp
= x0 _pa-1ax0 L a-p
= xk) _ x(k) | g+

vk

= X

* metoda by tak konvergovala po jedné iteraci

e ziskat A~' ale umime jen pomoci GEM, éemuz jsme
se chtéli vyhnout

e umeéni je najit matici H tak, aby co nejlépe
aproximovala A~ ale byla snadno dosazitelna
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Predpodminéni

A=V (:/ /A q) Shrnuti

LR =L (@ Jug= 1
LU = (mconeerg (VYo IH

e konvergence stacionarnich metod
* p(AY < 1-nutnd a postatuijici CD[@) £
J HAﬁé - postadujici Dy 47
e apriorni a aposteriorni odhady chyb
o |AXK) —b|/|b] < e 1074
o X9 — XD /b < e~ 107
e predpodminéni
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