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Obernuber Castecny problém vlastnich
Cisel

vypocet kompletniho spektra je velmi naro¢néa uloha

e Casto nam staci nalézt tfeba jen jedno, v absolutni
hodnoté nejvétsi viastni Cislo

* mluvime pak o ¢aste¢ném problému vlastnich Cisel
e pro tento Ucel se pouziva hlavné mocninna metoda
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Obernuber Castecny problém vlastnich
Cisel

Poznamka

V této Casti budeme pouzivat zjednoduSené pojmy:
® nejvétsi vilastni ¢islo = v absolutni hodnoté nejvétsi
vlastni Cislo

* nejvétsi vlastni vektor = libovolny vlastni vektor
prislusejici k v absolutni hodnoté nejvétSimu vlastnimu
Cislu
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Vlastni vektor

Vlastni vektor
) 2
¢ J

Méjme matici A
Pak

1, 1 [ 3k
. Lotk b _
kll~>moo 3k X klmm 3k ( )

coz je vlastni vektor prislusejici k vlastnimu ¢&islu 3.
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Vlastni vektor

Vlastni vektor

bude-li matice A obecna a ne diagonalni, byl by
vypo&et AX velmi naroény

navic nés zajima jeji aplikace jen na jeden vektor
X0 =1, N7

vypocet k-té mocniny nahradime nasledujici
vektorovou posloupnosti

xk+1) — a x(k)

pak plati, ze
3(K) — pkx(0)
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Vlastni vektor

Vlastni vektor

e obecné pak pro X(9) = (xq, x)T dostavame

k k
g0 —pk (X ) (3 Xy (8
X A(X2> ( 2k><X2> <2kX2

1 .1 [ 3kx p%
k) — _ 1 = 1
kll—>moo st kll—>moo 3k ( 2kX2 > < 0 ) ’

e je-li x; # 0, opét dostavame nejvétsi vliastni vektor
JJ(4

( f/ﬂ%
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Vlastni vektor

Vlastni vektor

e vidime tedy, Ze je dullezité, aby prvni slozka vektoru
X©) = (x1,x2)" byla nenulova, jinak by limitni vektor
byl nulovy

e jinymi slovy X(©) musi mit nenulovy primét do sméru
nejvétsiho vlastniho vektoru
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s Vlastni vektor

Vlastni vektor

e dé&lenim &islem 3% jsme dé&lali proto, aby vznikla
posloupnost x(%) konvergovala

e jinak bychom dostali posloupnost vektoru, které se sice
staci do smeéru nejvétsiho vlastniho vektoru, ale jejich
velikost roste do nekonecna

e teoreticky by to mozna nemuselo vadit, ale v aritmetice
s konecnou presnosti by snadno doslo k preteceni
maximalniho nebo minimalniho exponentu

e obecnéji mizeme provadét déleni nejvétsi slozkou
vysledného vektoru

e dostavame tak tzv. mocninnou metodu
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s Mocninna metoda

L1 UXA7

metoda
¢ tato metoda konstruuje nasledujici posloupnosti:

gkt = g,
bt = argmaxi—q, aly <)
Pk+1 = y/(kﬁr”,

| gkt _ pk1+1~(k+1)‘

e za vhodnych pfedpokladii X(¥) konverguije k nejvétsimu
vlastnimu vektoru a px k nejvéts§imu viastnimu Cislu

—7(,244) (1 AL
@Kﬂ = - .
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Mocninna Example 1
metoda
: e bud opét
A= ( ’ 2 ) KO =(1,1)7
* pak

k| 8D s | prgr | XKD
of BT | 1| 3 | (197
Tt s gy
2 (3’%); 1| 3 (1@);
3] (3,1 1 3 (1,8)
:, / 1 . : \
i EEH)T] 3 (LB
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Mocninna

metoda Example 2
* nyni zménime x(©)

[A:<3 2),)?(0):(0,1)7.
(a0,
* pak
k }7‘)"“) It | prat
01027 2 | 2 [@©1)
110,27 2 | 2 [(01)7

glk+1)

;'(o,zz)T o | 2 (0,1)7
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Mocninna
metoda

Mochninna metoda

* metoda generuje konstantni posloupnost nejmensiho

vlastniho Cisla a pfislusného vlastniho vektoru

stalo se to proto, Ze za po&ateéni vektor X(©) jsme zvolili
jiny nez nejvétsi viastni vektor

pokud by A byla vétsi matice a my zvolili za X9 jiny
vlastni vektor, stalo by se to samé

ve vysledku tak dostavame néjaky vlastni vektor podle
volby X(©| ale nevime jaky

to ale neni to, co chceme - nas zajima nejvétsi viastni
Cislo a pfislusny vlastni vektor

problém nastava, kdyz x(©) ma nulovy pramét do
smeéru "nejvétsiho vlastniho vektoru” a metoda tedy
nema Sanci ho v daném sméru protahovat
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Example 3 //A\ =y 7 ;Z/j)
- ~
HE e uvaZme tento pfiklad

_ (3 ~(0) _ T
A—( 2>,X =(e1)".

* pak

k U g | prgr | XKD

1 (2e,2)7 | 2 2 (ge,y

i—1 (2,3‘16 T | 2 2 (Ge 1)
i (3l+1€ 2)T | 1 3;16 (1)3,+1 o7
2H4

i+1 (3’ gii: 6) 1 3 (1 ) 32 e)T

0 | G2l [ 2 2 | G {j
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% Mochninna metoda
L —

Mocninna
metoda

1 ,Z(o/

e vidime, Ze stadi, aby pramét X(°) do sméru nejvétsino
vlastniho vektoru byl i velice maly

e toto v praxi u realnych uloh zajisti zaokrouhlovaci
chyby

e navic, pokud budeme x(% volit n4hodné&, pak je nulova

pravdépodobnost trefit vektor s nulovym primétem do
nejvétsiho vlastniho vektoru
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Obethaber Mocninnéa metoda
e bud A hermitovska, tj. A = UDU*, kde

Mocninna

metoda D = diag{\1,...,\n}
aplati [AM] > [A2| > ... > |\g]
e plati
AU =UD = (\d", ... \pa™)
e tedy (M, ..., t(" jsou ON vlastni vektory
e dale
AKX = UDFU*X = UDKV,
kde v = U*X.
* V je tedy vektor x®) transformovany do baze vlastnich
vektord matice A tj. d(, ..., a("

e aby metoda dobfe fungovala, je opét potreba, aby
pramét do nejvétsiho vlastniho vektoru d(") byl

nenulovy a tedy v; # 0
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n
e pak bude platit

Mocninna
metoda
/\£>/I
Al y
Y N -
lim —AX—th 1 V=
k—oo )\1
A
Y
'1 Vq
0 v 0 (™)
=U v=0U ) = wviu
0 0

e déleni Ay misto px jsme zde délali pro zjednoduseni

prikladu
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Oberhuber Mocninna metoda
e v prikladu 3 jsme ukazali, ze pokud se [y neméni, pk
Voeninna dava odhad nejvétsiho vlastniho Cisla
metoda e pokud by se posloupnost /x neustalovala, Ize odhad
vlastniho ¢&isla ziskat z odhadu vlastniho vektoru
¢ je-li X(¥) odhad vlastniho vektoru, pak plati

AXK) = ylkt1) &\ x|

a tedy
y1(k+1) ¢ X1(k)
yék—H) _ szék)
YD~ g
e kazdé z ¢isel ¢y, ..., c, je aproximace Ay, mGzeme si

vybrat jedno z nich nebo tfeba primérnou hodnotu
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s Mocninna metoda

Moenina Shrnuti mocninné metody pro diagonalni nebo hermitovské
matice:

¢ metoda exponencialné zesiluje efekt jednotlivych
vlastnich Cisel a vektor(

e tento efekt se zobrazuje skrze vektor x(%)

e aby metoda spravné nasla nejvétsi vliastni vektor musi
byt pramét X(©) do sméru nejvétsiho vlastniho vektoru
nenulovy

¢ v takovém pfipadé ani nemuze nastat déleni nulou, to
by nastalo jen v pfipadé, ze (0 =0

Mocninna metoda stejnym zpusobem funguije i pro

vvvvvv
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Mocninna
metoda

Mochninna metoda

Theorem 4
Vektor XX) z mocninné metody Ize vyjadfit takto
0 1 akz0)
P1P2 - - - Pk
k_/—\,I/
Dukaz. ’]
Video na Youtube 1

Remark 5
Pokud px — \1, pak plati

P1p2 - pr ~ N

20/34



/;M% //3( L)
2ol 2 L)
o) A

(DZ—M
o) A o A
9(/ O, A X T L% &7
T A /O,L/b/o/
) I%/%o"”@

L (4-2
Vi AR

p——



s Mocninna metoda

Theorem 6

Mocninna Necht matice A € C™" ma jedno v absolutni hodnoté
nejvetsi viastni cislo \ jednonasobné nebo vicenasobné se
stejnou algebraickou i geometrickou nasobnosti a
yM . ...,y jsou pfislusné viastni vektory. Necht matice X
prevadi A do Jordanova tvaru, {j.

A=X"1I,X

tak, Ze \ se vyskytuje na prvnich r fadcich J 5. Pak pro
libovolné X(©) takové, Ze alespori jedna z prvnich r sloZek
vektoru XX je nenulova, plati, Ze v mocninné metodé
konverguje posloupnost py k viastnimu Cislu \ a
posloupnost X¥) k pfislusnému viastnimu vektoru.

Dukaz. Z =
Video na Youtube s 7 O
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Mocninna
metoda

Mochninna metoda

Theorem 7

Necht matice A € C™" ma dve v absolutni hodnote nejvetsi
viastni ¢isla A, —\1 s opacnym znaménkem. Necht

yM, y@ jsou pfislusné viastni vektory. Necht matice X
prevadi A do Jordanova tvaru, t.

A =X"1I,X

tak, Ze +)\ se vyskytuje na prvnich dvou radcich T . Pak
pro libovolné X(©) takové, Ze alespori jedna z prvnich dvou
sloZek vektoru XX je nenulova, plati, Ze v mocninné
metodé konverguje posloupnost . /paxpax+1 k absolutni
hodnoté nejvétsich viastnich Cisel a posloupnost

AXPR) 4+ XX k viastnimu vektoru pFislusejicimu k
viastnimu &islu \y a posloupnost Ax(2K) — x;x(2kK) k
vlastnimu vektoru pfislusejicimu k viastnimu Cislu —\.
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s Mocninna metoda

Mocninna

metoda ® mocninna metoda je implementovana v programu
power—-method

® ——input-file — vstupni soubor s matici

® ——eigenvalue largest/smallest —jaké vlastni
Cislo hledame

® ——initial-value v — nastaveni vektoru x(©)

® ——max-iterations n — maximalni mozny pocet
provedenych iteraci

® ——convergence-residue r —hodnota kritéria pro
zastaveni vypoctu

® ——verbose n

® nastavuje Uroven vypisovanych informaci v prdbéhu
vypoctu
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s Mocninna metoda

Mocninna
metoda

Remark 8

K napocitani samotného viastniho vektoru staci konstruovat
tzv. Krylovovu posloupnost xX(0, Ax(0) A2xO) . g déleni
cislem px neni nutné, je dobré jen pro lepsi numerickou
stabilitu.

Remark 9

Rychlost konvergence zavisi na poméru L. Konvergenci

muZeme urychlit vhodnym posunem spektra o ¢islo \*

Upravou pL"lvodn/’ matice na matici A — \*I. Tim muZeme

zmensit podil i' = K p pak musime pficist \*.
@/"——_-_—__——_—___________-___—______—_________5\\\\1C\444

7

o @
A000

9
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Mocninna
metoda

Mochninna metoda

Remark 10
Pokud chceme najit v absolutni hodnoté nejmensi viastni
cislo matice A, muzeme pouZzit mocninnou metodu na
matici A~". Nejmensi viastni Cislo pak bude . Pokud
chceme najit vlastni ¢islo matice A, které je nejblize
zvolenému Cislu X' budeme hledat nejveétsi viastni ¢islo
matice

(A —xT)".

Hledané Cislo pak ziskdme jako 1 + V.
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Mocninna
metoda

Mochninna metoda

Remark 11
V pfipade z pfedchozi poznamky napocitavame

FoHD = a-1300.

Abychom se vyhnuli vypoCtu inverze matice A, pfevedeme
vziah na

Ayt = (k)

a fesime soustavu linearnich rovnic. S vyhodou Ize vyuZit
iterativni metody nebot:

e pro k malé je zbytecné fesit linearni soustavu s
vysokou presnosti a staci proto pocitat mensi poCet
iteraci

e pro k velké se po sobé jdouci vektory y¥) g y(k+1)
pfilis nelisi a y¥) je dobrym odhadem Feseni pro
soustavu s neznamym vektorem yk+1)

Tento trik, jak se zbavit vypoctu inverze matice, jez
pouze aplikujeme na jeden nebo nékolik vektoru, se v
numerice pouziva velmi ¢asto.
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Redukéni
metoda

Redukcni metoda

¢ tato metoda slouzi k odseparovani jiz nalezenych
vlastnich Cisel, pokud chceme napt. napocitat vice nez
jedno v absolutni hodnoté nejvétsi vlastni Cislo

¢ nehodi se ale pro vypocCet kompletniho spektra, kvali
rychlé ztraté presnosti

Remark 12
Bud'tedy A € C™" a Ay € o (A) a X k nému prislusny
vlastni vektor. Odvodime metodu pro vypocet matice

B e C"-1."-1, kterd ma véechna viastni &isla stejnd jako A
az na \q, u kterého se snizi nasobnost.
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Oberhuber

Redukéni
tod. . . v s v ,
mees e matici A pfevedeme do baze, tvofené vektory

X,85,...,8n
e v této bazi bude matice vypadat takto

_ Mo Gt
P 'arP=( 2
< 9 ]B )’

kde PP je matice pfechodu mezi bazemi.
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Redukéni
metoda

Redukéni metoda
Tvar matice P je zfejmy, jeji sloupce tvori bazické vektory

X4
Xo 1

Xn 1
Inverzni matici k matici IP je takova, ktera prvni radek podéli
X1 a vynuluje v8echny prvky pod diagonalou v prvnim

sloupci. Takovou matici ale snadno najdeme, zname ji z
GEM.
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Roznasobenim snadno ziskame tvar matice B

Redukéni
metoda

X: X: X:
age — 5312 ag3 — 5313 ... @ — gfam
a2 — ;@12 a3 — ;@3 ... an— 5 an

B= 1 1 X1

X X X

An2 — %812 @ng —5/a13 ... a@nn— 5 @1n

Jeji tvar Ize také snadno odvodit, pokud si uvédomime, ze
pravy dolni ¢tverec matice AP o rozmérech

(n—1) x (n— 1) odpovida pfesné prvkim matice A. P¥i
nasobeni matici P~ zleva pak v tomto &tverci od kazdého
fadku / odecitame §: nasobek prvniho Fadku matice A. To
je pravé vyznam matice P~ .
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Tomas Redukc¢ni metoda

Oberhuber

Redukéni
metoda

Podobné Ize odvodit, Zze

7 1
q = — (a2, &3,.--,a1n)
X
Nyni zndme matici B a mdzeme najit nékteré jeji viastni

&islo Ap. Bud' Z = (2o,...,2,)" k nému pfisludny vlastni
vektor. Jak najit odpovidajici vlastni vektor matice A?
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Redukéni
metoda

Redukcni metoda
Logicky jako linearni kombinaci bazickych vektort danych
sloupci matice IP. K tomu ale musime dopocitat slozku z;.
Musi platit

M g’ z _ Mzi+GT 2\ Mz +GT
06 B zZ - BZ - \oZ

a tedy
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Obernuber Redukéni metoda
e pokud by bylo Ay = X, pak plati BZ = \{Z a musi byt

i AoGr z\ _(( Mz+G7Z2\ [ Mz
e 7op)\z)" ez )7z

e tj. musi byt G'Z = 0 a z Ize volit libovolng.
Vlastni vektor matice A je pak dan jako

o, Zi,\ o 0
(%) -nee (8)
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Oberhuber Shrnuti a otazky

Shrnuti a
otézky e Castecny problém viastnich Cisel
* mocninna metoda
® jak v praxi zarucit jeji podminky konvergence?
® jak napocitat nejmensi viastni ¢islo?
¢ redukéni metoda
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