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Chyba
aproximace

Lagrangeuv polynom - chyba
aproximace

Theorem 1
Bud' Iy C Dy nejmensi interval takovy, Ze

X, X0, X1,...,Xn € Iy @a f ma na I, derivaci radu n+ 1. Bud' L,

Lagrangelv interpolacni polynom pfislusny k funkci f a

bodum xg, X1, . .., Xn. Pak existuje £ € Iy takové, Ze

) (¢)

Rn(x) = f(x) — La(x) = m

wn(X),

kde

Dukaz. Yo ) X R

Video na Youtube

521k)
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Obernber Lagrangelv polynom - chyba
Ghyba aproximace

aproximace M
- —

A 1

Remark 2
K vypoctu Lagrangeova polynomu nepotfebujeme znat
Zadnou derivaci funkce f. Pokud ale neexistuje n + 1
derivace funkce f, pak L,(x) vibec nelze povaZovat za jeji
aproximaci.
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Obernuber Lagrangetv polynom - chyba
Chyba aproximace
e Theorem 3

Necht xy, X1, ..., Xp jsou rdzné body a L,(x) je jednoznacny
Lagrangeuv polynom, ktery aproximuje funkci f s pomoci
funkcnich hodnot v téchto uzlech, . f splriuje pfedpoklady
predchozi véty. Necht x € Iy intervalu definovaného v

predchozi vété, pak plati /f '/ }
Q /JK) = f(x) = Lo(X) = fX0, X1, - - . , X, X]wn(X)
a tedy plati
f(n+1)(£)
f[)Q37 X1, ’ )Q7a)(] = (17 1 )[7
pro ¢ € ly. Kpy =2 Sedre s(/u1>
Dukaz.
Video na Youtube U]
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Chyba
aproximace

Lagrangeuv polynom - chyba

aproximace
Remark 4
Lagrangelyv polynom Ize tedy také zapsat ve tvaru
171
Lo(x) = Z
i=0 /:0

kde &; € (xp, X;). Tento tvar je velmi podobny Taylorovu
polynomu

N
f(xo) '
Th(x) = Z T(x - X0)',
i=0
kde definujeme 0! = 1.
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Obernber Lagrangeuv polynom - fad
Ghyba aproximace

aproximace

Definition 5

Bud Hy, okoli bodu xo a funkce f, g : Hy, — R. Rekneme,
Ze funkce f aproximuje funkci g na okoli Hy, s pfesnosti
fadu r, praveé kdyz plati

i VOO0 _
o [x— x|

kde C je kladn& nenulova konstanta.
U b =0 (@562

=2 Y5 (- Tixe
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Obernber Lagrangelv polynom - chyba
Ghyba aproximace

aproximace
Remark 6
Zapiseme-li chybu ve tvaru

(n+1) 1
Rn(x) = f(x)—Ln(x) = ’m(x—xo)/l(x—x1)...(x—xn)/,’
vidime, Ze / g
; %(x X0)(X — X1) ... (X — Xn) B
X—Xo | X —axg]" 7 o
(n+1)
W(Xo—xﬂ---(Xo—Xn) = C,
a podobné pro X1, ..., Xn.
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Obernuber Lagrangetv polynom - fad
Chyba aproximace
IO To znamena, Ze:
e Lagrangeuv polynom je dobrou aproximaci funkce f
jen na urcitych okolich bodt x;.
e Lagrangeuv polynom na téchto okolich aproximuje fci. f
s presnosti prvniho fadu nezavisle na volbé n.
¢ \Volba vyssiho n ma smysl jen tehdy, pokud je
|f(M1)(x)| = 0 nebo alespori velmi malé na Iy. Pak je f
bud’ polynom nebo funkce blizka polynomu. Pokud
ne, dochazi k tzv. Rungovu jevu.

1 frmelpat 2
VP _
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Runguv jev

Lagrangelv polynom - Runguv
jev

Remark 7

Runguv jev popisuje situaci, kdy pfi konstrukci Lagrangeova
polynomu volime stale vice uzlovych bodi a tim padem i
vy$8si n. Oc¢ekavali bychom, Ze chyba interpolace se bude
zmensovat, ale mizZe tomu byt praveé naopak. Tento jev je
Zpuisoben clenem wp(x) ve vyrazu pro chybu interpolace a
jde o vyrazné oscilace Lagrangeova polynomu blizko

krajnich uzli xy a xp.
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Runguv jev

Lagrangelv polynom - Runguv
jev

Example 8

Méjme funkci
1

~ 11 25x2

na intervalu < —1,1 > a ekvidistantné rozlozené uzly
X0, X1,...Xn

f

2i
Xi=—— 17
n
proi=0,...,n. Lze ukazat, ze plati

lim < max \f(x)—Ln(x)]> = oo

n—oo \ —1<x<1
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Obernuber Lagrangelv polynom - Runguv
jev

Runguv jev

-0.4 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

e Cervené je zobrazena puvodni funkce f
e modfre je zobrazen polynom Ls(x)
e zelené je zobrazen polynom Lg(x)
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Obernuber Lagrangetv polynom

Runguv jev
Jsme ve sporné situaci:

e |Lagrangeuv polynom je obecné dobrou aproximaci
pouze na okolich zadanych uzll xg, . . . Xs.

e Pfidanim dodate¢nych uzlu se ale zvysi n a diky
Rungovu jevu se celkova chyba aproximace mize
zvysit.

Resenim je interpolace po éastech, kdy fci. f na daném
intervalu aproximujeme nékolika Lagrangeovy polynomy
nizSich stupnud nez n.

o t0? fel” = Labd
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Obernuber Lagrangetv polynom -
interpolace po ¢astech

Interpolace po e interval (xg, X,) rozdélime na nékolik podintervald

Castech

* na kazdém podintervalu konstruujeme Lagrangeuv
polynom jen s pomoci uzll x;, které se nachazi v
daném podintervalu

e pokud jsou krajni body podintervalll tvofeny nékterymi
ze zadanych uzli a pokud na podintervalech
konstruujeme polynom alespon prvniho fadu, je
vysledkem aproximace spojitou funkci, obecné vSak ne
diferencovatelnou

Chceme-li provadét hladsi navazovani, je potfeba pouzit
tzv. Hermitovy polynomy.
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Obernuber Hermitova-Birkoffova
interpolace
Definition 9
Méjme funkci f : R — R, ktera ma na intervalu | C Dy

Hermitova: alespon M derivaci. Méjme vzajemné rizné uzly
Birkofiova Xo, - - -, Xn € | @ méjme dany

interpolace
49 (x;),

proi=0,...n,k=0,..., m,kde mije Nam; <M.
Definujme &islo N = >°7_,(m; + 1). Pak existuje pravé jeden
polynom stupné N — 1 zvany Hermittv interpolacni
polynom, ktery spliiuje

H,(Vk,)1 (x;) = % (x),

proi=0,...,nak=0,...,m,.
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Hermitova-
Birkoffova
interpolace

Hermitova-Birkoffova

interpolace

Remark 10
Polynom HK )1 je definovan jako

Hyn_1(x) = E:E:f (x;) Lix (x

i=0 k=0

kde Lj je Hermitav charakteristicky polynom stupné
N — 1, pro ktery plati

P 1 i—jAk=
4“@%{ iy P

a je definovan jako

Ly (x) =l (x) - Z 199 (xi) Li (x) .

k=j+1

) X)) S x e x\™
i (x) = i 11 X .

k=0,ki
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Hermitova-
Birkoffova
interpolace

Hermitova-Birkoffova
interpolace

Theorem 11

Bud x € R, Iy bud nejmensi interval obsahujici uzly

Xo, ..., Xpn @ bod x. Necht f ma na intervalu |, derivace do
fadu N. Pak pro chybu interpolace plati,

(N)
100 — Hiv-10) = = a0,

kde ¢ € Iy, Qn (X) = (x — Xg)™H1 .. (x — x,)™+1,
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Interpolace v
n

Interpolace v R”

Remark 12
Mé]me bOdy (X07 yO)a (X1,Y1 )7 ce (Xna Yn) € ]RZ a
predpokladejme, Ze véechna x; a y; proi = 0,1,....n jsou

ruzna. Pak muZeme definovat bazické polynomy

n

Fo = 11 =

g N
n
y Y
F) = —
g 1A

Lagrangedv interpolacni polynom pak ma tvar

La(x) = > 00 )L ().

i=0,j=0
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Oberhuber Shrnuti a otazky
e Lagrangeuv polynom - konstrukce, existence a
jednoznacnost
¢ Newtonova formule
e Chyba aproximace
¢ Pokud sestrojim polynom L,(x) k funkci f, ktera
neni diferencovatelna, co Ize Fici o tom, jak L4(x)
il aproximuje ?
¢ Jaky je fad aproximace funkce f Lagrangeovym
polynomem?
¢ podle ¢eho volit stupen Lagrangeova polynomu
e interpolace funkce po ¢astech a navazovani
Lagrangeovych polynomtu
® [nterpolace s vy$Sim radem presnosti

[0, GM0; e
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