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https://www.youtube.com/watch?v=DSTQyfZ0EjU
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Samoadjungovana uloha

Budeme fesit rovnici tvaru:

—(p(x)U'(x)) +q(x)u(x) = f(x)na(0,1)
u(0) 7
u(l) = 7

¢ Ulohu bychom mohli pomoci metodou strelby prevést na reSeni ODR

e tento postup ale nelze zobecnit na Ulohy s vice prostorovymi proménnymi,
tj. na eliptické parcialni diferencialni rovnice

e druha moznost je prevedeni Glohy na systém algebraickych rovnic
pomoci diskretizace diferencialniho operatoru
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Samoadjungovana uloha - diskretizace

Interval (0, 1) pokryjeme ekvidistantni siti uzll

wh:{X/:fh’fZO,...N},

kde h = 1/N a budeme pouzivat znaeni u; = u(x;), f; = f(x;) apod.
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Obernber Samoadjungovand uloha - diskretizace

Implementace

fesicu Za.
eliptickych Pak Ize psat:
parcialnich

diferencialnich

rovnic

PONU'(X) [, —PO)U(X) |

—(PU () |y ~ — h ,
Uity — Uj
pOOU(X) |x,, ~ p,.H%
uj — Ui
p(X)Ul(X) |X,- ~ [),ITI1

a tedy

Ui-1 — i + Di u, + pi.1U
_(,O(X) U’(X))’ s _ Pili-1 (pi P;).;) i + Pist Uige
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proi=1,...

Samoadjungovana uloha - diskretizace

_ Pili—1 — (Pi + Pit1)Ui + Pit1Ujt1
h2
N — 1. Napf. pro g(x) = 0 dostavame:

Uo
—piUg + (p1 + P2)us — Palio
—p2uy + (P2 + p3) U2 — P3Us3
—P3Uz + (3 + Pa)Us — Pals

—PN—1UN—2 + (PN—1 + PN)UN—1 — PNUN
un

+ qiu; = f;,

M

fi P
HA?
fih?

fy_1 h?
2
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Samoadjungovana uloha - diskretizace

To Ize prepsat do maticového tvaru jako:

Au=Db,
kde
1
—P1 P1+pP2 P2
P2 P2+pP3  —Pa
A= —P3  PatpPs —Ps
—PN-1 PN-1+PN —PN
1

to "
Uy hzﬂ

u= : s b=

Up—1 hPhy_s

Un Y2

Reseni u Ize tak ziskat fesenim soustavy linearnich rovnic.
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Oborhuber Poissonova rovnice
A je-li p(x) = 1, dostavame aproximaci tzv. Poissonovy rovnice:

Implementace
resicu
eliptickych I
parcialnich U (x) = f x) na 0 1
diferencialnich ( ) ( ) ( ’ )
rovnic

ve tvaru:

b = m
—Up+2ui—Up = hHH
—U+2up—uy = hH
—Up+2us— Uy = KA
—UN-2 +2UN_1 — Uy = fy_1hP
Uy = 72
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Poissonova rovnice
Matice soustavy pak ma tvar:

Jde pak tedy o tridiagonalni soustavu linearnich rovnic, kterou Ize dobre fesit

pomoci Thomasova algoritmu.
Uloha je implementovana v PDE /poisson-1d.cpp.
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Eliptické PDR ve 2D

Budeme fesit tlohu:

o (P2 ) - 2 (o) 2 ) — txy)ma
u(x,y) = g(x,y)nao,
kde
* 0 =(0,1) x (0,1)
° u:(0,1) x(0,1) - R
e p:(0,1) x(0,1) > R
e g:(0,1) x(0,1) - R

Prvni rovnici Ize také zapsat takto:

=V (p(x,y) Vu(x,y)) = f(x,y) na (0,1) x (0, 1).
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Eliptické PDR ve 2D

Uzavér oblasti Q nyni diskretizujeme takto

kde

wn = {(ihx,jhy) | i=0,... Ny Aj=0,... N},

Ny a N, udava rozliSeni diskretizace podle jednotlivych os

hy = 1/Nx

hy =1/Ny

pro jednoduchost budeme predpokladat Ny = N, = N a hy = h, = h, {j.

wh={(ih,jh) | i=0,....NAj=0,...,N}.
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Eliptické PDR ve 2D

Pro libovolny vnitini uzel ij, tj. i > 0Aj > 0A i < N Aj< N lze pouzitim
dopfedné diference na vnéjsi derivaci a zpétné diference na vnitini derivaci
psat:

8<p( \Y) oulx, y))

dU(X )

i

liv1, —P(X, Y) =
h

1 Uig1,j — Uj Uij— Ui
“h <p/+1,j A — Pij h =

 Pix1,jUiv1,j — (Pir1, + Py)Uj + PjUi— 1y
h2

p(x.y) puled) |,

A podobné Ize odvodit

_% <p(x’y)%);y)) i

_ PijitUij1 = (Piji1 + Pj)Uij + Pjlij—1
h? '
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Poissonova rovnice ve 2D
Pfedpokladejme opét, ze p(x, y) = 1. Pak dostavame:

-V (p(X7y) VU(X7y)) ~
Uit = 2U5+ U1 Uiji1 — 205 + Uijq
- h? - h?
Uit Uit Uiyt + Uij1 — 44
h2

Dostavame tak soustavu linearnich algebraickych rovnic:

2
—Ujp1j = Uji—1j = Ujjt — Ujj—1 +4U; = h°f
proi,j=1,....N—1,
Ui = gj

proi=0vj=0vi=NvVvj=N.
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Poissonova rovnice ve 2D

e predchozi soustava neni vhodna pro prepis do maticového tvaru, nebot
neznameé uj zavisi na dvojici indexu /,
e provedeme transformaci (/,j) — / o€islovanim uzld sité wy, po fadcich

I(i,]) = jN + i.
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s Poissonova rovnice ve 2D

Implementace u
Fesic 5 o Y10 k5 o.Y20 Uzs
eliptickych
parcialnich
diferencialnich
rovnic N u
4 9 u u u
S @ 14 19 &2
u u u u u
3 [ _ 13 18 23
® T @ &
Y2 £ Uiz Uiy Uy
@ & L ZE—— )
u U u u u
o' 6 P S} @ 16 o 21

P¥iklad s indexovanim po sloupcich od 1 do N2.
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Pak dostavame rovnice tvaru:

Uy

u

us

Uy

Us

Us

—Up — Ug — Ug — Uy2 +4u7
—Uz — U7 — Ug — U1z + 4ug
—Us — Ug — U1g — U14 + 4Ug
Uio

U

—U7 — Uy1 — Usg — U7 + 4Us2

—Utg — U1g — Upp — Upg + 4U1g

Uz

Uzs

Poissonova rovnice ve 2D

91
92
93
94
g5
96
fz
fg
fa
gdio
g1
fi2

fio
G920

s
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Poissonova rovnice ve 2D

,a
c

1 Boundary conditions U,
1 Laplacian value

L

1 1-4 1 1 u,

Pozn.: Na obrazku je prohozen vyznam funkci f a g a zelené rovnice jsou
vynasobené -1.
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¢ vysledna matice je fidka, ale ne tridiagonalni
® k jejimu uloZeni pouzijeme Ellpack format

Ellpack format

18/23



Tomas
Oberhuber

Implementace
resicu
eliptickych
parcialnich
diferencialnich
rovnic

Ellpack format
Format Ellpack Ize pouzit viozenim souboru matrices/EllpackMatrix.h

® nejprve je potfeba nastavit rozméry matice volanim setDimensions (
rows, columns) hebo pomoci konstruktoru

e dale je potfeba zadat maximalni poCet nenulovych prvku v fadku (pro
v8echny fadky je stejny) volanim setRowLength (nonzeros)

* nasledné je mozné nastavovat jednotlivé prvky matice volanim
setElement (row, column, value)
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Poissonova rovnice ve 2D

Domaci ukol:

do souboru PDE/Poisson2D.py doplite potfebny kdd pro vyreSeni
Poissonovy ulohy ve 2D

provedte vypocetni studii pro rizné okrajové podminky a pravé strany f
porovnejte rychlost konvergence riznych stacionarnich metod

najdéte nejvhodnéjsi parametr w pro SOR metodu

zmenSujte h a sledujte pocet iteraci nutnych pro vyreSeni linearni
soustavy rovnic

napiste report a odevzdeijte spolu se zdrojovym kédem
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Poissonova rovnice ve 2D
presnost aproximace je dana pouzitymi kone¢nymi diferencemi

e bude-li fedeni u dostate¢né hladké, tj. u € C*(Q) a tudiz f € C?(Q), pak

jde o nahrady druhé derivace s presnosti druhého fadu

e zmenSeni h — h/2 zpUsobi 4x mensi chybu aproximace
e zmen$eni h — h/2 zpUsobi 4x vice uzll sité wy

podminénost matice soustavy je umérna 1/h, tj. roste pocCet iteraci
nutnych k vyfeSeni linearni soustavy

v v

schémata s vy$8im fadem presnosti tak mohou vést na presnéjsi feSeni s

mensim poctem uzll sité a tedy kratSim vypocetnim ¢asem
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Méjme ulohu tvaru:

V- (p(x,y,u(x,y))Vu(x,y))
u(x,y)

Cim se bude li§it diskretizace této tlohy?

Nelinearni ulohy
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Nelinearni ulohy

9 ou(x,y)
_8X (p(X,y,U) x ) UN
POy )2 iy —pOxy )5 iy

h

 P(U)it1,Uiv1j —

h

<p(u)/+1,j /+1,/h i —P(U)h/’uh/”) —

(p(U)ig1,j + p(u)i)u; + p(u)ju;— 1)

h2
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Nelinearni ulohy

9 ou(x,y)
_8X (p(X,y,U) ox ) UN
POy )G iy —p(x, v, 1) 25 iy

h
(Pl 20— gy Bt

P(U) i1 jUiv1j — (P(U)iy1,j + p(u)j)u; + p(u)jui—q J
h2

e zavislost na u uz neni linearni, ale nelinearni
¢ ve vysledku tak dostaneme soustavu nelinearnich algebraickych rovnic
® na jejich feSeni Ize pouzit Newtonovu metodu
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