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Parabolické PDR

Budeme feSit rovnici tvaru:

aug;, Dy LuE .50 = f(u(E.1).% a0 x(0,T)
u(x,t) = g(X,t)nadQ x (0, T)
u(x,0) = ujpi(X)naQ
kde
o u(X,t): 2 x(0,T) — R je neznama

L je diferencialni operéator

Q je oblast v R"

g(X, t) je okrajova podminka
Uini(X) je pocatecni podminka
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Parabolické PDR

proménna t ma vyznam vyvoje funkce u v ¢ase

z podstaty naprosté vétsiny fyzikalnich zakont nemuze
stav v Case t zaviset na stavu v Case t + ¢

Casova zavislost je tedy pouze zpétna do minulosti

diky tomu nam staci znat pouze jeden nébo nékolik
predchozich ¢asovych stavlii a nemusime si k feSeni
pamatovat véechny najednou

tim se pak liSi Casova a prostorova diskretizace
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Rovnice vedeni teplav 1D

Budeme fesit tuto Ulohu (s Q = (0,1)):
ou(x,t)  d%u(x,t)
5% ox2 f(x,t)naQ2 x (0, T)
ulx,t) = g(x,t)nadQ x (0, T)
U(X7 0) = U,'n,'(X) na 2
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Metoda primek

Zavedem opét sit uzlu

wh:{Xi:ih’l':O,...N},

kde h = 1/N a provedeme diskretizaci v prostoru. Casovou
zavislost nechame spojitou.
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Metoda primek

Ziskame tak soustavu ODR:

dngt) ui_1(t) — 24;7,-51‘) + Ui (1) (1)

proi,j=1,...N—1ate x(0,T)
ui(t) = git)pro(i=vj=0vi=Nvj=N)ate(0,T)
ui(0) = Upi(x;) proi,j=0,...N

Na tuto soustavu pak Ize aplikovat nékterou
Rungovu-Kuttovu metodu.
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Metoda primek
Implementaci Ize najit v souborech:
e pde/HeatEquationProblemlD.h

e pde/HeatEquationProblem2D.h
e pde/heat-equation-1d.cpp
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Metoda primek

class HeatEquationProblem1D : public ODEProblem
{
public:
HeatEquationProblem1D( int size );
int getDegreesOfFreedom ();
void setParameters();
void setlnitialCondition( doublex u );
void getRightHandSide( const double& t,
doublex _u,
doublex fu );
bool writeSolution( const double& t,
int step,
const doublex u );
~HeatEquationProblem1D () ;
protected:
int size;

double h;
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3

Metoda primek

HeatEquationProblem1D :: HeatEquationProblem1D( int size )

this —>size = size;
this—>h = 1.0 / size;
}

int HeatEquationProblem1D :: getDegreesOfFreedom ()
{

}

void HeatEquationProblem1D :: setlnitialCondition ( doublex u )

{

return this —>size;

for( int i = 0; i < size; i++ )

{

i = h;

Xx > 04 & x < 0.6 ) ? 1.0 : 0.0;
rand () % 20 — 10;

double x
U[ i ] =
/Tul i ]

I — 1
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1 void HeatEquationProblem1D :: getRightHandSide (

Implementace

fegica 2 const double& t,
parabolickjch 3 doublex u,
Giforencisinicn 4 doublex fu )
rovnic 5 {
6 [ % %%
7 x Zero Dirichlet boundary conditions
8 */
9 u[ 0 ] = 0.0;
10 u[ size — 1] = 0.0;
11 fu[ 0 ] = 0.0;
12 fu[ size —1 ] = 0.0;
13
14 [ % k%
15 x Evaluate the Laplace operator
16 x/
17 const double h_sqr = h * h;
18 for( int i = 1; i < size — 1; i++ )
19 fu[ i 1] = (ul i—1]—-20u[ i ]l+uli+117])
20 / h_sqr;
21}
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Metoda primek

#include <cstdlib>

#include "HeatEquationProblemlD.h"
#include "../ode/Euler.h"
#include "../ode/Merson.h"
#include "../ode/ode-solve.h"

using namespace std;

const double initialTime( 0.0 );

const double finalTime( 0.05 );

const double timeStep( 0.0001 );

const double integrationTimeStep( 1.0e—6 );
const int size( 100 );

int main( int argc, charxx argv )
{

HeatEquationProblem1D problem( size );
Euler integrator;

doublex u = new double[ problem.getDegreesOfFreedom ()
problem. setlnitialCondition( u );
problem.writeSolution( 0.0, 0, u );

if (! solve( initialTime ,
finalTime ,
timeStep ,
integrationTimeStep ,
&problem
&integrator ,
u))

delete[] u;
return EXIT_FAILURE;

delete[] u;
return EXIT_SUCCESS;
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reéiéﬂ. ’ , . , vio v s s ¢
gz:sglnrl:lgckgch Proved'te fadu vypoCtu se zmenSujicim se prostorovym

diferencialnich krokem a Stejn)'/m éasovym krokem.

rovnic
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Metoda primek
Domaci ukol: Implementujte metodu pfimek pro rovnici
vedeni tepla ve 2D. PouZijte nachystané soubory:

e pde/HeatEquationProblem2D.h
e pde/HeatEquationProblem2D.cpp
e pde/heat-equation—-2d.cpp

Zvolte si vhodnou pocateCni podminku napf.
sign(x? + y? — ¢?) nebo nahodné generované hodnoty a
sledujte, jak se feSeni vyviji v Case. Napiste report.
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Metoda primek
Domaci ukol: Pomoci metody readpGM tfidy Vvector v
Vector.h nactéte jako pocate¢ni podminku obrazek
data/motyl.pgm:
int width, height;

Vector v;
// readPGM ulozi do width a height rozmery obrazku
v.readPGM( "../data/motyl.pgm", width, height );

doublex u = v.getData();
// provedte vypocet reseni rovnice vedeni tepla na u

// zapiste vysledek do obrazku motyl.pgm
v.writePGM( "motyl.pgm", width, height );

Na obrazek aplikujte rovnici vedeni tepla pro rizné finalni
Casy, tj. finalTime. Napiste report.
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Eulerova diskretizace

o kromé metody pfimek Ize také pouzit Eulerovu
doprednou nebo zpétnou Casovou diskretizaci
e zvolime si ¢asovy krok 7 a budeme znacit

ulf = u(ih, kr)
e derivaci podle t pak Ize aproximovat takto

du(x,t) _uftt —uk

ot T
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Eulerova zpétna diskretizace
Zpétna Eulerova Casova diskretizace vypada takto:

8u(xt)‘ utt -k Uy - 2uf tuf
ot i~ T ! h?2 ’

coz lze prepsat jako

k+1 _ k T k k k
u; _ui—ﬁ(ui+1—2ui+ui+1).

Dostavame tak stejnou metodu, jako kdyz pouzijeme v
kombinaci s metodou pfimek Eulerovu metodu prvniho
fadu.
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Eulerova dopredna diskretizace
Dopredna Eulerova Casova diskretizace vypada takto:

Yk KT okt 4yl
du(x, t) e U ket Y 20+ U
ot T ! h2 ’

coz Ize prepsat jako
AU+ (120U =l = uf
kde A\ =7/hPproi=1,...,N—1.
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Obernber Eulerova dopredna diskretizace
To Ize prepsat jako soustavu linearnich rovnic:

Implementace
fesicu

e AU — uk,
difergnciélm’ch
rovn kde

1

A 1422 =)

—A 142\ —A
A— “A 1420 A
-2 142X =)\
1
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Eulerova dopredna diskretizace

matice A je regularni a pro libovolné A > 0 ma
predvladajici diagonalu

Jacobiho, Gauss-Seidelova a SOR metoda konverguji
pro matice s prevladajici diagonalou

pro zmensujici se h konverguje A — 0 a efekt
prevladajici diagonaly se zmensuje, ale stale plati
naopak, pro dané h mohu pouzit libovolné velké

to je vyhoda dopredné diskretizace - sice musim resit

linerani systém rovnic, ale mohu volit mnohem vétsi

c¢asovy krok 7 a nevzniknou mi v feseni oscilace
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Diskretizace v Case

o zpétna Eulerova diskretizace
o U =uf — % (uf, —2uf + uky)
e vztah pro k + 1 ¢asovou hladinu je dan explicitné
« stabilita je podminéna vztahem 7 < ch?

e dopfedna Eulerova diskretizace
o AU (1 20)uf T = A = Uk
e vztah pro k + 1 éasovou hladinu je dan implicitné
« stabilita je nepodminéna

Implicitni diskretizace rovnice vedeni teplav 1D je v
souboru pde/implicit-heat—-equation-1d.cpp.
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Diskretizace v Case

Domaci ukol:

implementujte implicitni feSiC pro rovnici vedeni tepla ve
2D do souboru implicit-heat-equation-2d.cpp

provedte stejné vypocty jako s pomoci metody primek,

ale s vétSim ¢asovym krokem

pokuste se najit optimalni parametr w pro SOR metodu
porovnejte napocitané vysledky a CPU Casy

napiste report
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Peronova-Malikova uloha
Méjme obrazek zadany pomoci odstind Sedi, tj.
Uini : (0,1) x (0,1) — (0,1), kde

e 0 odpovida ¢erné barvé
e 1 odpovida bilé barvé

Obrazek uj,; budeme filtrovat pomoci Peronovy-Malikovy
rovnice:

ou(x,y,t) Vu(x,y,t)
A SAEARPANES vNY JEELS.ASILE ARIAS )
ot 1 4 IVuCoy.0]

K2

na Q x (0, T),
U(t,X7Y) = Uini(XaY) na 9 x (07 T)a
u(0,x,y) = uni(x,y)naQ,
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Peronova-Malikova uloha v 1D

Zavedeme znaceni:

1

p(u7 X? t) = T Ivulx v HI?
1 4 V0o

coz Ize aproximovat takto

p(u(lh7 kT)a Ih7 kT) = p(Ulk_1,U;() ~
14

k_
Ui —ui 4

Nasledné

0
a (p(U,X, t)

h

uf g — uf) (uf —ufy)
h(P( ﬁ1)%*P(Uﬁuﬁ1)’T’1 .

0u())((, t))
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Peronova-Malikova uloha v 1D

Explicitni diskretizace pak vypada takto:

- ) (v~ ) (ot~ ul )
——t = h (P(Ulkv U:ﬁﬂ% —p(uf . U/}()’T” .

Implicitni diskretizace takto:

—u

(uk+1 f
h

K+1
utt — f
i i <p(uk+1 k+1) i+1 )

i+1 - p(ui » Y
coz vede na feSeni soustavy nelinearnich algebraickych
rovnic. Proto zavedem i tzv. semi-implicitni diskretizaci,
ktera vycisluje nelinedrni Cleny s k-té Casové fady a vede
tak na soustavu linearnich rovnic:

K+ ok IR et _ et
Ukttt — Uk (Ui —uh (y; 1)

k-1 k-+1
Kk+1  k+1 (u Ui—1)
uf) =)
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Peronova-Malikova uloha v 1D

Semi-implicitni diskretizaci |ze prepsat takto:

Ukt = (au}i — Bukt! +wk+1) = Uk
v+ (1 28) uf ! — xyuf uk
kde
a = p(ufs,uf),
B = p( lk17 )+p(uwu/+1)
Y = P(U,k7U,+1)
A = 7/H
Tj.
Aukt! — uk
1
A T+8XA =
—da 1+ B8A =X

A= “Aa  1T+8X —A

“Xa 148X

—7A
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Peronova-Malikova uloha v 1D
Explicitni diskretizace pomoci metody pfimek je
implementovana v souborech:

e PeronaMalikProblemlD.h,
e PeronaMalikProblemlD. cpp,
e perona-malik-1d.cpp,

Semi-implicitni diskretizace je implementovana v souboru:

e semi-implicit-perona-malik-1d.cpp.

Domaci ukol:

Implementujte ve 2D explicitni nebo semi-implicitni fesic¢
Peronovy-Malikovy Ulohy aalikutje na odtsranéni Sumu v
obrazku data/motyl-sum.pgm.
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