0.1 Schéma o zvySené presnosti pro samoadjun-
govanou ulohu

Budeme ftesit nasledujici tlohu:

—(p(x)y) +q(x)y = f(r) na(a,b), (1)
y(a) = m, (2)
y(b) Ya. (3)

Na tuto tlohu lze aplikovat metodu siti:
wp, = {a+j.hj=0,1,...,m}
wp = {a+j.hlje 777—\1}

Vyuzijeme diferen¢ni tilohu z prednasky:

—(puz)s +qu=f naws, uy=m"vm, U ="

Uréime chybu aproximace dif. operatoru ve tvaru ¢ = Ly (Pry) — Pn(Ly). Necht
y je vhodna dostatecné hladké funkce na < a,b >. Pak piseme:

Y = —=(p(Pny)z)e + aPry — Pu(—(py") + qy) = —(p(Puy)z)= + Pu((0y')’)

Dale pokracujeme bodové:

1/’1' = (py/)/|j - (p<Phy)i):p‘j =
— (py’)/(a +jh) — (p(Phy)5;|j+1 - p(Phy)5:|j) =

P —y5) Py — yj—1)>
h h

1
h

N/ . ]'
= (py)(aﬂh)—ﬁ

Il Z Taylorova rozvoje pro py'(z + h) ukazte, Ze

(oY (a) = XL =) (@)

M Z Taylorova rozvoje pro y(z + h) ukazte, ze

y(x) —y(z —h)

y(@) = A= o), (5)
y(x+h) = y(z + hli_y“) +O(h). (6)

" Déle z Tyalorova rozvoje pro (py”)(x + h) ukazte, ze
(py") (@ + h) = (py")(x) = h(py") () + O(h%). (7)
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M A z rozvoje pro (py') ukazte, ze

(py')'(x) = % (p(x + h)y'(z + h) — p(x)y (z)) + O(h). (8)

V rozvoji (8) nahradte derivace y'(z+h) a y'(z) pomoci (5) a (6) s presnosti O(h?)
tak, ze ziskate vyraz obsahujici ¢leny (py”)(x + h) a (py”)(x). Na ty pouzijete
rozvoj (7).

Z toho plyne, ze 1»; ~ O(h), ¢ili nasim cilem bude zvysit fad chyby aproximace
dif. operatoru. Jak miizeme aproximovat vyraz —(py') + qy = fU) piesndji?
Musime navrhnout schéma vyssiho fadu presnosti. To lze dvéma zptisoby:

1. presnéjsi ndhrada difer. rovnice:

1 Uip1 — U U — U1 B L
(M g = iy el (9)
o1
Pixr = p(a+(z:|:§)h>

Véta 1. Schéma (9) pro rovnici v dloze (1) md chybu aprozimace diferen-
cidlniho operdtoru O(h?).

Dukaz Napiste si nasledujici Taylorovy rozvoje 3. fadu se zbytkem (t;j.
zbytek obsahuje h*):

Yirr = Ypipl - (10)
b= Uyt (11)
Y o= eyt (12)
(13)
(14)

Yi-r = Yt

Poznamka: y; zde znadi y(a + ih), Yirr = y(a+ (i + 3)h) apod.
Nyni s pomoci rozdili (10)-(11) a (12)-(13) spocitame nésledujici:
Yit1 — Yi

pH—%T = (py')H% T (15)
Yi — Yi—1
Py BEE = )y (16)
Jesté si pfipravime jeden Taylortav rozvoj (do 2. fadu tj. zbytek obsahuje
h3):
/ / h AV h2 NI
(py)izy = y)iE S0y + 5 (0y)i + (17)
h? ' 2 / (1 — S>h
() ; Al
—|—23.2!/0 s“(py' ) (a+ih £ 5 )ds
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Vezmeme variantu (17) s + a — a spoc¢itame rozdil:
@Y )icr = (0y)ics = hpy' )i+ (18)

Déle muzeme s vyuzitim rozdilu (15) - (16) a vztahu (18) pokracovat na-
sledovné:

l< 1yi+1_yi_ 13/1'—1%'71)_”_

h pi+§ h pi—§ h -

Béhem vypoctu ziskdme viraz L ((py )71 — (py');_1), na ktery miiZzeme
2 2

pouzit vétu o stfedni hodnoté€ a z té ziskdme potiebné h.

QED
2. presnéjsi ndhrada okrajové podminky v bodé b:
e feSeni ulohy (1) je ddno na intervalu < a,b > s podminkou:
p(b)y'(b) =2
e roz§itime y za bod b lichym zptisobem:
y(@) —yb) =y0) —ylb—(z —=b)) =>b (19)

e pak lze vyuzit centralni diferenci pro nahradu y/(b):

y'(b) _ y(b + h‘)Q_hy(b B h‘) + O(h2)

e jelikoz z (19) plati y(b+ h) = 2y(b) — y(b — h), tak dostavame:

y/(b) _ Zy(b) B y(b _2:) B y(b B h) + O(hz) —
_ yb)—y(b—h) 2
= ; +O(h?)

e diky lichému prodlouzeni mize byt jednostranna diference na kraji
intervalu < a,b > povazovana za nahradu o presnosti O(h?)



