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HesSovani

Budeme chtit ukladat data (=zaznamy s klicem) tak, abychom je dokazali
vyhledavat se sloZitosti O(1).

Chceme najit tzv. heSovaci funkci h, ktera bude mapovat klice na indexy
tabulky fixni velikosti.

Je-li h prosté zobrazeni z mnoziny klich do mnoziny indexu, pak h je
perfektni hesovaci funkce.

Problém je v tom, Ze pocCet ukladanych zaznamu ¢asto neni znamy dopredu,
ale velikost tabulky musim byt fixni.
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HesSovani

Example 1
HeSovani nazvi proménnych béhem prekladu zdrojovych koédu:
Jak konstruovat heSovaci funkci h?

e Napf¥. podle prvnich dvou znaku - to je pro ASCII kédovani 31 x 31 = 961
indexu - to by tfeba mohlo stadit.

¢ Pak ale plati
h("abc") = h(" abd").

3/40



HesSovani

e Pokud se dva kli¢e mapuiji na stejnou hondotu, jde o tzv. kolizi.
e Praveé schopnost vyporadat se s kolizemi je to nejpodstatnéjsi na heSovani.
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HesSovaci funkce

Modulo
e Modulo funkce je definovana jako

h(K) = K mod m,

kde K je kli¢ a m je velikost tabulky.
¢ Nejlepsi je volit m jako velké prvocislo.

Example 2
k\4 8 12 16 20 24 28 32
m=8(4 0 4 0 4 0 4 O
m=7/41 5 9 6 3 0 4
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HesSovaci funkce

¢ Pokud velikost tabulky m nelze volit jako prvocislo, pak Ize volit h jako
h(K)=(K mod p) mod m,

kde p je velké prvocislo.
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HesSovaci funkce

Folding
e KIli¢ rozdélime na nékolik ¢asti a ty pak kombinujeme dohromady:

123456789 — 123 4456 4+ 789 = 1368 — 1368 mod m,
123456789 — 123 4654 + 789 = 1566 — 1566 mod m.

¢ Realné se misto sc¢itani pouziva bitové XOR.
¢ To Ize pouzit i na fetézce:

h("abed") ="a" XOR"b" XOR"c' XOR"d",

nebo
h("abcd") ="ab" XOR "cd".
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HesSovaci funkce

Mid-square
e Napf. (Ize pouzit pro m = 1000)

h(3121) — 31212 = 9740641 — 406.

e Napf. pro m = 1024 by Slo vyuzit binarni zapis.
Extrakce

123456789 — 1289
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HesSovaci funkce

Radixova transformace
¢ Index zapiSeme v soustavé s jinym zakladem

345 = 4234 — h(345) = 423 mod m
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Regeni kolizi
Oteviené adresovani (Open adressing)

e V pripadé kolize pouzijeme tzv. probing function p.
e ZkouSime postupné indexy

(h(K)+p(1)) modm
(h(K)+p(2) modm

(h(K) + p(i)) mod m

® j se oznacuje jako sonda (probe).
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Reseni kolizi

e P¥i vkladani prochazim celou poslounost indext a hledam, kde je v tabulce
volné misto - tam pak vlozim zdznam spolu s klicem.

¢ P¥i hledani prochazim opét celou posloupnost indext a hledam, kde v tabulce
je zaznam s hledanym klic¢em - kon¢im, pokud narazim na prazdné policko.

e P¥i mazani prvku oznacim policko jako tzv. tombstone.

* Na tombstone Ize vkladat jiny zadznam a klic.
® Pokud pfi hledani narazim na tombstone, pokracuju v hledani dal.
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Regeni kolizi
Linearni sondovani (Linear probing)
® Pro linearni sondovani je
p(i) =i.
¢ Linearni sondovani ma tendenci vytvaret shluky obsazenych poli¢ek, coz

neni zadouci.
Example 3
\0 123 45 6 7 8 9 10
a,b,c— b ¢ a
def— b c f ad e
g,h—|g b c f adh e
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Reseni kolizi
Kvadratické sondovani (Quadratic probing)
® Pro kvadratické sondovani mame

coz vlastné generuje posloupnost

1
h(K)+ 2, h(K) -2 i=1,2,..., V72J

konkrétné tedy
h(K)+1,h(K) —1,h(K) +4,h(K) — 4,...

avSe mod m.
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Reseni kolizi

Example 4
\0 123 456 7 8 9 10
a,b,c— b ¢ a
def— b ¢ a d f e
g,h—|g b c a d f h e

Kvadratické sondovani také generuje shluky, ale uz ne tak velké.
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Reseni kolizi

e Kvadratickd sonda nemlze mit pouze tvar p(i) = i°.
e Napf. pro h(K) =9 a m = 19 dostavame nésledujici posloupnost

9,10,13,18,6,15,7,1,16,14,14,16,1,7,15,6,18,13,10.
I. In.

e Zde prvni polovina pokryva jen pul policek celé tabulky a druha polovina
pokryva ta stejna policka.
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Reseni kolizi

e Sondy pokryvajici stejna policka odpovidaji indexdm

/—E+1a'—m—1
- 2 j - 2 9
a plati
2 oy _ (M 2_ m 2
(F=7) = (2“) (2 1)
m? m?
= T+m+1—7+m—1
= 2m
a tady

(7 —j2) mod m=2m mod m=0.
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Reseni kolizi

Nahodné generovana cCisla
* Pro heSovani Ize také pouzit generator pseudonahodnych Cisel.

¢ Podle klice K zvolime inicializacni seed a nasledné generujeme
pseudonahdnou posloupnost, tj.

p(i) = rand(i)
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Reseni kolizi

Dvojité hesovani (double hashing)
* PouZije se druha hesovaci funkce hp.
¢ Nasledné se generuje posloupnost

(h(K) + ihp(K)) mod mproi=0,1,...
e Pokud je pro néjaké Ki # K>
h(K1) = h(K2) a hp(Ki1) # hp(Kz),

pak je vznik shlukd témér eliminovan.
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Reseni kolizi

e Vycisleni h a h, miZe byt vypocetné narocnée.
e |ze si pomoci volbou posloupnosti

h(K) + ih(K) + 1
Example 5
Pro / = 1 dostavame

h(Ky) = j j o 2j+1 3j+1
h(Kp) =2j+1|2j+1 4j+3 6j+4
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Reseni kolizi

Efektivita jednotlivych sondovani
NeUspésné hledani:
e Hledame kli¢, ktery v tabulce neni.
® Pro h(K) = j musime projit indexy

j+p(i) mod mproi=0,1...

dokud nenarazime na prazdné polic¢ko v tabulce nebo opét na index j.
¢ To je umérné délce shlukt nebo poctu prvki v tabulce.
Uspésné hledani:
e Hledame kli¢, ktery v tabulce nalezneme.
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Reseni kolizi

Pokud LF oznacuje tzv. loading factor, tj.

IF - pocet prvl:: v tabulcej

pak pro primerny pocet kroku pfi GspéSném a neldspesném hledani plati:

| linearni | kvadratické | dvojité

Nelspésné hledani

3 (1 + (1—1LF)2> —rF —LF=In(1=LF) | ¢

Uspésns hledani | 1 (1+ ) | 1-In(1-LF) =& | fintr
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Reseni kolizi

Retézeni (chaining)

seznamy.

Lo |
* Bunky tabulky jsou spojové ' B |
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Reseni kolizi

Prihradkové adresovani (bucket adressing)
e Kazdé policko heSovaci tabulky tvori cely blok bunék.
e V pFipadé kolize, se zaznamy a kli¢e ukladaji do bunék nasledujicich v daném
bloku.
e Pokud se zaplni cely blok, Ize pouzit oteviené adresovani.
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Reseni kolizi

Kukacéi heSovani (Cuckoo hashing)
e Podstatou je pouzit dvé heSovaci funkce hy a ho.
¢ Tim ziskame pro kazdy kli¢ K dvé rizné pozice hi(K) a ho(K).
e P¥i vkladani se pouziva hladovy algoritmus:
® Vkladana prvek se vlozi na jednu ze dvou pozic.

® Pokud ta je jiz obsazena, vyhodi prvek na této pozici a viozi ho na jeho
alternativni pozici.

® Pokud ta je obsazena, proces se opakuije.
¢ P¥i hledani se staci podivat pouze na obé pozice hi(K) a hy(K).
¢ To je hlavni vyhoda oproti jinym heSovacim metodam.
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Perfektni heSovani

¢ Jsou-li heSovana data znama predem, Ize sestrojit perfektni heSovaci
funkeci, se kterou nedochazi ke kolizim.

® Pokud Ize navic splnit m = n mluvime o minimalni perfektni heSovaci
funkci.
e Priklady fixné danych dat jsou:
¢ KliCova slova programovaciho jazyka.
® Seznam soubort na CD/DVD :-).
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Perfektni heSovani

Cichelliho metoda
® Pro slovo w = wy ... w je heSovaci funkce definovana jako

h(w) = (I + g(w;) + g(w;)) mod m.

¢ Predpokladame tedy, ze zadna dvé slova nemaji stejnou délku a shodné
prvni a posledni pismeno.
¢ Metodu budeme demonstrovat na klasickém ptikladu 9 muz.
* A. Drozdek, Data Structures and Algorithms in C++, Cengage Learning, 2012.
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Perfektni heSovani

¢ Klicova slova sefadime podle poctu
vyskytl prvniho a posledniho

e Mame nasledujici slova: 4
J pismene:

¢ Calliope, Clio, Erato, Euterpe,
Melpomene, Polyhymnia,
Terpsichore, Thalia, Urania.
e Spocitame vyskyty jednotlivych
pismen na zacatku a na konci slov:

Euterepe | 6 +6 =12
Calliope | 2+6 =8
Erato | 6+2=28
Terpsichore | 2+ 6 =8
Melpomene | 1 +6 =7
6 322 2 1 1 1 Clio | 2+2=4
Polyhymnia | 1 +3 =4
Urania | 1+3=4
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Perfektni heSovani

V nésledujicim kroku kostruujeme funkci g.

Jednotlivym pismenim postupné pfifrazujeme hodnoty 0,1,2... Npax @
zkouSime, jestli u vysledné heSovaci funkce nedojde ke kolizi.

Pokud ano, rekurzivné se vracime zpét pomoci backtrackingu a zvySujeme
hodnoty jiz dfive namapované na jednotliva pismena.

V nasem pfipadé pouzijeme Npyax = 4

28/40



Perfektni heSovani

rezervované hese

Euterpe g(E)=0 h=7 {7}
Calliope g(C)=0 h=8 {7,8}
Erato g(0)=0 h=5 {5,7,8}
Terpsichore g(0)=0 h=2 {2,5,7,8}
Melpomene gM)y=0 h=0 {0,2,7,8,5}
Thalia g(A)=0 h=6 {0,2,6,7,8,5}
Clio h=4 {0,2,4,6,7,8,5}

Polyhymnia g(P)=0 h=1 {0,1,2,4,6,7,8,5}
Urania glU)=0 h=6x {0,1,2,4,6,7,8,5}
Urania glU)=1 h=7x {0,1,2,4,6,7,8,5}
Urania glU)=2 h=8x {0,1,2,4,6,7,8,5}
Urania gU)=3 h=0x {0,1,2,4,6,7,8,5}
Urania glU)=4 h=1x {0,1,2,4,6,7,8,5}

Polyhymnia g(P)=1 h=2x {0,2,4,6,7,8,5}

Polyhymnia g(P)=2 h=3x {0,2,3,4,6,7,8,5}
Urania glU)=0 h=6x {0,2,3,4,6,7,8,5}
Urania glU)=1 h=7x {0,2,3,4,6,7,8,5}
Urania glU)=2 h=8x {0,2,3,4,6,7,8,5}
Urania gU)=3 h=0x {0,2,3,4,6,7,8,5}
Urania glU)y=4 h=1x {0,1,2,3,4,6,7,8,5}
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Perfektni heSovani

Vysledkem je:
ACEOMTPU
0 000 O 0 2 4

¢ Algoritmus ma exponencialni sloZitost.
¢ Algoritmus nezarucuje Uspésnou konstrukci perfektni heSovaci funkce.
e Pokud se konstrukce nevydari, je potfeba zvysit hodnotu Npax.
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HeSovani s proménnou velikosti

Nyni se budeme zabyvat tlohou, kdyZz m neni fixni.

Extendible hashing (Fagin 1979)
¢ Tabulka se rozdéli na proménny pocet prihradek (buckets) fixni velikosti.

e Pristup do tabulek se provadi nepfimo pomoci dynamicky upravovaného
indexu.

e HeSovaci funkce vraci tzv. pseudokli¢, coz je pozice v indexu a ne rovnou v
tabulce samotné.

e Pokud zvétSime tabulku, zméni se jen index a ne tabulka.

31/40



HeSovani s proménnou velikosti
Priklad:

¢ HeSovaci funkce h(K) vraci 5 bitt dlouhy klic.

¢ Hloubka indexu (directory depth), DD urcCuje velikost indexu/adresére.

¢ Lokalni hloubka, Local depth, LD urCuje, kolik bitd se skute¢né pouzije pro
indexovani v této tabulce.

e Je-li LD < DD, pak k jedné prihradce povede vice riznych odkazu z
indexu/adresare.

¢ Pokud se pak takova tabulka zaplni, rozdéli se na dvé Casti, Cast klicu se
prekopiruje a lokalni hloubka se zméni.

Na podobném principu funguje i systém dynamic address translation, DAT v
operacnich systémech.
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HeSovani s proménnou velikosti
2

DD=
Vkladame h(K) = 11001 [~ ol1lq
DD=2 0 111]0| boo
0 011 ofo|1]o0[1
0 1]1]0]| boo DD=
ojo|1]0[1 of1]|1]o0]|o0
DD=2 0|1]|0|1[1] boi
of1]|1]o0]|o0
of|1]0[1][1] bot DD=
1{ofo]1]1
DD=1 bio
1jofo|1]1
11|01 ]|1] b DD=
1]1(1]0]o0 11011
1(1[1]0|0] by
111]0o]o]1
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HeSovani s proménnou velikosti

Vkladame h(K) = 00001

DD=3 DD=3
DD=2 000—— 0 ]0JO0 1|1
SERE (0011 ofo|o|o]|1]| booo
ofof1]|1]0] bu 010
ofof1]o]1 o1 bb-2
DD=2 100 of1[1|0]0
o1 11000 101 o1 [o]|1|1] bor
of1|of1[1] bo 110
P DD=2
DD=2 1]ofof1|1
b
1{ofof1]1 °
bio
DD=2
DD=2 11011
ol 1A 111]1]0|0]| by
1]11]0]o|1
11 1|ofo] b
DD=
1{1]ofo]|1
olo|1]|1]0
ofo]1|0]|1]| boot
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HeSovani s proménnou velikosti

Linearni heSovani

e Tato metoda nevyzaduje zadny index/adresar.
Nové prihradky, které vznikaji rozdélenim, se vkladaji do linearniho pole.
Na poc¢atku mame m prihradek fixni velikosti, do kterych vkladame zaznamy s
KIici.
Pokud se néktera ptihradka zaplni, pouzije se tzv. overflow buffer (OFB) ve
formé spojového seznamu.

Celkové zapléni se pak pocita jako

_ pocet vlozenych prvkd
~ pocet slott + |OFB|
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HeSovani s proménnou velikosti

Pokud zaplnéni presahne urcitou mez (napf. 0.8), provede se rozdéleni (split).

Rozdéleni prihradek se ale provadi v predem daném poradi a ne podle toho,
ktera prihradka je nejvice zaplnéna.

Rozdéleni provadime postupné pfiohradku po pfihradce, nékdy se déli i
nejméné zaplnéna prhradka.

Pofadi ur€uje ukazatel s ktery se postupné posouva od prvni pfihradky k
dalSim.

Rozdéleni vytvori na konci pole novou pfihradku a zaznamy jsou
prerozdélény mezi puvodni a novou prihradku.
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HeSovani s proménnou velikosti

hy hy hy, h, h, hy h
0 | 2 _/6‘ l 2 P/r 0 1 ﬁAZ‘ 3 4
| | . L [ ]
1 ' !
split split split
(a) (b) ()
I, h I, >
N N
0 1 2 3 5 0 1 2 3 4 5 6
| L] [ ] L[]
4 4
split ) split

©)
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HeSovani s proménnou velikosti

Rozdélenim prihradek dojde ke zméné heSovaci funkce.
U kazdé prihradky si pamatujeme tzv. droven rozdéleni - /.
® P¥i déleni pfihradky se / zvySuje o jedna u pavodni prihradky...
® ... ana stejnou hodnotu se nastavi / nové vzniklé prihradky.
Index / pak udava, jaka heSovaci funkce bude pouzita k heSovani klicu v dané
prihradce.
Pro heSovaci funkci plati

h(K) =K mod (2'm)

V dany moment se mohou vyskytovat jen pfihradky na drovni /a [ — 1.
Pokud je h/(K) < s, pak h(K) = hi11(K), jinak h(K) = h(K)

38/40



HeSovani s proménnou velikosti

Nejprve médme m =3 a s = 0 - obrazek (a).
Pokud je u nékteré prihradky zaplnéni vétsi, nez urcita Uroven:
* vytvofi se nova pfihradka s indexem 3,
¢ aklice z pfihradky 0 jsou rozdéleny mezi pfihradky 0 a 3,
® ukazatel s se posune o jedna dale.
Prihradka 0 a 3 jsou nyni heSovany pomoci funkce hj.
Prihradka 1 a 2 jsou nyni heSovany pomoci funkce hg.

Pri dalSim preplnéni kterékoliv pfihradky se stéjné rozdéli prihradka 1.
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HeSovani s proménnou velikosti

split split split
1 L t
15 7 14 12 7 14 15 12 7 14 15
12 13 1 13 11 36 13 11 21
31 8 31 8 31 8
Py
o mlE
25
@ (b) ©
split split
¥ ¥
12 7 14 15 10 12 7 14 15 10 11
36 13 11 21 36 13 8 21
31 8 31 32 27
!
37
(d) (e)
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