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1. Úvod1.1. ÚvodVe své prá
i jsem se zabýval nejznámìj¹ím fraktálem, kterým je Mandelbrotovamno¾ina. Tato mno¾ina ji¾ byla popsána ve dvou a ètyørozmìrném prostoru. Mým 
ílembylo zobe
nit tuto mno¾inu do n-rozmìrného prostoru i se v¹emi jejími vlastnostmi.Zkoumal jsem spoleèné vlastnosti dvou a ètyørozmìrné mno¾iny a tyto vlastnosti pakhledal na zobe
nìné mno¾inì, èím¾ jsem ovìøil správnost postupu pøi roz¹íøení do n-rozmìrného prostoru.Sestavil jsem také program, který zobrazuje øezy n-rozmìrnou mno¾inou a umo¾òujetak lépe pohlédnout do této krásné oblasti matematiky, kterou je teorie 
haosu a fraktálnímno¾iny.K po
hopení této prá
e staèí ètenáøi znalosti ze støedo¹kolské matematiky. Sna¾iljsem se pøedev¹ím ukázat krásu matematiky a zároveò vnést do této problematiky novýrozmìr tak, aby byla po
hopitelná i pro laika.1.2. PodìkováníChtìl by
h podìkovat hlavnì doktoru Mi
halu Bene¹ovi z Fakulty jaderné a fyzi-kálnì in¾enýrské ÈVUT v Praze za 
enné rady a za pomo
 pøi hledání u¾iteèný
h zdrojùinforma
í k mojí prá
i.Dále by
h 
htìl podìkovat Luká¹i Mar¹álkovi, studentu Matemati
ko-fyzikální fa-kulty Univerzity Karlovy v Praze, který mi pomohl vyøe¹it nìkteré problémy s gra�koupøi psaní programu na zobrazování fraktální
h mno¾in.1.3. ZnaèeníPøed ka¾dou 
ita
í je uvedeno èíslo v hranatý
h závorká
h, které odpovídá èísluv seznamu pou¾ité literatury, a èíslo strany. Celý 
itát je naví
 uzavøen z obou stranuvozovkami a je psán kurzívou.U dùle¾itìj¹í
h vztahù, na nì¾ se bude v následují
ím textu odkazovat, je vpravo vzávor
e uvedeno èíslo, kterým se nadále vztah nahrazuje v odkaze
h (napø. þVyplývá zevztahu (10).ÿ).V prá
i je pou¾ito bì¾né symboliky matemati
ké literatury (viz. [1℄). Pro slo¾itìj¹ístruktury bylo zavádìno spe
iální znaèení, na které bude vèas upozornìno v textu pøijeji
h zavedení. 4



2. Matemati
ký základ2.1. Iteraèní pøedpisPojem iteraèní pøedpis budeme v dal¹ím textu po¾ívat velmi èasto. Pomo
í iteraè-ního pøedpisu a poèáteèní
h podmínek doká¾eme jednoznaènì urèit posloupnost prvkù(èísel, vektorù, funk
í atd.). Umo¾òuje nám toti¾ vypoèítat libovolný prvek posloup-nosti pomo
í pøed
hozí
h prvkù. Obe
nì mù¾eme iteraèní pøedpis zapsat takto: xn+1 =f(xk1; xk2; : : : ), kde k1; k2; : : : < n+ 1Pro rovni
e, které budeme pou¾ívat dále, nám staèí ménì obe
ný tvar: xn+1 = f(xn),který mù¾eme zjednodu¹enì zapisovat takto: x! f(x).2.2. Komplexní èíslaObor komplexní
h èísel zde nebudeme pøíli¹ rozebírat a shrneme si jen nejdùle¾itìj¹ípojmy, které byly pou¾ity v této prá
i. Dal¹í vlastnosti a de�ni
i si ètenáø mù¾e vyhledatnapø. v [1℄.V¹e
hna komplexní èísla budeme zapisovat ve tvaru z = a+ bi.De�ni
e 1. Reálná a imaginární èástReálná èást èísla z = a+ bi je èíslo Re z = a.Imaginární èást èísla z = a+ bi je èíslo Im z = bi.De�ni
e 2. Komplexnì sdru¾ená èíslaKomplexnì sdru¾ené èíslo z k èíslu z = a+bi je de�nováno jako z = Re z� Im z = a�bi.De�ni
e 3. Absolutní hodnotaAbsolutní hodnota jzj èísla z je de�nován jako jzj = pz � z = pa2 + b2.2.3. KvaternionyV èáste
h 2.3.1., 2.3.2. a 2.3.4. bylo èerpáno z èlánku na internetové adrese [i1℄.2.3.1. De�ni
eZatím
o komplexní èísla získáme pøidáním imaginární jednotky i, která splòuje rov-5



ni
i i2 = �1, k reálným èíslùm, kvaterniony získáme pøidáním imaginární
h jednotek i,j, a k k reálným èíslùm. Tyto imaginární jednotky splòují následují
í vztah:i2 = j2 = k2 = ijk = �1 (1)Ka¾dý kvaternion je lineární kombina
í jednotkový
h kvaternionù 1, i, j a k, tj.ka¾dý kvaternion je jednoznaènì vyjádøen ve tvaru a+ bi+ 
j + dk.Násobení kvaternionù je dáno multiplikativní tabulkou pro jednotky kvaternionù:1 i j k1 1 i j ki i �1 k �jj j �k �1 ik k j �i �1POZNÁMKA: Z tabulky vidíme, ¾e kvaterniony lze psát i ve tvaru a+ bi+ (
+ di)j.2.3.2. VlastnostiPøi sèítání a odèítání kvaternionù platí v¹e
hna pravidla jako u komplexní
h èísel.Pøi násobení splòují kvaterniony aso
iativní zákon a ka¾dý nenulový prvek má právì jedenprvek inverzní. Na rozdíl od komplexní
h èísel je násobení kvaternionù nekomutativní.Napø.: ij = k, ji = �k atd.Kvaterniony, spoleènì s komplexními a reálnými èísly, jsou jediná koneènìrozmìrnátìlesa nad tìlesem reálný
h èísel. V¹e
hna tato tìlesa a¾ na kvaterniony jsou naví
 komu-tativní.Nekomutativita kvaternionù pøi násobení má neoèekávané dùsledky. Napø. polyno-miální rovni
e v oboru kvaternionù mohou mít úplnì jiné øe¹ení, ne¾ by se dalo odhadovatze stupnì polynomu. Napø. rovni
e z2+1 = 0má nekoneènì mnoho øe¹ení z = bi+
j+dk,kde b2 + 
2 + d2 = 1.2.3.3. Pojmy souvisejí
í s kvaternionyDe�ni
e 4. Reálná a imaginární èástReálná èást èísla z = a+ bi+ 
j + dk je èíslo Re z = a.Imaginární èást èísla z = a+ bi+ 
j + dk je èíslo Im z = bi+ 
j + dk.6



De�ni
e 5. Sdru¾ený kvaternionSdru¾ený kvaternion z ke kvaternionu z = a + bi + 
j + dk je de�nován jako z =Re z � Im z = a� bi� 
j � dk.De�ni
e 6. Absolutní hodnotaAbsolutní hodnota jzj èísla z je de�nován jako jzj = pz � z = pa2 + b2 + 
2 + d2.2.3.4. HistorieKvaterniony objevil William Rowan Hamilton z Irska v ro
e 1843. Hamilton hledalzpùsob, jak roz¹íøit komplexní èísla (která mohou být znázornìna jako body roviny) doví
erozmìrného prostoru. Nedokázal si
e najít zobe
nìní do tøírozmìrného prostoru, alezavedl místo toho kvaterniony, které lze zobrazit ve ètyørozmìrném prostoru. Podle pøí-bìhu, který sám vyprávìl, byl jednoho dne na pro
ház
e se svou ¾enou, kdy¾ ho najednounapadlo øe¹ení ve tvaru rovni
e i2 = j2 = k2 = ijk = �1. Okam¾itì tuto rovni
i vyryldo blízkého Broughamského mostu (nyní Broom Bridge) v Dublinu.Hamilton popularizoval kvaterniony v nìkolika knihá
h. Poslední z ni
h, Elementsof Quaternions, mìla 800 stran a byla vydána krát
e po jeho smrti.V dne¹ní dobì mají kvaterniony pou¾ití v poèítaèové gra�
e, pøi zpra
ování signálu,øízení polohy a v orbitální me
hani
e, hlavnì pro reprezenta
i rota
í a smìrù v tøíroz-mìrném prostoru. Napø. autopilot kosmi
ké lodi je bì¾nì øízen kvaterniony, které jsouzároveò pou¾ity v dálkový
h mìøí
í
h pøístrojí
h aktuální polohy. Kombina
e mnoha kva-ternionový
h transforma
í jsou toti¾ numeri
ky výhodnìj¹í ne¾ mati
ové transforma
e.2.4. Euklidovský n-rozmìrný metri
ký prostorDe�ni
e 7. n-rozmìrný prostor [3℄ (str. 602):þ1. Bodem P v rovinì rozumíme uspoøádanou dvoji
i reálný
h èísel x; y, kterou znaèíme[x; y℄; pí¹eme pak P = [x; y℄. Pøitom zøejmì je [x; y℄ 2 R2 = R� R.2. Bodem X v n-rozmìrném prostoru rozumíme upoøádanou n-ti
i reálný
h èísel x1; x2;: : : ; xn, kterou znaèíme [x1; x2; : : : ; xn℄; pí¹eme pak X = [x1; x2; : : : ; xn℄. Pøitom je X 2Rn = R� R� � � � � R.3. Mno¾inu Rn v¹e
h bodù X = [x1; x2; : : : ; xn℄ nazýváme n-rozmìrným prostorem."De�ni
e 8. Metri
ký prostor [2℄ (str. 302)þMno¾inu M nazýváme metri
kým prostorem X, jestli¾e pro ka¾dou dvoji
i její
h prvkù7



u; v je de�nována tzv. vzdálenost d(u; v), splòují
í následují
í po¾adavky:d(u; v) � 0, pøièem¾ d(u; v) = 0 tehdy a jen tehdy, je-li u = vd(u; v) = d(v; u)d(u; z) � d(u; v) + d(v; z) pro v¹e
hna u; v; z 2M .Øíkáme také, ¾e na mno¾inì M (v mno¾inì M) je dána metrika d. Místo o prv
í
hmluvíme èasto o bode
h mno¾iny M , resp. prostoru M ."De�ni
e 9. Euklidovský n-rozmìrný metri
ký prostorEuklidovský n-rozmìrný metri
ký prostor En je spe
iální pøípad n-rozmìrného metri
-kého prostoru, kdy vzdálenost d(X;Y ) mezi ka¾dými dvìma body X = [x1; x2; : : : ; xn℄a Y = [y1; y2; : : : ; yn℄ je de�nována vztahemd(X;Y ) =p(y1 � x1)2 + (y2 � x2)2 + � � �+ (yn � xn)2 � 0 (2)Poka¾dé, kdy¾ budeme mluvit o n-rozmìrném nebo ví
erozmìrném prostoru, budetím myslet právì Euklidovský n-rozmìrný metri
ký prostor.2.5. Dal¹í pou¾ité pojmy2.5.1. De�ni
eV této èásti uvedu de�ni
e nìkterý
h pojmù, které pro nás budou dùle¾ité v dal¹ím textu.De�ni
e 10. Topologi
ká dimenze (pøevzato z [4℄, str. 79{81)Prázdná mno¾ina má dimenzi �1. Lze-li dvì uzavøené disjunktní podmno¾iny X oddìlitprázdnou mno¾inou, pak dimX � 0. Lze-li dvì uzavøené disjunktní podmno¾iny Xoddìlit mno¾inou L a dimL � k � 1, pak dimX � k. Mno¾ina X má topologi
koudimenzi k, právì kdy¾ dimX � k a zároveò není pravda, ¾e dimX � k � 1.De�ni
e 11. Prùmìr objektu (pøevzato z [6℄, str. 7)Prùmìr objektu A je jAj = supfjx� yjjx; y 2 Ag.De�ni
e 12. Hausdor�ova vnìj¹í míra a Hausdor�ova dimenze (pøevzato z [5℄, str. 147{149)Tzv. Hausdor�ova vnìj¹í míra M � X se de�nuje pro libovolné s > 0 jakoHs(M) = lim"!0Hs" (M) (3)8



kde Hs"(M) = inffPj jAjjs j jAjj � ";Sj Aj � Mg, fAjg je spoèetné pokrytí M a" > 0. Hausdor�ova vnìj¹í míra borelovské mno¾iny pak pro jediné s0 mìní svou hodnotuz nekoneèna na nulu. Takové s0 se nazývá Hausdor�ova dimenze M .
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3. Úvod do problematiky3.1. Co je to fraktální mno¾inaDe�ni
e fraktální mno¾iny, neboli fraktálu, dosud není vhodnì zformulována. Zatímexistují pouze pokusy o de�ni
i, ale u ka¾dého z ni
h se podaøilo najít pøípad, kdy de�ni
eselhala. Vìt¹ina matematikù pova¾uje za nejpøesnìj¹í tuto de�ni
i:Pokus o de�ni
i. Fraktální mno¾inaFraktální mno¾iny jsou takové mno¾iny, jeji
h¾ Hausdor�ova dimenze je vìt¹í ne¾ topo-logi
ká dimenze.Juliova a Mandelbrotova mno¾ina, o který
h budeme mluvit dále, této de�ni
i vyho-vují, ale existují mno¾iny s vlastnostmi fraktálù, které podle této de�ni
e fraktály nejsou.Pro jednodu
hou pøedstavu nám bude staèit, kdy¾ si popí¹eme nìkteré základnívlastnosti fraktálù. Na první pohled mù¾eme o fráktální mno¾inì øí
i, ¾e je to veli
eslo¾itý útvar s neomezeným mno¾stvím detailù. Tyto útvary ale nejsou úplnì náhodné.Fraktální mno¾iny mají øád. Jednou z hlavní
h vlastností je sobìpodobnost. Mno¾inaM , která je sobìpodobná, obsahuje podmno¾inu (vìt¹inou ne jednu), která je po urèitétransforma
i kopií mno¾iny M .Fraktály najdeme v¹ude kolem sebe. V pøírodì je ji
h spousta, napøíklad stromy,kapradiny, mraky, pobøe¾í, lidské plí
e, poèasí, ale i vývoj 
en na burze, ¹um v sí»ový
hkabele
h atd. Obe
nì mù¾eme o fraktále
h øí
i, ¾e jsou to velmi pìkné útvary. Nejspí¹proto nám pøipadají tak krásné stromy, rostliny, hory nebo snìhové vloèky.3.2. Juliovy mno¾iny3.2.1. De�ni
e Juliový
h mno¾inJuliovy mno¾iny jsou urèeny iteraèní rovni
í zn+1 = z2n+ 
, kde z0 je bod komplexníroviny a 
 je komplexní konstanta. Podle této iteraèní rovni
e mù¾eme body roviny roz-dìlit do dvou mno¾in: E
, tzv. úniková mno¾ina a P
, tzv. setrvalá mno¾ina. Formálníde�ni
e vypadají takto:De�ni
e 13. Úniková mno¾ina pro parametr 
Do mno¾iny E
 patøí v¹e
hny body z0 takové, ¾e èleny posloupnosti zn+1 = z2n + 
 v10



absolutní hodnotì divergují k nekoneènu.De�ni
e 14. Setrvalá mno¾ina pro parametr 
Do mno¾iny P
 patøí v¹e
hny body z0 takové, které nepatøí do mno¾iny E
.Po zavedení tì
hto pojmù mù¾eme pøejít k de�ni
i Juliový
h mno¾in:De�ni
e 15. Juliovy mno¾inyJuliova mno¾ina J
 s parametrem 
 je mno¾ina bodù tvoøí
í
h hrani
i mno¾iny E
.I kdy¾ de�ni
e Juliový
h mno¾in vypadá jednodu¹e, obrazy této mno¾iny jsou a¾neuvìøitelnì slo¾ité a zajímavé útvary.POZNÁMKA: De�ni
e 1{3 mù¾eme analogi
ky zavést i pro z a 
 v oboru kvaternionù.3.2.2. Aproxima
e Juliový
h mno¾inZobrazení Juliový
h mno¾in a dal¹í
h fraktálù je mo¾né s pomo
í poèítaèe. Budeme
htít na obrazov
e monitoru, která nám reprezentuje rovinu komplexní
h èísel, zobrazitjednou barvou mno¾inu E
 a jinou barvou mno¾inu P
 tak, aby
hom si mohli prohlédnoutrozhraní mezi tìmito mno¾inami, tj. Juliovu mno¾inu. Pokud by
hom 
htìli dosáhnoutpøesného výsledku, museli by
hom pro ka¾dý bod na obrazov
e provést nekoneènì mnohoiteraèní
h krokù výpoètu. To je ale na poèítaèi nemo¾né. Proto si musíme urèit maximálnípoèet itera
í, èím¾ dosáhneme alespoò pøibli¾ný
h výsledkù. K tomu, aby
hom pak mohlizaøadit bod do správné mno¾iny (E
 nebo P
) pou¾ijeme následují
í vìtu:Vìta 1. Mezní polomìrNe
h» z je komplexní èíslo vìt¹í nebo rovno 
 a zároveò vìt¹í ne¾ 2 v absolutní hodnotì.Pak z nále¾í do únikové mno¾iny E
 pro iteraèní rovni
i z ! z2 + 
.DùkazPlatí: jzj > 2 a jzj � j
j. Pak existuje kladné reálné èíslo h takové, ¾e jzj = 2+ h. Odvo-díme absolutní hodnotu následují
ího èlenu posloupnosti jz2 + 
j:
11



jz2 + 
j � jz2j � j
j . . . trojúhelníková nerovnost= jzj2 � j
j� jzj2 � jzj= (2 + h)2 � (2 + h) = 2 + 3h+ h2 = (2 + h) + (2h+ h2)= jzj+ (2h+ h2)Vidíme, ¾e posloupnost je rostou
í a naví
 roste i rozdíl dvou sousední
h èlenù. Z tohoplyne, ¾e posloupnost z ! z2 + 
 je pro jzj > 2 a jzj � j
j divergentní, tj. bod z patøí doúnikové mno¾iny E
.S pomo
í této vìty ji¾ doká¾eme sestavit algoritmus pro aproxima
i Juliový
h mno-¾in. Bìhem ka¾dého kroku budeme testovat, zda-li absolutní hodnota èísla z nepøesáhlahodnotu 2. Pokud se tak stane, mù¾eme výpoèet ihned ukonèit a prohlásit, ¾e tento bodle¾í v mno¾inì E
. Pokud po skonèení poslední itera
e absolutní hodnota èísla z nepøe-sáhla hodnotu 2, je ¹an
e, ¾e tento bod patøí do mno¾iny P
 nebo je aspoò blízko ní. Èímvìt¹í budeme mít maximální poèet itera
í, tím pøesnìj¹í bude výpoèet a uvidíme ví
edetailù na rozhraní mno¾in E
 a P
.Mno¾ina E
 je pro nás zajímavá tím, ¾e do této mno¾iny zaøazujeme pouze ty body,o který
h jsme si opravdu jistí, ¾e do této mno¾iny patøí. U ka¾dého takového bodutedy víme, po kolika kro
í
h absolutní hodnota èísla z pøesáhla hodnotu 2, èím¾ zároveòvýpoèet tohoto bodu skonèil. Tyto body mù¾eme obarvit podle poètu potøebný
h itera
í.Výsledné obrázky jsou fas
inují
í:

Obr. 1. Juliova mno¾ina, 
 = �0; 6� 0; 5i12



Obr. 2. Juliova mno¾ina, 
 = 0; 37 + i3.3. Mandelbrotova mno¾ina3.3.1. De�ni
e Mandelbrotovy mno¾inyMandelbrotova mno¾ina je nejznámìj¹ím fraktálem ze v¹e
h. Benoit Bendit Mandel-brot provedl v ro
e 1979 pozoruhodný experiment, jeho¾ výsledkem byly obrázky, kteréobletìly 
elý svìt. Mandelbrot studoval matemati
ké veledílo [9℄, str. 47{245, jeho¾ au-tory jsou Gaston Julia a Pierre Fatou. V tomto díle se objevuje strukturální dvoudílnost,která uvádí, ¾e pro libovolnou volbu konstanty 
 je Juliova mno¾ina J
 a zároveò mno¾inaP
 buïto souvislá nebo totálnì nesouvislá. Kolem roku 1979 mìl Mandelbrot nápad, jaktuto dvoudílnost zobrazit se v¹emi parametry 
, le¾í
í
h v rovinì komplexní
h èísel. Tatomy¹lenka vedla pøímo k de�ni
i Mandelbrotovy mno¾iny :De�ni
e 16. Mandelbrotova mno¾inaDo Mandelbrotovy mno¾inyM patøí v¹e
hny komplexní parametry 
, pro které je Juliovamno¾ina J
 souvislá. 13



Mandelbrot obarvil jednotlivé body roviny èísel 
 bílou nebo èernou barvou podletoho, jestli byla pøíslu¹ná Juliova mno¾ina souvislá nebo nesouvislá. Výsledkem byl èerno-bílý obrázek podobný tomuto (v ro
e 1979 s tehdej¹ími mo¾nostmi gra�
kého zobrazeníto nebylo pøíli¹ kvalitní):

Obr. 3. Mandelbrotova mno¾inaPøi výpoètu by
hom ale narazili na problém, jak pomo
í poèítaèe rozhodnout, zda-liparametr 
 patøí do Mandelbrotovy mno¾iny nebo ne, tj. urèit, zda-li je pøíslu¹ná Juliovamno¾ina souvislá nebo nesouvislá. Kdy¾ Mandelbrot provádìl svùj experiment, byl jednímz mála lidí, kteøí znali podrobnì prá
i Julia a Fatoua. Pøedev¹ím si byl vìdom tvrzení oúzkém vztahu mezi dvoudílností Juliový
h mno¾in a bodem 0 + 0i:Tvrzení. Mno¾ina J
 je souvislá tehdy a jen tehdy, pokud posloupnost zn+1 = z2n + 
,kde z0 = 0 + 0i, je omezená.Jinými slovy, mno¾ina J
 (a zároveò i mno¾ina P
) je souvislá tehdy a jen tehdy,pokud (0 + 0i) 2 P
. Z tohoto tvrzení plyne vìta:Vìta 2. Mandelbrotova mno¾inaDoMandelbrotovy mno¾iny patøí v¹e
hny body 
, pro které je posloupnost zn+1 = z2n+
,kde z0 = 
, omezená.Tato vìta popisuje dùle¾itou vlastnost Mandelbrotovy mno¾iny a dá se dokázat,¾e je ekvivalentní s de�ni
í 16., tzn., ¾e z de�ni
e 16. odvodíme vìtu 2. a naopak. Tutovìtu naví
 Mandelbrot pou¾il jako de�ni
i mno¾inyM ve svý
h experimente
h roku 1979.14



Pøi zobe
òování Mandelbrotovy mno¾iny proto také pou¾ijeme tuto vìtu jako alternativníde�ni
i.POZNÁMKA: Mandelbrotova mno¾ina v oboru kvaternionù splòuje analogi
kou vlast-nost z vìty 1.3.3.2. Aproxima
e Mandelbrotovy mno¾inyPomo
í alternativní de�ni
e jsme s
hopni sestavit algoritmus pro aproxima
i Man-delbrotovy mno¾iny. Tento algoritmus bude podobný algoritmu pro aproxima
e Juliový
hmno¾in | viz. 3.2.2. Jediný rozdíl bude v tom, ¾e parametr 
 bude pro ka¾dý bod jiný.Jako parametr 
 pou¾ijeme souøadni
i právì poèítaného bodu. Poèáteèní podmínka z0bude stejná jako pøi výpoètu Juliový
h mno¾in.

Obr. 4. Mandelbrotova mno¾ina
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3.3.3. Vlastnosti Mandelbrotovy mno¾inyVztah mezi Mandelbrotovými mno¾inami v komplexní
h èísle
h a v kvater-nione
hPøi výpoètu Mandelbrotovy mno¾iny v oboru kvaternionù dosazujeme do iteraènírovni
e z ! z2+ 
 kvaterniony ve tvaru a+ bi+ 
j+ dk, èím¾ dostaneme ètyørozmìrnouMandelbrotovu mno¾inu. Dvourozmìrný øez této mno¾iny, který získáme polo¾ením 
 =d = 0, je Mandelbrotova mno¾ina v oboru komplexní
h èísel. Dosáhli jsme toho tím, ¾e doiteraèní rovni
e z ! z2+
 jsme dosazovali kvaterniony ve tvaru a+bi+0j+0k, které jsouzároveò komplexními èísly. Ètyørozmìrná Mandelbrotova mno¾ina v oboru kvaternionùtedy obsahuje jako svùj øez dvourozmìrnou Mandelbrotovu mno¾inu v oboru komplexní
hèísel.Pokud by
hom dosazovali kvaterniony napø. ve tvaru a + 0i + 
j + 0k, dostanemeopìt Mandelborotvu mno¾inu v oboru komplexní
h èísel, ale tentokrát se jedná o jinýøez ètyørozmìrné mno¾iny. Ètyørozmìrná Mandelbrotova mno¾ina tedy obsahuje nìkolikMandelborotvý
h mno¾in v oboru komplexní
h èísel jako svùj dvourozmìrný øez. V èásti5.2.1. doká¾eme, ¾e takový
h øezù je nekoneènì mnoho.Symetrie Mandelbrotovy mno¾inyDal¹í zajímavou vlastností Mandelbrotovy mno¾iny je její symetrie kolem reálné osy.I kdy¾ to z de�ni
e 16. nebo z vìty 2. pøímo nevyplývá, je tato vlastnost dobøe viditelnána mno¾inì v komplexní rovinì:

Obr. 5. Mandelbrotova mno¾ina a její detailyTuto symetrii v komplexní rovinì si rovnou doká¾eme. Budeme 
htít ukázat, ¾ehodnoty jznj v posloupnosti z ! z2+ 
 nezávisí na znaménku imaginární èásti poèáteèní16



podmínky 
. Z tohoto tvrzení pak plyne, ¾e Mandelbrotova mno¾ina je symetri
ká podlereálné osy.Do rovni
e zn+1 = z2n + 
 dosadíme zk = ak + bki a 
 = a0 + b0i:an+1 = a2n � b2n + a0bn+1 = 2anbn + b0Hodnota an+1 je funk
í f1(an; jbnj; a0). Ve výrazu bn+1 = 2anbn+ b0 budeme opakovanìdosazovat za bk:bn+1 = 2anbn + b0 = 2an(2an�1bn�1 + b0) + b0 == 2an(2an�1(2an�2bn�2 + b0) + b0) + b0 = � � � == 2an(2an�1(2an�2 : : : (2a0b0 + b0) + � � �+ b0) + b0) + b0Odtud odvodíme, na èem závisí bn+1. Vytkneme b0:bn+1 = b0(2an(2an�1(2an�2 : : : (2a0 + 1) + � � �+ 1) + 1) + 1)a pro absolutní hodnotu jbn+1j dostávámejbn+1j = jb0j � j(2an(2an�1 � � �+ 1) + 1)jHodnota jbn+1j je tedy funk
í f2(a0; a1; : : : ; an; jb0j). Nyní mù¾eme odvodit, na èem závisíhodnota jzn+1j. Spoèítáme ji pomo
í jzn+1j = qa2n+1 + b2n+1, z èeho¾ mù¾eme usoudit,¾e jzn+1j závisí na tì
hto dvou výraze
h:an+1 = f1(an; jbnj; a0) (4)jbn+1j = f2(a0; a1; : : : ; an; jb0j) (5)Shrnutí: jzn+1j = f(a0; a1; : : : ; an; jb0j; jbnj). Induk
í podle (4) a (5) zjistíme, ¾e hodnotajzn+1j závisí pouze na n, a0 a jb0j, pøièem¾ n a a0 nezávisí na b0. Z tohoto faktu ji¾ plynedokazovaná symetrie Mandelbrotovy mno¾iny v komplexní rovinì.Hausdor�ova dimenze okraje Mandelbrotovy mno¾inyNejzajímavìj¹í na Mandelbrotovì mno¾inì je Hausdor�ova dimenze jejího okraje.Japonský matematik Mitsuhiro Shishikura roku 1994 dokázal, ¾e Hausdor�ova dimenzeokraje Mandelbrotovy mno¾iny je pøesnì 2. Celý dùkaz mù¾e ètenáø nalézt na internetovéadrese [i2℄.Okraj Mandelbrotovy mno¾iny le¾í v rovinì, proto jeho Hausdor�ova dimenze mù¾ebýt maximálnì 2. Pøesný dùkaz tohoto tvrzení si ètenáø mù¾e najít v [8℄ { str. 104.17



Pro jednodu¹¹í pøedstavu nám bude staèit, kdy¾ si uvìdomíme, ¾e pøi mìøení Hausdor-�ovy dimenze okraje Mandelbrotovy mno¾iny mìøíme dimenzi podmno¾iny roviny, její¾topologi
ká a zároveò i Hausdor�ova dimenze je 2 (rovina není fraktál).Pokud shrneme v¹e
hny poznatky popsané vý¹e, tak zjistíme, ¾e rozdíl mezi Hausdor-�ovou a topologi
kou dimenzí je maximální mo¾ný, tedy 1. Z toho plyne, ¾e Mandebrotovamno¾ina je hodnì slo¾itá.
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4. Zobe
nìní Mandelbrotovy mno¾iny4.1. Zobe
nìní de�ni
e Mandelbrotovy mno¾iny4.1.1. Zavedení spe
iálního znaèeníJak u¾ bylo pou¾ito v pøed
hozím textu, Mn bude znaèit n-rozmìrnou Mandelbro-tovu mno¾inu.Budeme pou¾ívat iteraèní rovni
i, ve které se vyskytnou funk
e n-rozmìrný
h vek-torù. Tyto vektory budou reprezentovat body v n-rozmìrném prostoru. Vektory bu-deme znaèit tuèným písmenem. Jednotlivé slo¾ky vektoru budeme znaèit stejným pís-menem, jako jsme oznaèili vektor, a budeme je rozli¹ovat indexem vpravo dole. Napø.a = (a1; a2; : : : ; an).Vektory v posloupnosti urèené iteraèní rovni
í budeme rozli¹ovat pomo
í indexuvpravo nahoøe. Aby
hom tyto indexy rozeznali od exponentù mo
nin, budeme indexydávat do kulaté závorky. Napø. a(k) = �a(k)1 ; a(k)2 ; : : : ; a(k)n �.n-rozmìrný prostor, se kterým budeme pra
ovat dále, bude mít jeden rozmìr vý-znaèný. Odpovídají
í slo¾kou vektoru pro tento význaèný rozmìr bude prvek a1. Budemejej zobe
nìnì nazývat reálnou èástí vektoru a. Znaèení: Re a = a1. Ostatní slo¾ky bu-deme nazývat imaginární èástí vektoru a. Znaèení: Ima = (a2; a3; : : : ; an). Toto oznaèenízavádíme podle analogi
ký
h pojmù u komplexní
h èísel.Velikost, nebo také absolutní hodnota, vektoru a = (a1; a2; : : : ; an) bude skalár,který spoèítame pomo
í pa21 + a22 + � � �+ a2n. Budeme ji znaèit jaj.4.1.2. De�ni
e Mandelbrotovy mno¾iny v n-rozmìrném prostoruDe�ni
e 17. n-rozmìrná Mandelbrotova mno¾inaMáme posloupnost (jz(0)j; jz(1)j; jz(2)j; : : : ), která je dána vztahy:z(m+1)1 = �z(m)1 �2 � �z(m)2 �2 � �z(m)3 �2 � � � � � �z(m)n �2 + z(0)1z(m+1)2 = 2z(m)1 z(m)2 + z(0)2z(m+1)3 = 2z(m)1 z(m)3 + z(0)3...z(m+1)n = 2z(m)1 z(m)n + z(0)n (6)
19



kde z(0) = 
 a z(k) = �z(k)1 ; z(k)2 ; : : : ; z(k)n �. Do n-rozmìrné Mandelbrotovy mno¾iny Mnpatøí v¹e
hny takové body 
 n-rozmìrného prostoru, pro které je posloupnost(jz(0)j; jz(1)j; jz(2)j; : : : ) omezená.Iteraèní rovni
e z de�ni
e 17. zobe
òuje iteraèní rovni
i pro komplexní èísla a kva-terniony z vìty 2.:Pro komplexní èísla: (z1; z2)! (z21 � z22 + 
1; 2z1z2 + 
2)Pro kvaterniony: (z1; z2; z3; z4)! (z21 � z22 � z23 � z24 + 
1;2z1z2 + 
2;2z1z3 + 
3;2z1z4 + 
4)Obe
nì: (z1; z2; : : : ; zn)! (z21 � z22 � � � � � z2n + 
1;2z1z2 + 
2;...2z1zn + 
n)
4.1.3. Aproxima
e ví
erozmìrné Mandelbrotovy mno¾inyVýpoèet zobe
nìné Mandelbrotovy mno¾iny provedeme stejným zpùsobem, jakokdyby
hom poèítali Mandelbrotovu mno¾inu v komplexní
h èísle
h. Jediná odli¹nost budev tom, ¾e budeme muset zavést ví
e souøadni
 pro implementa
i vztahù (6). Aby byl vý-poèet korektní, musíme je¹tì zobe
nit vìtu 1. o mezním polomìru:Vìta 3. Zobe
nìný mezní polomìrNe
h» v je takový vektor, ¾e jvj � j
j a zároveò jvj > 2. Pak posloupnost vektorù���z(0)�� ; ��z(1)�� ; ��z(2)�� ; : : : � z de�ni
e 17. je pro z(0) = v neomezená.Tato vìta se doká¾e analogi
ky jako vìta 1.20



Obr. 6. Mandelbrotova mno¾ina; vlevo: trojrozmìrná mno¾ina, vpravo: øez ètyørozmìrnoumno¾inou { obsauhuje body (�1; 0; 0; 0); (0; 1;�1; 0); (0; 1; 1; 0); (0; 1; 0; 1)
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5. Vlastnosti zobe
nìné Mandelbrotovymno¾iny5.1. Vztah mezi mno¾inami o rùzný
h dimenzí
hZvolme si k libovolný
h slo¾ek vektoru 
 tak, ¾e mezi nimi je obsa¾ena i reálná slo¾ka.Poèet k zvolíme tak, aby byl men¹í ne¾ n. Nyní ne
háme k vybraný
h slo¾ek vektoru 
probíhat pøes v¹e
hna reálná èísla a zbývají
í slo¾ky ne
háme nulové. V¹e
hny taktozískané vektory 
 dosadíme do vztahù (6) za z(0). S tìmito poèáteèními podmínkamidostaneme k-rozmìrnou Mandelbrotovu mno¾inu Mk. Tato mno¾ina je podmno¾inou n-rozmìrné mno¾iny Mn, 
o¾ je dáno volbou n-rozmìrný
h vektorù z(0). Platí Mk � Mnpro k < n. Názornou ukázku mù¾eme vidìt na obr. 7.

Obr. 7. Trojrozmìrná Mandelbrotova mno¾ina a její øez5.2. Symetrie mno¾iny5.2.1. Dùkaz symetrieV této èásti si doká¾eme, ¾e Mandelbrotova mno¾ina je symetri
ká podle reálnéosy ve v¹e
h rozmìre
h. Tato osová symetrie je my¹lena tak, ¾e n-rozmìrná Mandelbro-tova mno¾ina je shodná s mno¾inou, která vznikne rota
í dvourozmìrné Mandelbrototvymno¾iny kolem reálné osy. 22



Pøi dùkazu symetrie pou¾ijeme vztahy (6). Vidíme, ¾e hodnota z(m+1)1 závisí naz(m)1 , z(0)1 a na ��Imz(m)��:z(m+1)1 = �z(m)1 �2 � �z(m)2 �2 � �z(m)3 �2 � � � � � �z(m)n �2 + z(0)1= �z(m)1 �2 � ��z(m)2 �2 + �z(m)3 �2 + � � �+ �z(m)n �2�+ z(0)1= �z(m)1 �2 � ���Im z(m)���2 + z(0)1 (7)Rozebereme si nyní èleny z(m)k , 2 � k � n, vektoru Im z(m). Budeme opakovanìdosazovat za z(q)k , kde q je postupnì (m� 1); (m� 2); : : : ; 1:z(m)k = 2z(m�1)1 z(m�1)k + z(0)k= 2z(m�1)1 �2z(m�2)1 z(m�2)k + z(0)k �+ z(0)k...= 2z(m�1)1 �2z(m�2)1 : : :�2z(0)1 z(0)k + z(0)k �+ � � �+ z(0)k �+ z(0)ka v poslední úpravì vytkneme èlen z(0)k :z(m)k = z(0)k �2z(m�1)1 �2z(m�2)1 : : :�2z(0)1 + 1�+ � � �+ 1�+ 1� (8)a dosadíme do ��Im z(m)��2:���Im z(m)���2 = �z(m)2 �2 + �z(m)3 �2 + � � �+ �z(m)n �2= ��z(0)2 �2 + �z(0)3 �2 + � � �+ �z(0)n �2��2z(m�1)1 �2z(m�2)1 � � �+ 1�+ 1�2= ���Im z(0)���2 �2z(m�1)1 �2z(m�2)1 � � �+ 1�+ 1�2 (9)Tyto vztahy pou¾ijeme k odvození jz(m+1)j:���z(m+1)��� =qz(m+1)1 + z(m+1)2 + � � �+ z(m+1)n=qz(m+1)1 + ��Im z(m+1)��2 (10)Dosadíme (7) za z(m+1)1 :���z(m+1)��� =r�z(m)1 �2 � ��Im z(m)��2 + z(0)1 + ��Im z(m+1)��2 (11)Opakovanì budeme v (11) dosazovat výraz (7) za �z(m)1 �2, kde m se bude po-stupnì redukovat na (m� 1); (m� 2); : : : ; 0 a souèasnì budeme nahrazovat výrazy tvaru23



��Im z(q)��2, kde q = 1; 2; : : : ; (m+1) pomo
í (9). Po koneènì mnoha kro
í
h (poèet dosa-zení závisí na m) zredukujeme výraz (11) na tvar, který bude závislý pouze na m, z(0)1 ana ��Imz(0)��2. m u¾ je dále nezávislé na zbývají
í
h dvou koneèný
h hodnotá
h. Z tohotoji¾ plyne, ¾e n-rozmìrná Mandelbrotova mno¾ina je symetri
ké podle reálné osy.Posloupnost (6) pro daný bod je jednoznaènì dána reálnou slo¾kou a1 a vzdále-ností tohoto bodu od reálné osy: ��Im z(0)�� = pa22 + a23 + � � �+ a2n. Z toho plyne, ¾ebody v n-rozmìrném prostoru s pevnou reálnou slo¾kou a1 a konstantní vzdálenostíd =pa22 + a23 + � � �+ a2n od reálné osy buï v¹e
hny le¾í v Mandelbrotovì mno¾inì nebov ní nele¾í ¾ádný z ni
h. Zde je formální zápis této vìty:Vìta 4. Symetrie Mandelbrotovy mno¾inyPro ka¾dý bod (a1; a2; : : : ; an) n-rozmìrného prostoru, ve kterém je de�nována Mandel-brotova mno¾ina podle de�ni
e 17., platí, ¾e(a1; a2; : : : ; an) 2Mn , �a1;qa22 + a23 + � � �+ a2n� 2M2Tato vlastnost je dobøe viditelná na trojrozmìrném øezu ètyørozmìrné mno¾iny, kterýje kolmý na reálnou osu. Viz. následují
í obr.:

Obr. 8. Dva rùzné øezy ètyørozmìrnou mno¾inou kolmé na reálnou osu, které byly rozpù-leny rovinou pro
házejí
í støedem. V obou pøípade
h dostaneme kouli, ale pod povr
hemkoule se skrývají dal¹í soustøedné vrstvy.Øez vlevo obsahuje body: (0; 4; 0; 0; 0); (0; 4; 1; 0; 0); (0; 4; 0; 1; 0); (0; 4; 0; 0; 1)a øez vpravo: (0; 38; 0; 0; 0); (0; 38; 1; 0; 0); (0; 38; 0; 1; 0); (0; 38; 0; 0; 1)Skuteènost, ¾e Mandelbrotova mno¾ina je osovì symetri
ká ve v¹e
h rozmìre
h, námvelmi zjednodu¹uje nìkteré výpoèty. Na vyu¾ití symetrie se zamìøíme v následují
í kapi-tole. 24



5.2.2. Vyu¾ití symetrieAproxima
e mno¾inyHlavní výhodou symetrie je zjednodu¹ení výpoètu pøi aproxima
i ví
erozmìrné Man-delbrotovy mno¾iny. Díky symetrii k výpoètu nepotøebujeme vztahy z de�ni
e 17. Staèív¾dy provést transforma
i poèítaného bodu, jak bylo popsáno ve vìtì 4. To znamená, ¾ebod (a1; a2; : : : ; an) n-rozmìrného prostoru pøevedeme na bod �a1;pa22 + a23 + � � �+ a2n�dvourozmìrného prostoru a tento nový bod pak vypoèítáme v komplexní rovinì. Tentopostup nám výraznì ury
hluje výpoèet. Výsledný algoritmus bude mít (a¾ na transfor-ma
i bodu) èasovou i pamì»ovou slo¾itost nezávislou na poètu dimenzí Mandelbrotovymno¾iny.Výpoèet objemuDal¹í výhodou symetrie je zjednodu¹ení numeri
kého výpoètu objemu Mandelbro-tovy mno¾iny. Ze symetrie plyne, ¾e kdy¾ vedeme (n� 1)-rozmìrný øez n-rozmìrné mno-¾iny kolmo na reálnou osu, dostáváme na øezu (n�1)-rozmìrnou kouli. Tato koule ov¹emnemusí být v¾dy z
ela vyplnìná. Uvnitø koule se mù¾e vyskytovat soustava soustøedný
h(n � 1)-rozmìrný
h mezisfér. Pøi výpoètu objemu tedy zjistíme polomìry jednotlivý
hmezisfér z mno¾iny v komplexní rovinì. Polomìry budeme mìøit ve smìru imaginární osy.Nyní pøièteme objemy koulí, jeji
h¾ polomìry jsou vnìj¹ími polomìry povr
hù zji¹tìný
hmezisfér a odeèteme objemy koulí, jeji
h¾ polomìry jsou vnitøními polomìry povr
hùmezisfér. Nìkteré mezisféry mohou být degenerované na koule. To jsou takové mezisféry,které nemají vnitøní povr
h. Pøi výpoètu budeme potøebovat vzore
 na objem n-rozmìrnékoule (s polomìrem R):Vn(R) = Rn � �(n�1)=2 2n �n�12 �!n! pro li
hé nVn(R) = Rn � �n=2�n2 �! pro sudé nOdvození tì
hto vzor
ù { viz. pøíloha 7.1.Zde jsou výsledky pro nìkteré dimenze:dimenze n 2 3 4 5 6 7 8objem V , [jn℄ 1,513100 1,347767 1,139479 0,910310 0,690777 0,501235 0,349711Pøesnost výpoètu je 10�3n. Poèet itera
í: 1000.25



Výpoèet Hausdor�ovy dimenzePokud by
hom 
htìli numeri
ky vypoèítat Hausdor�ovu dimenzi povr
hu n-rozmìr-né Mandelbrotovy mno¾iny, mù¾eme opìt vyu¾ít symetrii k zjednodu¹ení výpoètu. Pou-¾ijeme møí¾kovou metodu, která poèítá fraktální dimenzi.De�ni
e 18. Fraktální dimenze (pøevzato z [7℄, str. 279)Fraktální dimenze mno¾iny M je èíslod = lim"!0 logNlog 1"kde N je minimální poèet koulí o polomìru ", které jsou potøeba k pokrytí mno¾iny M .Fraktální dimenzi mù¾eme de�novat pomo
í míry podobnì jako Hausdor�ovu di-menzi v de�ni
i 12.:De�ni
e 19. Mírad-rozmìrná míra mno¾iny M se de�nuje jakomd = lim"!0N(") � "dkde N(") je minimální poèet koulí o polomìru ", které jsou potøeba k pokrytí mno¾inyM . Míra mno¾iny pak pro jediné d0 mìní svou hodnotu z nekoneèna na nulu. Takové d0se nazývá fraktální dimenze M .V na¹em pøípadì se fraktální dimenze shoduje s Hausdor�ovou dimenzí.Pøi výpoètu fraktální dimenze møí¾kovou metodou si nejdøíve zvolíme jednotku "1a pøekryjeme zkoumanou mno¾inu møí¾kou s velikostí jednoho ètvereèku "1. Spoèítámepoèet ètvereèkù N1, kterými pro
hází okraj mno¾iny. Nyní si zvolíme jinou jednotku "2a podobnì jako v pøed
hozím pøípadì spoèítáme N2. Pro hledanou fraktální dimenzi dmusí platit: N1"d1 = N2"d2Z této rovni
e odvodíme dimenzi d:N1"d1 = N2"d2logN1"d1 = logN2"d2logN1 + d log "1 = logN2 + d log "2d = logN2 � logN1log "1 � log "2Pøi výpoètu fraktální dimenze n-rozmìrné Mandelbrotovy mno¾iny nemusíme díkysymetrii poèítat kry
hlièky na povr
hu 
elé mno¾iny, ale staèí spoèítat ètvereèky na okraji26



dvourozmìrné mno¾iny a u ka¾dého z ni
h si zaznamenat vzdálenost od reálné osy. Tatovzdálenost je polomìr (n� 1)-rozmìrné koule na øezu, její¾ povr
h umíme pomo
í polo-mìru spoèítat pøesnì. Tento povr
h vydìlíme objemem kry
hlièky o stranì ", èím¾ získámepoèet kry
hlièek, které pokryjí tuto kouli. Pro povr
h koule o polomìru R pou¾ijeme tytovzor
e: Pn(R) = nR(n�1) � �(n�1)=2 2n �n�12 �!n! pro li
hé nPn(R) = nR(n�1) � �n=2�n2 �! pro sudé nOdvození tì
hto vzor
ù { viz. pøíloha 7.1.Fraktální dimenzi Mandelbrotovy mno¾iny nebudeme poèítat numeri
ky. V násle-dují
í èásti si rovnou uká¾eme její pøesnou hodnotu.5.3. Hausdor�ova dimenze povr
hu Mandelbrotovymno¾inyVíme, ¾e Hausdor�ova dimenze dvourozmìrné Mandelbrotovy mno¾iny je pøesnì 2.Na základì symetrie si doká¾eme, ¾e Hausdor�ova dimenze n-rozmìrné Mandelbrotovymno¾iny je pøesnì n. Nejdøíve si doká¾eme tuto vìtu:Vìta 5.Kartézským souèinem mno¾iny s dimenzí d1 a mno¾iny s dimenzí d2 dostaneme mno¾inus dimenzí d1 + d2.Dùkaz:Máme mno¾inu s dimenzí d1 a mírou M1 = lim"!0N1"d1 . Tato mno¾ina je pokrytaN1 objekty o velikosti "d1 . Ka¾dému tomuto objektu pøiøadíme jednu mno¾inu, z ni
h¾ka¾dá má dimenzi d2 a míru mk = nk"d2 . Míra výsledné mno¾iny bude vypadat takto:M = "d1m1 + "d1m2 + � � �+ "d1mN1= N1Xi=1 "d1mi = N1Xi=1 "d1ni"d2 = "d1+d2 N1Xi=1 ni= N"d1+d2
o¾ je podle de�ni
e 19. míra (d1 + d2)-rozmìrné mno¾iny. Výsledná mno¾ina má tedydimenzi d1 + d2.n-rozmìrná Mandelbrotova mno¾ina vznikne rota
í dvourozmìrné Mandelbrotovymno¾iny kolem reálné osy. Ke ka¾dému bodu dvourozmìrné mno¾iny jsme tedy pøiøadili27



povr
h (n� 1)-rozmìrné koule, její¾ dimenze (fraktální i topologi
ká, nebo» se nejedná ofraktál) je pøesnì (n� 2). Vzhledem k tomu, ¾e dimenze pùvodní dvourozmìrné Mandel-brotovy mno¾iny byla pøesnì 2, je výsledná dimenze n-rozmìrné Mandelbrotovy mno¾inypodle vìty 5. pøesnì n.
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6. Program HyperChaos6.1. Popis programuSouèástí této prá
e je program HyperChaos, který umo¾òuje nahlédnout do ví
e-rozmìrného svìta fraktálù. Pro vìt¹inu lidí je velmi obtí¾né pøedstavit si ví
erozmìrnýprostor a v nìm nìjaké mno¾iny. Tento program je velmi dobrá pomù
ka pro získání pøed-stavy o podobì a vlastnoste
h Mandelbrotovy, resp. Juliovy, mno¾iny ve ví
erozmìrnémprostoru.Hlavní funk
í programu je zobrazování libovolný
h trojrozmìrný
h nebo dvojrozmìr-ný
h øezù n-rozmìrné Mandelbrotovy, resp. Juliovy, mno¾iny. Øez je jednoznaènì urèenu¾ivatelem a tento øez se po zadání parametrù zobrazí v oknì programu. Pøi trojrozmìrnéprojek
i se za
hovává perspektiva a pomo
í barev je dobøe viditelné, která èást mno¾inyse na
hází blí¾e oku u¾ivatele. V pøípadì dvourozmìrný
h øezù je velmi zajímavé obar-vování bodù nele¾í
í
h v mno¾inì. Ve¹keré snímky je mo¾no ulo¾it do souboru a dálezpra
ovávat.U¾ivatel mù¾e pomo
í tohoto programu vytváøet i animované obrázky. Pomo
í dal-¹í
h parametrù je mo¾no nastavit posloupnost øezù mno¾iny, které pak po spojení vytvoøíanima
i. Vzhledem k pamì»ové nároènosti výpoètu a dal¹ím te
hni
kým problémùm neníanima
e vytváøena pøímo. Do zvolené slo¾ky na disku se ulo¾í sada bitmap, které je mo¾nosetøídit podle názvu a pomo
í jiného programu sestavit anima
i. Je doporuèen profresio-nální software, který doká¾e výslednou anima
i optimalizovat a výraznì tak zredukovatvelikost výsledného souboru.Vedle zobrazování mno¾in umo¾òuje program také provádìt nìkteré výpoèty spojenés Mandelbrotovou, resp. Juliovou, mno¾inou. V prá
i byl program vyu¾it k aproxima
iobjemù pro nìkolik ni¾¹í
h dimenzí Mandelbrotovy mno¾iny.
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Obr. 9. Prostøedí programu HyperChaos6.2. Metoda zobrazení øezuTrojrozmìrný, resp. dvojrozmìrný, øez je jednoznaènì urèen ètyømi, resp. tøemi,body, které nele¾í v jedné rovinì, resp. jedné pøím
e. Pomo
í takto zadaný
h bodù jeprogram s
hopen zobrazit po¾adovaný øez. Metodu zobrazení si popí¹eme pouze na troj-rozmìrné variantì øezu. Dvojrozmìrný øez se získá pouhým zjednodu¹ením trojrozmìrnévarianty.Program pra
uje s øezem mno¾iny ve dvou oddìlený
h souøadni
ový
h systéme
h.V prvním systému, jsou zadány vr
holy ètyøstìnu OABC, který nám jednoznaènì urèujehledaný øez. Tento systém souøadni
 je n-rozmìrný. Druhý systém je trojrozmìrný a tentosytém zobrazujeme na obrazovku.Potøebujeme zobrazit øez mno¾iny do na¹eho trojrozmìného systému. Toto zobrazeníprovedeme tak, ¾e si ve trojrozmìrném sytému nejdøíve vypoèítáme vr
holy ètyøstìnuO0A0B0C 0, který bude shodný s ètyøstìnem OABC v n-rozmìrném systému souøadni
.Pomo
í vzdáleností vr
holù a úhlù mezi hranami spoèítáme tyto vr
holy veli
e snadno.Po této transforma
i ji¾ doká¾eme ke ka¾dému bodu v trojrozmìrném systému najítodpovídají
í bod øezu mno¾iny v n-rozmìrném systému.Pomo
í vr
holù ètyøstìnu OABC si urèíme vektory n-rozmìrného prostoru, které30



by mìly být lineárnì nezávislé: �!OA = (a1; : : : ; an)�!OB = (b1; : : : ; bn)�!OC = (
1; : : : ; 
n)a odpovídají
í vektory v trojrozmìrném systému:��!O0A0 = (a01; a02; a03)��!O0B0 = (b01; b02; b03)��!O0C 0 = (
01; 
02; 
03)Pomo
í tì
hto vektorù najdeme k libovolnému bodu D0 v trojrozmìr-ném systémuodpovídají
í bod D v n-rozmìrném systému. Platí, ¾e ka¾dé ètyøi vektory v trojrozmìr-ném prostoru jsou lineárnì závislé, tj. existuje právì jeden vektor x = (x1; x2; x3), takový,¾e platí: ��!O0D0 = x1��!O0A0 + x2��!O0B0 + x3��!O0C 0 (12)kde ��!O0D0 = (d01; d02; d03). Toté¾ musí platit i pro bod D:�!OD = x1�!OA+ x2�!OB + x3�!OC (13)kde �!OD = (d1; : : : ; dn).Z tohoto ji¾ plyne postup pøi výpoètu souøadni
 bodu D. Nejdøíve spoèítáme vektorx = (x1; x2; x3) z rovni
e (12), která po rozepsání pøejde v soustavu rovni
:d01 = x1a01 + x2b01 + x3
01d02 = x1a02 + x2b02 + x3
02 (14)d03 = x1a03 + x2b03 + x3
03Jednotlivé slo¾ky vektoru x = (x1; x2; x3) dosadíme do (13), èím¾ získáme vektor�!OD a odtud podle souøadni
 bodu O spoèítáme souøadni
e bodu D, který odpovídázvolenému bodu D0.Tento výpoèet je tøeba provést pro ka¾dý zobrazovaný bod øezu zvlá¹». Nìkteréhodnoty pro øe¹ení soustavy (14) je mo¾né spoèítat pøedem, èím¾ se výpoèet ury
hluje.Celková èasová slo¾itost je lineární vzhledem k poètu dimenzí mno¾iny.
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7. Pøíloha7.1. Odvození vzor
ù pro n-D kouliObjemn-rozmìrná koule je mno¾ina bodù v n-rozmìrném prostoru, které mají od jednohostøedu vzdálenost men¹í nebo rovnu polomìru této koule. Polomìr budeme znaèit R.Pokud vedeme (n � 1)-rozmìrný øez touto koulí, jeho¾ vzdálenost od støedu je d, pakdostaneme (n�1)-rozmìrnou kouli s polomìrempR2 � d2. Z tohoto u¾ doká¾eme sestavitintegrál pro výpoèet objemu n-rozmìrné koule:Vn(R) = Z R�R Vn�1 �pR2 � x2 � dx (15)Hledaný vzore
 bude mít tvar: Vn(R) = an �Rn (16)an = Vn(R)Rn (17)Nyní (15) dosadíme do (17) a upravíme:an = Vn(R)Rn = R R�R Vn�1 �pR2 � x2� dxRn= R R�R an�1 � �pR2 � x2 �n�1 dxRn= an�1 �Rn � R 1�1 �p1� x2 �n�1 dxRn= an�1 � Z 1�1 �p1� x2 �n�1 dx= an�1 � Z 1�1 �p1� x2 �n�1 dx (18)Z (18) mù¾eme snadno vyjadøit an:an = n�1Yi=0 Z 1�1 �p1� x2 �i dx (19)které dosadíme do (16): 32



Vn(R) = Rn � n�1Yi=0 Z 1�1 �p1� x2 �i dx (20)Nyní budeme potøebovat nìkolik de�ni
 z [1℄:De�ni
e 20. Funk
e gama [1℄ (str. 521):þFunk
e �(x) = Z 10 e�ttx�1 dt (21)se nazývá Eulerova funk
e druhého druhu èili funk
e gama."Vìta 6. Základní vztahy pro funk
i gama [1℄ (str. 521{522):þ �(n) = (n� 1)! pro pøirozená n (22)��12� = p�, ��32� = 12 p�, ��52� = 32 � 12 p�, : : : ; (23)"De�ni
e 21. Funk
e beta [1℄ (str. 524)þFunk
e beta èili Eulerùv integrál prvního druhu je de�nována integrálemB(p; q) = Z 10 xp�1(1� x)q�1 dx = Z 10 xp�1 dx(1 + x)p+q (p > 0; q > 0): (24)"Vìta 7. Platí [1℄ (str. 524):þ B(p; q) = B(q; p) (25)B(p; q) = �(p) �(q)�(p+ q) : (26)"Pomo
í tì
hto vztahù upravíme integrál v (20): R 1�1 �p1� x2 �i dx. Zavedeme si substi-tu
i: z = x2, x = pz (27)dzdx = 2x, dx = dz2x = dz2pz (28)(27) a (28) dosadíme do (20), èím¾ dostaneme nový tvar integrálu:Z 1�1 �p1� x2 �i dx = 2 � Z 10 (1� z)i=2 12pz dx = � Z 10 (1� z)i=2 z�1=2 dx (29)
o¾ je podle (24) pøesnì B �12 ; i2 + 1� a podle (26): �(12)�( i2+1)�( i+32 )33



Výsledek dosadíme do (20):Vn(R) = Rn � n�1Yi=0 Z 1�1 �p1� x2 �i dx= Rn � n�1Yi=0 B�12 ; i2 + 1� (30)= Rn � n�1Yi=0 � �12� � � i2 + 1�� � i+32 � (31)Nyní je potøeba rozli¹it pøípady, kdy je n sudé nebo li
hé . Zároveò rozdìlíme souèin v(31) na dva - pro li
há i a pro sudá i. Nejdøíve úprava vzor
e pro n = 2k:V2k(R) = R2k � 2k�1Yi=0 � �12� � � i2 + 1�� � i+32 �= R2k � k�1Yi=0 "� �12� � �2i2 + 1�� �2i+32 � � � �12� � �2i+12 + 1�� �2i+1+32 � #
= R2k � k�1Yi=0 "� �12� �(i+ 1)� �2i+32 � � � �12� � �2i+32 ��(i+ 2) #
= R2k � k�1Yi=0 �2 �12� �(i+ 1)�(i+ 2) (32)Vyu¾ijeme vztahy (22)-(23) a dosadíme je do (32):V2k(R) = R2k � k�1Yi=0 �2 �12� �(i+ 1)�(i+ 2)= R2k � k�1Yi=0 � � i!(i+ 1)!= R2k � k�1Yi=0 �i+ 1= R2k � �kk! (33)Teï je¹tì zbývá odvodit vzore
 pro n = 2k + 1. Budeme postupovat podobnì jako vpøed
hozím pøípadì:V2k+1(R) = R2k+1 � 2kYi=0 � �12� � � i2 + 1�� � i+32 �= R2k+1 � � �12� � �2k2 + 1�� �2k+32 � � 2k�1Yi=1 � �12� � � i2 + 1�� � i+32 �34



Tady pou¾ijeme výsledek z pøed
hozího výpoètu (po dosazení):V2k+1(R) = R2k+1 � p� k!� �2k+32 � � �kk! (34)Podle (23) mù¾eme odvodit � �2k+32 �:��2k + 32 � = 2k + 12 � 2k � 12 � � � 12 p�= 12k+1 � (2k + 1)(2k)(2k� 1) � � �(2k)(2k � 2)(2k � 4) � � � p�= 12k+1 � (2k + 1)!2k k! p� (35)Výsledek (35) dosadíme do (34) a upravíme:V2k+1(R) = R2k+1 � p� k!� �2k+32 � � �kk!= R2k+1 � �k 22k+1 k!(2k + 1)! (36)Tím je odvození vzor
e pro objem n-rozmìrné koule úplné.Povr
hNyní se pokusíme odvodit povr
h n-rozmìrné koule. Ze vzor
ù pro ni¾¹í dimenze simù¾eme v¹imnout, ¾e povr
h koule, resp. obvod kruhu, je deriva
e objemu koule, respobsahu kruhu. Toto se pokusíme dokázat.K dùkazu budeme potøebovat vzore
 pro objem n-rozmìrného jehlanu:Jn = 1n v Sn�1 (37)kde v je vý¹ka jehlanu a Sn�1 je objem (n� 1)-rozmìrné podstavy. Dále si pøipomeòmevzore
 pro objem n-rozmìrné kry
hle: Kn = an (38)Dùkaz provedeme tak, ¾e se pokusíme najít pomìr mezi povr
hem a objemem koule.Je dùle¾ité si uvìdomit, ¾e tento pomìr bude stejný jako pomìr nìjaké libovolné èástipovr
hu ((n�1)-D) a objemu (n-D), který je vymezen mno¾inou úseèek spojují
í
h okraj((n�2)-D) vybrané èásti povr
hu ((n�1)-D) a støed koule a onou vybranou èástí povr
hu((n � 1)-D). Jediné, 
o teï musíme udìlat, je zvolit si na povr
hu koule limitnì malou(n � 1)-rozmìrnou kry
hlièku a její vr
holy spojit se støedem koule. Tím dostaneme n-rozmìrný jehlan s kry
hlovou (n� 1)-rozmìrnou podstavou a vý¹kou R. Pomìr objemupodstavy a objemu tohoto jehlanu je hledaným pomìrem pro na¹í n-rozmìrnou kouli:35



PnVn = lima!0 Kn�1(a)1n RKn�1(a) = nR (39)Pn = nR Vn (40)
o¾ je to samé, jako kdyby
hom napsali:Pn(R) = dVn(R)dR (41)nebo» Vn(R) = anRnShrnutíObjem n-rozmìrné koule:Vn(R) = Rn � �(n�1)=2 2n �n�12 �!n! pro li
hé nVn(R) = Rn � �n=2�n2 �! pro sudé nPovr
h n-rozmìrné koule: Pn(R) = dVn(R)dR
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7.2. Obrazová pøíloha7.2.1. Ukázky Mandelbrotovy mno¾iny v komplexní rovinì

Obr. 10. Tyto obrázky byly vygenerovány programem XaoS.37



7.2.2. Juliovy mno¾iny ve ví
erozmìrném prostoruPomo
í programu HyperChaos byly zobrazeny i ví
erozmìrné analogie Juliový
hmno¾in. Jak mù¾eme vidìt na následují
í
h obráz
í
h, i zde existuje urèitá míra symet-rie.

Obr. 11. Trojrozmìrné Juliovy mno¾iny.vlevo nahoøe: 
 = (�1; 0; 0), 300 iter., vpravo nahoøe: 
 = (�1; 0; 2; 0), 300 iter.vlevo dole: 
 = (0; 38; 0; 8; 0), 10 iter., vpravo dole: 
 = (�0; 5; 0; 8; 0; 25), 10 iter.
38



8. Závìr8.1. ZávìrCílem této prá
e bylo zobe
nit Mandelbrotovu mno¾inu do n-rozmìrného prostorui se v¹emi jejími vlastnostmi, které jsou pozorovatelné na dvou a ètyørozmìrné mno¾inì.Roz¹íøením iteraèní rovni
e, která jednoznaènì urèuje Mandelbrotovu mno¾inu v kom-plexní rovinì, bylo dosáhnuto zobe
nìní mno¾iny i jeji
h vlastností pøesnì podle pøedpo-kladù. Velmi zajímavou vlastností pak byla osová symetrie Mandelbrotovy mno¾iny.Výsledky byly ovìøeny programem HyperChaos, který byl napsán jako souèást tétoprá
e. Tento program mi velmi pomohl pøi zkoumání ví
erozmìrné Mandelbrotovy mno-¾iny a vìøím, ¾e jej vyu¾ije spousta dal¹í
h zájem
ù o ví
erozmìrné fraktály.Pomo
í tohoto programu jsem také zobrazil ví
erozmìrnou Juliovu mno¾inu a zjistiljsem, ¾e i zde existuje urèitá symetrie. Juliovou mno¾inou a jejími vlastnostmi by
h se
htìl je¹tì nìkdy v budou
nu zabývat.Myslím si, ¾e zkoumání fraktální
h mno¾in je velmi zajímavá prá
e, proto¾e fraktályjsou souèástí, mo¾ná dokon
e i základem, pøírody kolem nás, ve které mù¾eme neustáleobjevovat nì
o nového.
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