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1. Uvod

1.1. Uvod

Ve své praci jsem se zabyval nejznaméjsim fraktalem, kterym je Mandelbrotova
mnozina. Tato mnozina jiz byla popsana ve dvou a ¢tyfrozmérném prostoru. Mym cilem
bylo zobecnit tuto mnozinu do n-rozmérného prostoru i se vSemi jejimi vlastnostmi.
Zkoumal jsem spolec¢né vlastnosti dvou a Ctyfrozmérné mnoziny a tyto vlastnosti pak
hledal na zobecnéné mnoziné, ¢imz jsem ovéril spravnost postupu pri rozsireni do n-
rozmérného prostoru.

Sestavil jsem také program, ktery zobrazuje fezy n-rozmérnou mnozinou a umoznuje
tak 1épe pohlédnout do této krasné oblasti matematiky, kterou je teorie chaosu a fraktalni
mnoziny.

K pochopeni této prace stac¢i ¢tenari znalosti ze stfedoskolské matematiky. Snazil
jsem se predevsim ukazat krasu matematiky a zaroven vnést do této problematiky novy

rozmér tak, aby byla pochopitelna i pro laika.

1.2. Podékovani

Chtél bych podékovat hlavné doktoru Michalu Benesovi z Fakulty jaderné a fyzi-
kalné inZenyrské CVUT v Praze za cenné rady a za pomoc pii hledani uzite¢nych zdroji
informaci k moji praci.

Dale bych chtél podékovat Lukasi Marsalkovi, studentu Matematicko-fyzikalni fa-
kulty Univerzity Karlovy v Praze, ktery mi pomohl vytesit nékteré problémy s grafikou

pii psani programu na zobrazovani fraktalnich mnozin.

1.3. Znacdeni

Pred kazdou citaci je uvedeno ¢islo v hranatych zavorkach, které odpovida cislu
v seznamu pouzité literatury, a cislo strany. Cely citat je navic uzavien z obou stran
uvozovkami a je psan kurzivou.
zavorce uvedeno ¢islo, kterym se naddle vztah nahrazuje v odkazech (napt. ,Vyplyva ze
vztahu (10).“).
struktury bylo zavadéno specialni znaceni, na které bude vcas upozornéno v textu pri

jejich zavedeni.



2. Matematicky zaklad

2.1. Iterac¢ni predpis

Pojem iteracni predpis budeme v dalsim textu pozivat velmi ¢asto. Pomoci iterac-
niho predpisu a pocatecnich podminek dokdzeme jednoznacné urcit posloupnost prvki
(¢isel, vektori, funkei atd.). Umoziiuje ndm totiz vypocitat libovolny prvek posloup-
nosti pomoci predchozich prvki. Obecné miizeme iteracni predpis zapsat takto: z,4+1 =
f(Zp, s Tkyy--.), kde ky,ko,...<n+1

Pro rovnice, které budeme pouzivat dle, ndm staci méné obecny tvar: 2,11 = f(x,),

ktery mizeme zjednodusené zapisovat takto: z — f(z).

2.2. Komplexni ¢isla
pojmy, které byly pouzity v této praci. Dalsi vlastnosti a definici si ¢tenar muze vyhledat

napt. v [1].

Vsechna komplexni ¢isla budeme zapisovat ve tvaru z = a + bi.

Definice 1. Redlnd a imaginarni c¢dst
Redlna cast ¢isla z = a + bi je cislo Re z = a.

Imaginarni cast ¢isla z = a + be je cislo Im z = bs.

Definice 2. Komplexznée sdruzend cisla

Komplexné sdruZené cislo z k ¢islu z = a+ bz je definovano jako 7 = Rez —Im 2z = a — be.

Definice 3. Absolutni hodnota

Absolutni hodnota |z| ¢isla z je definovan jako 2| = Vz -z = Va2 + b2.

2.3. Kvaterniony

V &éastech 2.3.1., 2.3.2. a 2.3.4. bylo ¢erpano z ¢lanku na internetové adrese [il].

2.3.1. Definice

Zatimco komplexni ¢isla ziskdme pridanim imaginarni jednotky ¢, kterad spliiuje rov-
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nici 42 = —1, k redlnym ¢&isliim, kvaterniony ziskdme pfiddnim imaginarnich jednotek 4,

J, a k k redlnym cislim. Tyto imaginarni jednotky spliuji nasledujici vztah:

2= =k =ijk=—1 (1)

Kazdy kvaternion je linearni kombinaci jednotkovych kvaterniont 1, 7, 5 a k, tj.
kazdy kvaternion je jednoznac¢né vyjadren ve tvaru a + bi + cj + dk.

Nésobeni kvaternionti je dano multiplikativni tabulkou pro jednotky kvaternioni:

17|k
1 17|k
v |2 |—1] k |—yg
717 [—k|—1] 2
kE{k|g|—1—1

POZNAMKA: Z tabulky vidime, Ze kvaterniony lze psat i ve tvaru a + bi + (c+di)j.

2.3.2. Vlastnosti

Pri s¢itani a odcitani kvaternioni plati vSechna pravidla jako u komplexnich cisel.
Pti nasobeni splnuji kvaterniony asociativni zakon a kazdy nenulovy prvek ma pravé jeden
prvek inverzni. Na rozdil od komplexnich ¢isel je nasobeni kvaternioni nekomutativni.
Napt.: 175 = k, 1 = —k atd.

Kvaterniony, spole¢né s komplexnimi a realnymi ¢isly, jsou jedina kone¢nérozmérna
télesa nad télesem redlnych cisel. VSechna tato télesa az na kvaterniony jsou navic komu-
tativni.

Nekomutativita kvaterniont pri nasobeni mé neocekavané disledky. Napft. polyno-
mialni rovnice v oboru kvaternioni mohou mit iplné jiné feSeni, nez by se dalo odhadovat
ze stupné polynomu. Napi. rovnice 2241 = 0 m4 nekone¢né mnoho fedeni z = bi+cj+dk,
kde b? + ¢ + d% = 1.

2.3.3. Pojmy souvisejici s kvaterniony

Definice 4. Redlnd a imagindrni cast
Redlna cast ¢isla z = a + bt + ¢j + dk je ¢islo Re z = a.

Imagindrni cast ¢isla z = a + bi + ¢j + dk je ¢islo Im z = bi 4 ¢j + dk.



Definice 5. SdruZeny kvaternion
Sdruzeny kvaternion Z ke kvaternionu z = a + bi + ¢j + dk je definovan jako Z =

Rez—Imz=a—bi — cj — dk.

Definice 6. Absolutni hodnota
Absolutni hodnota |z| ¢isla z je definovan jako 2| = 2z x Z = Va2 + b2 + ¢ + d2.

2.3.4. Historie

Kvaterniony objevil William Rowan Hamilton z Irska v roce 1843. Hamilton hledal
zpusob, jak rozsitit komplexni ¢isla (kterd mohou byt znézornéna jako body roviny) do
vicerozmérného prostoru. Nedokazal sice najit zobecnéni do t¥irozmérného prostoru, ale
zavedl misto toho kvaterniony, které lze zobrazit ve ¢tyfrozmérném prostoru. Podle pfi-
béhu, ktery sam vypravél, byl jednoho dne na prochazce se svou 7zenou, kdyz ho najednou
napadlo feSeni ve tvaru rovnice i2 = j? = k? = ijk = —1. OkamzZité tuto rovnici vyryl
do blizkého Broughamského mostu (nyni Broom Bridge) v Dublinu.

Hamilton popularizoval kvaterniony v nékolika knihach. Posledni z nich, Elements
of Quaternions, méla 800 stran a byla vydana kratce po jeho smrti.

V dnesni dobé maji kvaterniony pouziti v pocitacové grafice, pii zpracovani signalu,
fizeni polohy a v orbitalni mechanice, hlavné pro reprezentaci rotaci a smért v tiiroz-
mérném prostoru. Napt. autopilot kosmické lodi je bézné fizen kvaterniony, které jsou
zaroven pouzity v dalkovych méricich pristrojich aktualni polohy. Kombinace mnoha kva-

ternionovych transformaci jsou totiz numericky vyhodnéjsi nez maticové transformace.

2.4. Euklidovsky n-rozmérny metricky prostor

Definice 7. n-rozmérng prostor [3] (str. 602):
1. Bodem P v roviné rozumime usporadanou dvojici redlnijch cisel x,y, kterou znacime
[z, y]; piseme pak P = [x,y]. Pritom ziejmé je [x,y] € R? = R x R.

2. Bodem X v n-rozmeérném prostoru rozumime uporidanou n-tici realnych cisel x1, s,

o ey Ty, kterou znacime [x1, xa, . .., x,]; pisSeme pak X = [z, za, ..., x,]. Pritom je X €
R"=R xR x---xR.
3. MnozZinu R™ vsech bodi X = [x1, o, ..., %] nazgvame n-rozmeérnym prostorem.”

Definice 8. Metricky prostor [2] (str. 302)

»MnoZinu M nazyvame metrickym prostorem X, jestlize pro kazZdou dvojici jejich proku
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u, v je definovana tzv. vzdalenost d(u,v), spliujici ndsledugici poZadavky:

d(u,v) >0, pricemz d(u,v) =0 tehdy a jen tehdy, je-li u=w
d(u,v) = d(v,u)
d(u,z) < d(u,v) +d(v,z) pro viechna u,v,z € M.

Rikame také, Ze na mnoziné M (v mnoziné M ) je dana metrika d. Misto o prucich

mluvime casto o bodech mnoZiny M, resp. prostoru M.”

Definice 9. Fuklidovsky n-rozmeérny metricky prostor
Euklidovsky n-rozmérny metricky prostor F,, je specidlni pripad n-rozmérného metric-
kého prostoru, kdy vzdalenost d(X,Y) mezi kazdymi dvéma body X = [z1,z9,. .., zy]

aY =[y1,Y2,...,Yn] je definovana vztahem

dX,Y)=V(y1 —21)2 + (ya — 22)2+ -+ + (yn — )2 > 0 (2)

Pokazdé, kdyz budeme mluvit o n-rozmérném nebo vicerozmérném prostoru, bude

tim myslet pravé Euklidovsky n-rozmérny metricky prostor.
2.5. Dalsi pouzité pojmy

2.5.1. Definice

V této casti uvedu definice nékterych pojmi, které pro nas budou dilezité v dalsim textu.

Definice 10. Topologickd dimenze (pievzato z [4], str. 79-81)

Prazdna mnozina ma dimenzi —1. Lze-li dvé uzaviené disjunktni podmnoziny X oddélit
prazdnou mnozinou, pak dim X < 0. Lze-li dvé uzaviené disjunktni podmnoziny X
oddélit mnozinou L a dimL < k — 1, pak dim X < k. Mnozina X ma topologickou

dimenzi k, pravé kdyz dim X < k a zaroven neni pravda, ze dim X < k — 1.

Definice 11. Primer objektu (prevzato z [6], str. 7)
Primeér objektu A je |A| = sup{|x — y||z,y € A}.

Definice 12. Hausdorffova vnéjsi mira a Hausdorffova dimenze (prevzato z [5], str. 147-149)

Tzv. Hausdorffova vnéjsi mira M C X se definuje pro libovolné s > 0 jako

H*(M) = lim H¥(M) (3)

e—0
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kde HZ(M) = inf{3>°; [A;]° | [A4;] < e,U; 45 D M}, {4} je spocetné pokryti M a
¢ > 0. Hausdorffova vnéjsi mira borelovské mnoziny pak pro jediné sqg méni svou hodnotu

z nekonecna na nulu. Takové sg se nazyva Hausdorffova dimenze M.



3. Uvod do problematiky

3.1. Co je to fraktalni mnoZina

Definice fraktalni mnoziny, neboli fraktalu, dosud neni vhodné zformulovana. Zatim
existuji pouze pokusy o definici, ale u kazdého z nich se podarilo najit pripad, kdy definice

selhala. Vétsina matematikl povazuje za nejpresnéjsi tuto definici:

Pokus o definici. Fraktdalni mnozZina
Fraktalni mnozZiny jsou takové mnoziny, jejichz Hausdorffova dimenze je vétsi nez topo-

logicka dimenze.

Juliova a Mandelbrotova mnozina, o kterych budeme mluvit déle, této definici vyho-
vuji, ale existuji mnoziny s vlastnostmi fraktali, které podle této definice fraktaly nejsou.

Pro jednoduchou predstavu nam bude stacit, kdyz si popiseme nékteré zakladni
vlastnosti fraktali. Na prvni pohled miizeme o fraktalni mnoziné fici, ze je to velice
slozity Gtvar s neomezenym mnozstvim detailti. Tyto Gtvary ale nejsou tplné ndhodné.
Fraktalni mnoziny maji tad. Jednou z hlavnich vlastnosti je sobépodobnost. Mnozina
M, kterd je sobépodobnd, obsahuje podmnozinu (vét$inou ne jednu), kterd je po urcité
transformaci kopii mnoziny M.

Fraktaly najdeme vSude kolem sebe. V pftirodé je jich spousta, napriklad stromy,
kapradiny, mraky, pobftezi, lidské plice, pocasi, ale i vyvoj cen na burze, sum v sitovych
kabelech atd. Obecné mtizeme o fraktalech fici, ze jsou to velmi pékné ttvary. Nejspis

proto nam pripadaji tak krasné stromy, rostliny, hory nebo snéhové vlocky.
3.2. Juliovy mnoziny

3.2.1. Definice Juliovych mnozZin

Juliovy mnoziny jsou uréeny itera¢ni rovnici 2,11 = 22 +¢, kde 2o je bod komplexn{
roviny a c je komplexni konstanta. Podle této iterac¢ni rovnice miizeme body roviny roz-
délit do dvou mnozin: E., tzv. 4nikovd mnoZina a P,, tzv. setrvald mnoZina. Formalni

definice vypadaji takto:

Definice 13. Unikovd mnoZina pro parametr ¢

Do mnoziny E,. patii viechny body 2o takové, Ze ¢leny posloupnosti 2,11 = 22 +c v
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absolutni hodnoté diverguji k nekonecnu.

Definice 14. Setrvald mnoZina pro parametr ¢

Do mnoziny P, patii vSechny body zy takové, které nepatri do mnoziny E..

Po zavedeni téchto pojmu mtzeme prejit k definici Juliovych mnozin:

Definice 15. Juliovy mnoZiny

Juliova mnozina J, s parametrem c je mnozina bodi tvoricich hranici mnoziny F..

I kdyz definice Juliovych mnoZin vypada jednoduSe, obrazy této mnoziny jsou az

neuvéritelné slozité a zajimavé utvary.

POZNAMKA: Definice 1-3 mtiZeme analogicky zavést i pro z a ¢ v oboru kvaterniont.

3.2.2. Aproximace Juliovych mnozin

Zobrazeni Juliovych mnozin a dal$ich fraktala je mozné s pomoci pocitace. Budeme
chtit na obrazovce monitoru, kterd nadm reprezentuje rovinu komplexnich ¢isel, zobrazit
jednou barvou mnozinu E. a jinou barvou mnozinu P, tak, abychom si mohli prohlédnout
rozhrani mezi témito mnozinami, tj. Juliovu mnoZinu. Pokud bychom chtéli dosdhnout
presného vysledku, museli bychom pro kazdy bod na obrazovce provést nekonec¢né mnoho
itera¢nich kroku vypoctu. To je ale na pocitaci nemozné. Proto si musime urcit maximalni
pocet iteraci, ¢imz dosdhneme alespon pribliznych vysledkii. K tomu, abychom pak mohli

zafadit bod do spravné mnoziny (F. nebo P.) pouZijeme nasledujici vétu:

Véta 1. Mezni polomer
Necht z je komplexni ¢islo vétsi nebo rovno ¢ a zaroven vétsi nez 2 v absolutni hodnoteé.

Pak z nalezi do tinikové mnoziny E, pro itera¢ni rovnici z — 22 + c.

Diikaz
Plati: |z| > 2 a |z| > |¢|. Pak existuje kladné redlné ¢islo h takové, Ze |z| = 2 + h. Odvo-

dime absolutni hodnotu nésledujiciho ¢lenu posloupnosti |22 + c|:
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122 4 ¢| > |2%| = |¢| ... trojahelnikova nerovnost

= |2 — |¢|

> |2[? — |z
=(2+h)?*—=(2+h)=2+3h+h*>=(2+h)+ (2h + h?)
= |z| + (2h + h?)

Vidime, 7Ze posloupnost je rostouci a navic roste i rozdil dvou sousednich ¢lenti. Z toho
plyne, Ze posloupnost z — 22 + ¢ je pro |z| > 2 a |z| > |c| divergentni, tj. bod z pat¥ do

unikové mnoziny F..

S pomoci této véty jiz dokdzeme sestavit algoritmus pro aproximaci Juliovych mno-
zin. Béhem kazdého kroku budeme testovat, zda-li absolutni hodnota cisla z nepresahla
hodnotu 2. Pokud se tak stane, miizeme vypocet ihned ukoncit a prohlasit, ze tento bod
lezi v mnoziné E.. Pokud po skonceni posledni iterace absolutni hodnota ¢isla z nepre-
sahla hodnotu 2, je 8ance, 7e tento bod patii do mnoZiny P. nebo je aspon blizko ni. Cim
vétsi budeme mit maximalni pocet iteraci, tim presnéjsi bude vypocet a uvidime vice
detailit na rozhrani mnozin E,. a P.,.

Mnozina F. je pro nas zajimava tim, ze do této mnoziny zafrazujeme pouze ty body,
o kterych jsme si opravdu jisti, Zze do této mnoziny patii. U kazdého takového bodu
tedy vime, po kolika krocich absolutni hodnota ¢isla z presdhla hodnotu 2, ¢imz zaroven
vypocet tohoto bodu skoncil. Tyto body mtzeme obarvit podle po¢tu potiebnych iteraci.

Vysledné obrazky jsou fascinujici:

Obr. 1. Juliova mnozina, c = —0,6 — 0, 5%
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Obr. 2. Juliova mnoZina, ¢ = 0,37 + 1

3.3. Mandelbrotova mnozina

3.3.1. Definice Mandelbrotovy mnoziny

Mandelbrotova mnozina je nejznaméjsim fraktalem ze vsech. Benoit Bendit Mandel-
brot provedl v roce 1979 pozoruhodny experiment, jehoz vysledkem byly obrazky, které
obletély cely svét. Mandelbrot studoval matematické veledilo [9], str. 47-245, jehoz au-
tory jsou Gaston Julia a Pierre Fatou. V tomto dile se objevuje strukturalni dvoudilnost,
ktera uvadi, ze pro libovolnou volbu konstanty c je Juliova mnozina .J. a zarovenn mnozina
P, budto souvisld nebo totdlné nesouvisla. Kolem roku 1979 mél Mandelbrot napad, jak
tuto dvoudilnost zobrazit se vSemi parametry ¢, lezicich v roviné komplexnich ¢isel. Tato

myslenka vedla ptimo k definici Mandelbrotovy mnoziny:

Definice 16. Mandelbrotova mnozina
Do Mandelbrotovy mnoziny M patii vSechny komplexni parametry c, pro které je Juliova

mnozina .J. souvisla.
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Mandelbrot obarvil jednotlivé body roviny ¢isel ¢ bilou nebo ¢ernou barvou podle
toho, jestli byla prislusna Juliova mnozina souvisla nebo nesouvisla. Vysledkem byl ¢erno-
bily obrazek podobny tomuto (v roce 1979 s tehdejsimi moznostmi grafického zobrazeni

to nebylo prili§ kvalitni):

Obr. 3. Mandelbrotova mnozina

Pti vypoc¢tu bychom ale narazili na problém, jak pomoci pocitace rozhodnout, zda-li
parametr ¢ patii do Mandelbrotovy mnoziny nebo ne, tj. urcit, zda-li je prislusna Juliova
mnozina souvisla nebo nesouvisla. Kdyz Mandelbrot provadél sviij experiment, byl jednim
z mala lidi, kteri znali podrobné praci Julia a Fatoua. Predevsim si byl védom tvrzeni o

uzkém vztahu mezi dvoudilnosti Juliovych mnozin a bodem 0 + 0::

Tvrzeni. MnoZina J,. je souvisla tehdy a jen tehdy, pokud posloupnost z,.1 = 22 + ¢,

kde zp = 0 + 0z, je omezena.

Jinymi slovy, mnozina J. (a zaroven i mnozina P,) je souvisla tehdy a jen tehdy,
pokud (0 + 07) € P,. Z tohoto tvrzeni plyne véta:

Véta 2. Mandelbrotova mnozina
Do Mandelbrotovy mnoZiny pat¥i viechny body ¢, pro které je posloupnost z, 11 = 22 +¢,

kde zy = ¢, omezena.

Tato véta popisuje diilezitou vlastnost Mandelbrotovy mnoziny a da se dokazat,
ze je ekvivalentni s definici 16., tzn., Zze z definice 16. odvodime vétu 2. a naopak. Tuto

vétu navic Mandelbrot pouzil jako definici mnoziny M ve svych experimentech roku 1979.
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Pti zobecnovani Mandelbrotovy mnoziny proto také pouzijeme tuto vétu jako alternativni

definici.

POZNAMKA: Mandelbrotova mnoZina v oboru kvaterniont spliiuje analogickou vlast-

nost z véty 1.

3.3.2. Aproximace Mandelbrotovy mnoziny

Pomoci alternativni definice jsme schopni sestavit algoritmus pro aproximaci Man-
delbrotovy mnoziny. Tento algoritmus bude podobny algoritmu pro aproximace Juliovych
mnozin — viz. 3.2.2. Jediny rozdil bude v tom, Ze parametr ¢ bude pro kazdy bod jiny.
Jako parametr ¢ pouzijeme soutadnici pravé pocitaného bodu. Pocatecni podminka z,

bude stejna jako pti vypoctu Juliovych mnozin.

Obr. 4. Mandelbrotova mnoZina
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3.3.3. Vlastnosti Mandelbrotovy mnoziny

Vztah mezi Mandelbrotovymi mnoZinami v komplexnich ¢islech a v kvater-

nionech

Pti vypoc¢tu Mandelbrotovy mnoziny v oboru kvaterniontt dosazujeme do iterac¢ni
rovnice z — 22 + ¢ kvaterniony ve tvaru a + bi + c¢j + dk, ¢im7 dostaneme ¢tyirozmérnou
Mandelbrotovu mnozinu. Dvourozmérny ez této mnoziny, ktery ziskdme polozenim ¢ =
d = 0, je Mandelbrotova mnozina v oboru komplexnich ¢isel. Dosahli jsme toho tim, ze do
itera¢ni rovnice z — 22 +c jsme dosazovali kvaterniony ve tvaru a+bi+0j+ 0k, které jsou
zaroveii komplexnimi &isly. Ctyfrozmérna Mandelbrotova mnozina v oboru kvaternioni
tedy obsahuje jako sviij fez dvourozmérnou Mandelbrotovu mnozinu v oboru komplexnich
Cisel.

Pokud bychom dosazovali kvaterniony napi. ve tvaru a + 0z + ¢j + 0k, dostaneme
opét Mandelborotvu mnozinu v oboru komplexnich cisel, ale tentokrat se jedna o jiny
fez ¢tyfrozmérné mnoziny. Ctyirozmérna Mandelbrotova mnoZina tedy obsahuje nékolik
Mandelborotvych mnozin v oboru komplexnich ¢isel jako sviij dvourozmérny fez. V ¢asti

5.2.1. dokdzeme, ze takovych ezl je nekone¢né mnoho.
Symetrie Mandelbrotovy mnoziny
Dalsi zajimavou vlastnosti Mandelbrotovy mnoziny je jeji symetrie kolem realné osy.

I kdyz to z definice 16. nebo z véty 2. piimo nevyplyva, je tato vlastnost dobie viditelna

na mnoziné v komplexni roviné:

Obr. 5. Mandelbrotova mnozina a jeji detaily

Tuto symetrii v komplexni roviné si rovnou dokdzeme. Budeme chtit ukazat, ze

hodnoty |z,| v posloupnosti z — 22 + ¢ nezdvisf na znaménku imagindrni ¢4sti pocatecni
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podminky c. Z tohoto tvrzeni pak plyne, ze Mandelbrotova mnozina je symetrickd podle
realné osy.

Do rovnice z,4+1 = zfl + ¢ dosadime 2z = ax + bit a ¢ = ag + bgt:

pt1 = a% — b% + ag
bn_|_1 = Qanbn + bo

Hodnota a1 je funkei fi(an, |bn|, ag). Ve vyrazu b, 11 = 2a,b, + by budeme opakované

dosazovat za by:

bn_|_1 = 2anbn + bo = 2an(2an_1bn_1 + bo) + bo =
= 2ay,(20n-1(20n—2bp—2 + bo) + bo) + bg = -+ =
= 2an(2an_1(2an_2 e (2@0()0 + bo) + -4 bo) + bo) + bo

Odtud odvodime, na ¢em zavisi b, 1. Vytkneme bg:
bnt1 = bo(2an(2an-1(2ap—2...(2a0+1)+---+ 1)+ 1)+ 1)
a pro absolutni hodnotu |b,1| dostavame
bnta| = [bol - [(2an(20n—1 -+ +1) + 1)

Hodnota |b, 11/ je tedy funkei fo(ag, ai, ..., an,|bo|). Nyni miZzeme odvodit, na ¢em zavisi
hodnota |zp41|. Spoditame ji pomoci |z, 41| = (/a2 1 + b2, z ¢ehoZ miizeme usoudit,

7€ |zZn+1| zavisi na téchto dvou vyrazech:

ant1 = f1(an,|bnl, ao) (4)
brt1| = fa(ao, a1, ..., an, |bo|) (5)

Shrnuti: |z,41| = f(ao, a1, ..., an, |bo|, |bn|). Indukei podle (4) a (5) zjistime, Ze hodnota
|2n11]| zavisi pouze na n, ag a |bg|, pficemz n a ag nezavisi na bg. Z tohoto faktu jiz plyne

dokazovana symetrie Mandelbrotovy mnoziny v komplexni roviné.
Hausdorffova dimenze okraje Mandelbrotovy mnoziny

Nejzajimavéjsi na Mandelbrotové mnoziné je Hausdorffova dimenze jejiho okraje.
Japonsky matematik Mitsuhiro Shishikura roku 1994 dokazal, ze Hausdorffova dimenze
okraje Mandelbrotovy mnoziny je ptesné 2. Cely dikaz mtze ¢tenaf nalézt na internetové
adrese [i2].

Okraj Mandelbrotovy mnoziny lezi v roviné, proto jeho Hausdorffova dimenze miize

byt maximélné 2. Presny dikaz tohoto tvrzeni si ¢tend¥ muze najit v [8] — str. 104.
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Pro jednodussi predstavu nam bude stacit, kdyz si uvédomime, ze pti méreni Hausdor-
ffovy dimenze okraje Mandelbrotovy mnoziny méfime dimenzi podmnoziny roviny, jejiz
topologicka a zaroven i Hausdorffova dimenze je 2 (rovina neni fraktal).

Pokud shrneme vSechny poznatky popsané vyse, tak zjistime, ze rozdil mezi Hausdor-
ffovou a topologickou dimenzi je maximalni mozny, tedy 1. Z toho plyne, ze Mandebrotova

mnozina je hodné slozita.
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4. Zobecnéni Mandelbrotovy mnoziny

4.1. Zobecnéni definice Mandelbrotovy mnozZiny

4.1.1. Zavedeni specialniho znaceni

Jak uz bylo pouzito v predchozim textu, M,, bude znacit n-rozmérnou Mandelbro-
tovu mnozinu.

Budeme pouzivat iteracni rovnici, ve které se vyskytnou funkce n-rozmérnych vek-
tort. Tyto vektory budou reprezentovat body v n-rozmérném prostoru. Vektory bu-
deme znacit tuénym pismenem. Jednotlivé slozky vektoru budeme znacit stejnym pis-
menem, jako jsme oznacili vektor, a budeme je rozliSovat indexem vpravo dole. Napf.
a=(ay,as,...,a,).

Vektory v posloupnosti urcené itera¢ni rovnici budeme rozliSovat pomoci indexu
vpravo nahore. Abychom tyto indexy rozeznali od exponenti mocnin, budeme indexy
davat do kulaté zavorky. Napi. a(k) = (agk), agk), cee a,(lk)>.

n-rozmérny prostor, se kterym budeme pracovat dale, bude mit jeden rozmér vy-
znacny. Odpovidajici slozkou vektoru pro tento vyznacény rozmér bude prvek a;. Budeme
jej zobecnéné nazyvat realnou casti vektoru a. Znaceni: Rea = a;. Ostatni slozky bu-
deme nazyvat imaginarni ¢asti vektoru a. Znaceni: Ima = (aq, as, ..., a,). Toto oznaceni
zavadime podle analogickych pojmi u komplexnich ¢isel.

Velikost, nebo také absolutni hodnota, vektoru a = (aq,as,...,a,) bude skalér,

ktery spocitame pomoci y/a? + a2 + - -+ + a2. Budeme ji znadit |al.

4.1.2. Definice Mandelbrotovy mnoziny v n-rozmérném prostoru

Definice 17. n-rozmérnd Mandelbrotova mnozina

Méame posloupnost (|z(?], [z(M], [z(?)],...), ktera je ddna vztahy:
2 2 2 2
e Oy T e
zémﬂ) = 2z§m)zém) + zéo)
L) _ g ) (m) | (0) (6)

Z(m+1) = 22§m)z,(lm) + 20
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kde z(® = ¢ a z(F) = <z§k), zék), cey z,&“). Do n-rozmeérne Mandelbrotovy mnoziny M,
patii vSechny takové body ¢ n-rozmérného prostoru, pro které je posloupnost

(|29, 1z, |2?)],...) omezena.

Itera¢ni rovnice z definice 17. zobecnuje iteracni rovnici pro komplexni ¢isla a kva-

terniony z véty 2.:
Pro komplexni ¢isla:

(21,22) = (2] — 23 + ¢1, 22122 + €2)

Pro kvaterniony:

(211Z21Z3724) — (2% - Z% - 232, - Zz + c1,

22122 + C3,
22123 + c3,

22124 + ¢4)

Obecné:
(Z1:Z27"':Zn) - (Z%—Z%—"'—ZZ—*—CD

22129 + C3,

2z12p, + Cp)

4.1.3. Aproximace vicerozmérné Mandelbrotovy mnoziny

Vypocet zobecnéné Mandelbrotovy mnoziny provedeme stejnym zptisobem, jako
kdybychom pocitali Mandelbrotovu mnozinu v komplexnich ¢islech. Jedind odlisnost bude
v tom, ze budeme muset zavést vice soufadnic pro implementaci vztahii (6). Aby byl vy-

pocet korektni, musime jesté zobecnit vétu 1. o meznim poloméru:

Véta 3. Zobecnény mezni polomér
Necht v je takovy vektor, ze |v| > |c| a zaroveni |v| > 2. Pak posloupnost vektort

(‘Z(O)‘ , ‘z(l)‘ , ‘z(z)‘ . ) z definice 17. je pro z(®) = v neomezena.
Tato véta se dokdze analogicky jako véta 1.
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Obr. 6. Mandelbrotova mnoZina; vlevo: trojrozmeérnd mnozina, vpravo: ez ctyrrozmeérnou
mnozinou — obsauhuje body (—1,0,0,0),(0,1,—1,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)
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5. Vlastnosti zobecnéné Mandelbrotovy
mnoziny

5.1. Vztah mezi mnozinami o rtiznych dimenzich

Zvolme si k libovolnych slozek vektoru c tak, Ze mezi nimi je obsazena i realna slozka.
Pocet k zvolime tak, aby byl mensi nez n. Nyni nechame k vybranych slozek vektoru c
probihat ptres vSechna realna cisla a zbyvajici slozky nechame nulové. VSechny takto
ziskané vektory ¢ dosadime do vztahii (6) za z(®). S témito poc¢ateénimi podminkami
dostaneme k-rozmérnou Mandelbrotovu mnozinu M. Tato mnozina je podmnozinou n-
rozmérné mnoziny M,,, coz je dano volbou n-rozmérnych vektord z(®). Plati My, ¢ M,

pro k < n. Nazornou ukdzku miizeme vidét na obr. 7.

Obr. 7. Trojrozmeérnd Mandelbrotova mnozina a jeji rez

5.2. Symetrie mnoziny

5.2.1. Dtikaz symetrie

V této casti si dokdzeme, 7ze Mandelbrotova mnozina je symetrickd podle realné
osy ve vSech rozmérech. Tato osova symetrie je myslena tak, 7ze n-rozmérna Mandelbro-
tova mnozina je shodnd s mnozinou, ktera vznikne rotaci dvourozmérné Mandelbrototvy

mnoziny kolem realné osy.
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Pii dikazu symetrie pouzijeme vztahy (6). Vidime, ze hodnota zgm“) zavisi na

(m) _(0)

zy ', %y  ana ‘Imz(m)‘:

Z§m+1) _ <Z§m)>2 _ <Z§m)>2 B <z§m)>2 o (zr(lm)>2 N z§0)
= (o) () () e () ) 0

2 2
= <z§m)> - ‘Imz(m)‘ -I—zgo) (7)

Rozebereme si nyni c¢leny z,im), 2 < k < n, vektoru Imz(™). Budeme opakované

dosazovat za z,gq), kde ¢ je postupné (m — 1), (m —2),...,1:
2 g m) fm1) ()

= 2z(m b <2z§m_2)z,(€m_2) + z,(co)> + z,(co)

= 2,{m=1) (2,257"_2) . <2z§0)z,i )+ z(0)> -+ Z}go)) + z,io)

(0)

a v posledni tipravé vytkneme clen z, :

A = A (270 (24P (27 1) 1) 1) (8)

a dosadime do ‘Im z(m)‘zz
‘Imz(m)2 = (zgm>)2 + (z§m>)2 +o (an))z

() ) o)
— im0/’ <2z§m‘” (2 L 1) + 1) (9)

Tyto vztahy pouZijeme k odvozeni [z(™+1)]:

‘Z(m—l—l)‘ _ \/Z§m+1) +Z§m+1) b mD)

= \JA™D 4 gt (10)

Dosadime (7) za zgmﬂ)

2] = () = 1m0 4 5 + [ gt ay

2
Opakované budeme v (11) dosazovat vyraz (7) za (zgm)> , kde m se bude po-

stupné redukovat na (m — 1), (m —2),...,0 a soucasné budeme nahrazovat vyrazy tvaru
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2
‘Im z(q)‘ ckde g =1,2,...,(m+ 1) pomoci (9). Po kone¢né mnoha krocich (pocet dosa-
zeni zavisi na m) zredukujeme vyraz (11) na tvar, ktery bude zavisly pouze na m, z§°) a

2 . . ;e 12 ;s v s )
na ‘Im z(o)‘ . m uz je dale nezavislé na zbyvajicich dvou kone¢nych hodnotach. Z tohoto
jiz plyne, ze n-rozmérnd Mandelbrotova mnozina je symetrické podle realné osy.

Posloupnost (6) pro dany bod je jednozna¢né dana reélnou slozkou a; a vzdéle-

nosti tohoto bodu od realné osy: ‘Imz(o)‘ = \/ag +a3+---+a2. 7 toho plyne, Ze

body v n-rozmérném prostoru s pevnou realnou slozkou a; a konstantni vzdalenosti

d = /a3 + a2+ -+ a2 od realné osy bud viechny lezi v Mandelbrotové mnoziné nebo

v ni nelezi zadny z nich. Zde je formalni zapis této véty:

Véta 4. Symetrie Mandelbrotovy mnoZiny
Pro kazdy bod (a1, as, ..., a,) n-rozmérného prostoru, ve kterém je definoviana Mandel-

brotova mnozina podle definice 17., plati, ze

(a1,a9,...,a,) € M, & (al,\/a§+a§+...+a%> e M,

Tato vlastnost je dobfe viditelna na trojrozmérném rezu ¢tyrrozmérné mnoziny, ktery

je kolmy na redlnou osu. Viz. nasledujici obr.:

Obr. 8. Dva rizné€ rezy ctyrrozmérnou mnozinou kolmé na redlnou osu, které byly rozpi-
leny rovinou prochdzejici stredem. V obou pripadech dostaneme kouli, ale pod povrchem
koule se skryvaji dalsi soustredné vrstvy.

Rez vlevo obsahugje body: (0,4;0;0;0), (0,4;1;0;0), (0,4;0;1;0), (0,4;0;0; 1)

a fez vpravo: (0,38;0;0;0), (0,38;1;0;0), (0,38;0;1;0), (0,38;0;0; 1)

Skutecnost, ze Mandelbrotova mnozina je osové symetricka ve vSech rozmérech, nam
velmi zjednodusuje nékteré vypocty. Na vyuziti symetrie se zamérime v nasledujici kapi-

tole.
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5.2.2. Vyuziti symetrie

Aproximace mnozZiny

Hlavni vyhodou symetrie je zjednoduseni vypoctu pii aproximaci vicerozmérné Man-
delbrotovy mnoziny. Diky symetrii k vypoc¢tu nepotiebujeme vztahy z definice 17. Staci

vzdy provést transformaci poc¢itaného bodu, jak bylo popsano ve vété 4. To znamena, 7e

bod (a1, as, . .., a,) n-rozmérného prostoru prevedeme na bod (al, \/ag +a3+- -+ a%)
dvourozmérného prostoru a tento novy bod pak vypocitame v komplexni roviné. Tento
postup nam vyrazné urychluje vypocet. Vysledny algoritmus bude mit (aZ na transfor-
maci bodu) ¢asovou i pamétovou sloZitost nezavislou na poc¢tu dimenzi Mandelbrotovy

mnoziny.

Vypocet objemu

Dalsi vyhodou symetrie je zjednoduseni numerického vypoctu objemu Mandelbro-
tovy mnoziny. Ze symetrie plyne, Ze kdyz vedeme (n — 1)-rozmérny fez n-rozmérné mno-
ziny kolmo na redlnou osu, dostavame na fezu (n — 1)-rozmérnou kouli. Tato koule oviem
nemusi byt vzdy zcela vyplnéna. Uvniti koule se mtize vyskytovat soustava soustifednych
(n — 1)-rozmérnych mezisfér. Pfi vypoctu objemu tedy zjistime poloméry jednotlivych
mezisfér z mnoziny v komplexni roviné. Poloméry budeme mérit ve sméru imaginarni osy.
Nyni pricteme objemy kouli, jejichz poloméry jsou vnéjsimi poloméry povrchii zjisténych
mezisfér a odec¢teme objemy kouli, jejichz poloméry jsou vnitinimi poloméry povrchi
mezisfér. Nékteré mezisféry mohou byt degenerované na koule. To jsou takové mezisféry,
které nemaji vnitini povrch. Pti vypoctu budeme potiebovat vzorec na objem n-rozmérné

koule (s polomérem R):

r(n=1)/29n (n_—l)l

Va(R) = R™ - ' 2 pro liché n
n!
ﬂ.n/2
Va(R) = R" - —— - pro sudé n
(3)!
Odvozeni téchto vzorct — viz. ptiloha 7.1.
Zde jsou vysledky pro nékteré dimenze:
dimenze n 2 3 4 5 6 7 8

objem V', [5"] {1,513100 |1,347767 |1,139479 |0,910310 |0,690777 |0,501235 |0,349711

Piesnost vypocétu je 1073". Pocet iteraci: 1000.
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Vypocet Hausdorffovy dimenze

Pokud bychom chtéli numericky vypocitat Hausdorffovu dimenzi povrchu n-rozmér-
né Mandelbrotovy mnoziny, miizeme opét vyuzit symetrii k zjednoduseni vypoctu. Pou-

zijeme mfizkovou metodu, kterd pocita fraktdalni dimenzi.

Definice 18. Fraktdlni dimenze (pievzato z [7], str. 279)
Fraktalni dimenze mnoziny M je ¢islo
log N

1
€

d = lim
e—0 ]()g

kde N je minimalni pocet kouli o poloméru €, které jsou potieba k pokryti mnoziny M.

Fraktalni dimenzi muzeme definovat pomoci miry podobné jako Hausdorffovu di-

menzi v definici 12.:

Definice 19. Mira
d-rozmérna mira mnoziny M se definuje jako
m® = lim N(e) - &%
e—=0
kde N(e) je minimélni pocet kouli o poloméru e, které jsou potieba k pokryti mnoziny
M. Mira mnoziny pak pro jediné dy méni svou hodnotu z nekonecna na nulu. Takové dj

se nazyva fraktdlni dimenze M.

V nasem pripadé se fraktalni dimenze shoduje s Hausdorffovou dimenzi.
P#i vypoctu fraktalni dimenze miizkovou metodou si nejdrive zvolime jednotku &
a prekryjeme zkoumanou mnozinu mtizkou s velikosti jednoho ¢tverecku €1. Spocitame
pocet ¢tverecktt Ny, kterymi prochazi okraj mnoziny. Nyni si zvolime jinou jednotku €9
a podobné jako v ptredchozim pripadé spocitame Ny. Pro hledanou fraktalni dimenzi d
musi platit:
le‘li = Ngeg
Z této rovnice odvodime dimenzi d:
Nied = Nyed
log N1e4 = log Nyed

log N1 + dloge; = log Ny + dloges
_log N3 —log Ny
~ loge; — loges

Pti vypoctu fraktalni dimenze n-rozmérné Mandelbrotovy mnoziny nemusime diky

symetrii pocitat krychlicky na povrchu celé mnoziny, ale staci spocitat ¢tverecky na okraji
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dvourozmérné mnoziny a u kazdého z nich si zaznamenat vzdalenost od realné osy. Tato
vzdélenost je polomér (n — 1)-rozmérné koule na Fezu, jejiz povrch umime pomoci polo-
meéru spocitat presné. Tento povrch vydélime objemem krychlicky o strané e, ¢imz ziskame
pocet krychlicek, které pokryji tuto kouli. Pro povrch koule o poloméru R pouzijeme tyto
vzorce:

n(n—1)/29n (n_—l)l

2

P,(R) = nR 1. pro liché n

n!
n/2
P,(R) = nR™ 1. u pro sudé n

()"

Odvozeni téchto vzorct — viz. ptiloha 7.1.

Fraktalni dimenzi Mandelbrotovy mnoziny nebudeme pocitat numericky. V nasle-

dujici ¢asti si rovnou ukazeme jeji presnou hodnotu.

5.3. Hausdorffova dimenze povrchu Mandelbrotovy
mnoziny

Vime, 7e Hausdorffova dimenze dvourozmérné Mandelbrotovy mnoziny je presné 2.
Na zakladé symetrie si dokdzeme, ze Hausdorffova dimenze n-rozmérné Mandelbrotovy

mnoziny je presné n. Nejdrive si dokazeme tuto vétu:

Véta 5.
Kartézskym soucinem mnoziny s dimenzi d; a mnoziny s dimenzi ds dostaneme mnozinu

s dimenzi dqi + ds.

Dtikaz:
Méme mnozinu s dimenzi d; a mirou My = lim._,o N1e%'. Tato mnozina je pokryta
N objekty o velikosti 1. Kazdému tomuto objektu piifadime jednu mnoZinu, z nich

kazda méa dimenzi dy a miru my = nie®. Mira vysledné mnoziny bude vypadat takto:

_ d d d
M=e"m;+c"mag+- - 4+c""mn,

Ny N, Ny
= E ehim; = E ghipedz = ghitd E n

=1 =1 =1
— N€d1+d2

coz je podle definice 19. mira (d; + dz)-rozmérné mnoziny. Vyslednd mnoZina ma tedy
dimenzi dy + ds.
n-rozmérnad Mandelbrotova mnozina vznikne rotaci dvourozmérné Mandelbrotovy

mnoziny kolem realné osy. Ke kazdému bodu dvourozmérné mnoziny jsme tedy priradili
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povrch (n — 1)-rozmérné koule, jejiz dimenze (fraktélni i topologickd, nebot se nejedné o
fraktal) je pfesné (n — 2). Vzhledem k tomu, ze dimenze ptivodni dvourozmérné Mandel-
brotovy mnoziny byla presné 2, je vysledna dimenze n-rozmérné Mandelbrotovy mnoziny

podle véty 5. presné n.
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6. Program HyperChaos

6.1. Popis programu

Soucasti této prace je program HyperChaos, ktery umoznuje nahlédnout do vice-
rozmérného svéta fraktali. Pro vétsinu lidi je velmi obtizné predstavit si vicerozmeérny
prostor a v ném néjaké mnoziny. Tento program je velmi dobra pomticka pro ziskani pred-
stavy o podobé a vlastnostech Mandelbrotovy, resp. Juliovy, mnoziny ve vicerozmérném
prostoru.

Hlavni funkci programu je zobrazovani libovolnych trojrozmérnych nebo dvojrozmér-
nych fezti n-rozmérné Mandelbrotovy, resp. Juliovy, mnoziny. Rez je jednoznac¢né uréen
uzivatelem a tento fez se po zadani parametrii zobrazi v okné programu. Pfi trojrozmérné
projekci se zachovava perspektiva a pomoci barev je dobre viditelné, ktera ¢ast mnoziny
se nachazi blize oku uzivatele. V ptipadé dvourozmérnych fezii je velmi zajimavé obar-
vovani bodi nelezicich v mnoziné. Veskeré snimky je mozno ulozit do souboru a déle
zpracovavat.

Uzivatel miize pomoci tohoto programu vytvaret i animované obrazky. Pomoci dal-
sich parametri je mozno nastavit posloupnost fezii mnoziny, které pak po spojeni vytvori
animaci. Vzhledem k pamétové narocnosti vypoctu a dalsim technickym problémim neni
animace vytvarena piimo. Do zvolené slozky na disku se ulozi sada bitmap, které je mozno
settidit podle nazvu a pomoci jiného programu sestavit animaci. Je doporucen profresio-
nalni software, ktery dokaze vyslednou animaci optimalizovat a vyrazné tak zredukovat
velikost vysledného souboru.

Vedle zobrazovani mnozin umoziuje program také provadét nékteré vypocty spojené
s Mandelbrotovou, resp. Juliovou, mnozinou. V praci byl program vyuzit k aproximaci

objemi pro nékolik nizsich dimenzi Mandelbrotovy mnoziny.
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Obr. 9. Prostredi programu HyperChaos

6.2. Metoda zobrazeni rezu

Trojrozmérny, resp. dvojrozmérny, fez je jednoznacné urcen ¢tyimi, resp. tiemi,
body, které nelezi v jedné roviné, resp. jedné primce. Pomoci takto zadanych bodi je
program schopen zobrazit pozadovany fez. Metodu zobrazeni si popiSeme pouze na troj-
rozmérné varianté fezu. Dvojrozmérny ez se ziskd pouhym zjednodusenim trojrozmérné

varianty.

Program pracuje s fezem mnoziny ve dvou oddélenych soutradnicovych systémech.
V prvnim systému, jsou zadany vrcholy ¢tyisténu O ABC, ktery nam jednoznac¢né urcuje
hledany fez. Tento systém soutadnic je n-rozmérny. Druhy systém je trojrozmérny a tento

sytém zobrazujeme na obrazovku.

Potiebujeme zobrazit fez mnoziny do naseho trojrozméného systému. Toto zobrazeni
provedeme tak, ze si ve trojrozmérném sytému nejdrive vypocitame vrcholy ¢tyrsténu
O'A'B'C’, ktery bude shodny s ¢étyisténem OABC v n-rozmérném systému soufadnic.
Pomoci vzdalenosti vrchol a thld mezi hranami spocitame tyto vrcholy velice snadno.
Po této transformaci jiz dokdzeme ke kazdému bodu v trojrozmérném systému najit

odpovidajici bod fezu mnoziny v n-rozmérném systému.
Pomoci vrcholt étyfsténu OABC' si uréime vektory n-rozmérného prostoru, které
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by mély byt linedrné nezavislé:

0—1)4=(a1,...,an)
OB = (by,...,b)
(ﬁ:(cl,...,cn)

a odpovidajici vektory v trojrozmérném systému:

|

O'A" = (allvalzﬁag)
O'B' = ( ’lvblzvbg)

—
0'C' = (cllv 6/2, Cg)

|

Pomoci téchto vektort najdeme k libovolnému bodu D’ v trojrozmér-ném systému
odpovidajici bod D v n-rozmérném systému. Plati, ze kazdé ¢tyri vektory v trojrozmeér-
ném prostoru jsou linedrné zavislé, tj. existuje pravé jeden vektor x = (z1, z2, x3), takovy,
ze plati:

Py Y I 1 A

/ !/ / / / I~ ’ o .
kde O'D" = (dY, d}, df). Totéz musi platit i pro bod D:
OD = 2104 + 2,08 + 2300 (13)

kde OD = (du, ..., dy).
7 tohoto jiz plyne postup pti vypoctu souradnic bodu D. Nejdrive spoc¢itame vektor

x = (21, X9, x3) 7 rovnice (12), kterd po rozepsani prejde v soustavu rovnic:

dll = .’1710/1 + .I‘zb’l + .’1730’1
dy = w10y + Taby + 13¢5 (14)

/ / / /
ds = z1a3 + T2b3 + T304

Jednotlivé slozky vektoru x = (z1, z2,z3) dosadime do (13), ¢imz ziskdme vektor
(_)B a odtud podle soutadnic bodu O spocitame sourfadnice bodu D, ktery odpovida
zvolenému bodu D’.

Tento vypocet je tifeba provést pro kazdy zobrazovany bod tezu zvlast. Nékteré
hodnoty pro feSeni soustavy (14) je mozné spocitat predem, ¢im7 se vypocet urychluje.

Celkova casova slozitost je linedrni vzhledem k poc¢tu dimenzi mnoziny.
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7. Priloha

7.1. Odvozeni vzorcu pro n-D kouli

Objem

n-rozmérna koule je mnozina bodu v n-rozmérném prostoru, které maji od jednoho

sttedu vzdalenost mensi nebo rovnu poloméru této koule. Polomér budeme znacit R.

Pokud vedeme (n — 1)-rozmérny fez touto kouli, jeho7 vzdélenost od stiedu je d, pak
dostaneme (n—1)-rozmérnou kouli s polomérem v/ R? — d?2. Z tohoto uz dokézeme sestavit

integral pro vypocet objemu n-rozmérné koule:

Hledany vzorec bude mit tvar:

Vo(R) = a, - R"
_ Va(R)
Ap = Rn

Nyni (15) dosadime do (17) a upravime:

Va(R) _ [Vt (VRT = 2?) da

Ap —

R" R»
f_RRan—l - (VR? - xz)n_l dz
- T
ap_1+ R" - f_ll (\/1 — x2 )n_l dx
= T

:/ (Vicar)" " s

1

= Qp_1 - /_1 (ﬂ)n_l dz

1

Z (18) mizeme snadno vyjadfit a,,:

které dosadime do (16):
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H/ V1-— 22 .da: (20)

Nyni budeme potiebovat nékolik definic z [1]

Definice 20. Funkce gama [1] (str. 521):

~Funkce
['(x) :/ e Mt L dt (21)
0

se nazyvd Fulerova funkce druhého druhu cili funkce gama.”

Véta 6. Zikladni vztahy pro funkci gama [1] (str. 521-522):

»

P(n) = (n—1)! pro prirozend n (22)
r(%):ﬁ, r(%):%ﬁ, F(%):g%ﬁ (23)

”»

Definice 21. Funkce beta [1] (str. 524)

L, Funkce beta c¢ili Euleriuv integral proniho druhu je definovana integralem

B(p,Q)Z/O xp_l(l—x)q_ldxz/om% (p >0, q>0). (24)

Véta 7. Plati [1] (str. 524):
B(p,q) = B(q,p) (25)
Bl.a) = (26)

»

Pomoci téchto vztahti upravime integral v (20): f_ll (V1 — 22 )Z dz. Zavedeme si substi-

tuct:

z=2% x=z (27)
Ty, ar=do & (28)
dz 2r 2z

(27) a (28) dosadime do (20), ¢imz dostaneme novy tvar integralu:

/_1 <m>l dr =2- /01(1 _ Z)i/zidx — ./01(1 _2)i/2 12 gy (29)

1

; 1\p(i
coz je podle (24) ptfesné B (%, 5+ 1) a podle (26): %
=5
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Vysledek dosadime do (20):

n—1 1 i
Vo(R) = R"- / (\/1—:152) dz
1=0 -1
n—1
1

=R". B <—,—+1> (30)
Pl 2°2

e TG o
= (%)

Nyni je potifeba rozlisit pripady, kdy je n sudé nebo liché. Zaroven rozdélime soucin v

31) na dva - pro lichd i a pro sudd i. Nejdiive iprava vzorce pro n = 2k:
J

AP T(E+1
i=0 r (T
:ng_'ﬁ PR rE+1) rE)rEE+1)
bl r (21;—3) T (22+21+3)
e T [T LGHD) T(5) (250
— R%k. H s . :
i | D) Li+2)
k—1 12 /1 .
r2(HriE+1)
_ RZk; . 2 32
L™ i) (82)
Vyuzijeme vztahy (22)-(23) a dosadime je do (32):
T2 (D) T+ 1)
Vau(R) = R*" - -
2 () 1}) T(i+2)
A
_ p2k :
=1 G
k—1 T
_ p2k
= H EO i+1
k
™
= Rk T (33)

Ted jesté zbyva odvodit vzorec pro n =

predchozim pripadé:

2k + 1. Budeme postupovat podobné jako v

ST (HT(E+1)
V2k; ]_(R) _ R2k+1 . 2 - 2
+ ey
et LG T (5 +1) _QﬁlF(%) r(f+1)
I (253) L T(®Y)



Tady pouzijeme vysledek z predchoziho vypocétu (po dosazeni):

— R2k+1, vkl ot

Vary1(R) .
Jezaly:

Podle (23) miizeme odvodit I' (2552):

F<2k2+3>=2k2+1-2k2_1---%\/7?

1 (2k+1)(2k)(2k—1) -

=3 @Rk —2eE = VT
1 (2k+1)!

T Ook+1 T 9k g v (35)

Vysledek (35) dosadime do (34) a upravime:

_ pokt1, VTH! "

wk 92k+1 L1
(2k +1)!

= R*MT. (36)

Tim je odvozeni vzorce pro objem n-rozmérné koule tiplné.

Povrch

Nyni se pokusime odvodit povrch n-rozmérné koule. Ze vzorct pro nizsi dimenze si
muzeme vSimnout, ze povrch koule, resp. obvod kruhu, je derivace objemu koule, resp
obsahu kruhu. Toto se pokusime dokazat.

K dikazu budeme pottebovat vzorec pro objem n-rozmérného jehlanu:

1
Jn = — Sn—l (37)
n
kde v je vyska jehlanu a S,,_; je objem (n — 1)-rozmérné podstavy. Déle si pfipomenme

vzorec pro objem n-rozmérné krychle:
K, =a" (38)

Dtikaz provedeme tak, ze se pokusime najit pomér mezi povrchem a objemem koule.
Je dilezité si uvédomit, 7e tento pomeér bude stejny jako pomeér néjaké libovolné c¢asti
povrchu ((n—1)-D) a objemu (n-D), ktery je vymezen mnozinou tise¢ek spojujicich okraj
((n—2)-D) vybrané ¢asti povrchu ((n—1)-D) a stied koule a onou vybranou ¢asti povrchu
((n — 1)-D). Jediné, co ted musime udélat, je zvolit si na povrchu koule limitné malou
(n — 1)-rozmérnou krychli¢ku a jeji vrcholy spojit se stfedem koule. Tim dostaneme n-
rozmérny jehlan s krychlovou (n — 1)-rozmérnou podstavou a vyskou R. Pomér objemu

podstavy a objemu tohoto jehlanu je hledanym pomérem pro nasi n-rozmérnou kouli:
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P, n
2= i — 39
V, a0 LRK, ;(a) R (39)
n
P,==V, 40
. (40)
coz je to samé, jako kdybychom napsali:
dVi(R)
P, = 41
(R) = S (41)

nebot V,,(R) = a,, R"
Shrnuti

Objem n-rozmérné koule:

V.(R) = R" ' pro liché n
n!
ﬂ.n/2
Va(R) = R" - —— - pro sudé n
(5)!
Povrch n-rozmérné koule:
dV(R)

Pu(R) =

dR
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7.2. Obrazova priloha

7.2.1. Ukazky Mandelbrotovy mnoziny v komplexni roviné

Obr. 10. Tyto obrazky byly vygenerovany programem XaoS.
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7.2.2. Juliovy mnoziny ve vicerozmérném prostoru

Pomoci programu HyperChaos byly zobrazeny i vicerozmérné analogie Juliovych
mnozin. Jak mizeme vidét na nasledujicich obrazcich, i zde existuje urc¢itd mira symet-

rie.

Obr. 11. Trojrozmeérné Juliovy mnoziny.
vlevo nahote: ¢ = (—1;0;0), 300 iter., wvpravo nahote: ¢ = (—1;0,2;0), 300 iter.
vlevo dole: ¢ = (0,38;0,8;0), 10 iter., wvpravo dole: ¢ = (—0,5;0,8;0,25), 10 iter.
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8.1. Zavér

Cilem této prace bylo zobecnit Mandelbrotovu mnozinu do n-rozmérného prostoru
i se vSemi jejimi vlastnostmi, které jsou pozorovatelné na dvou a ¢tyfrozmérné mnoziné.
Rozsitenim iterac¢ni rovnice, kterd jednoznac¢né urcuje Mandelbrotovu mnozinu v kom-
plexni roviné, bylo dosdhnuto zobecnéni mnoziny i jejich vlastnosti presné podle predpo-
kladi. Velmi zajimavou vlastnosti pak byla osova symetrie Mandelbrotovy mnoziny.

Vysledky byly ovéreny programem HyperChaos, ktery byl napsan jako soucast této
prace. Tento program mi velmi pomohl pii zkouméani vicerozmérné Mandelbrotovy mno-
7iny a vérim, 7e jej vyuzije spousta dalSich zajemcu o vicerozmérné fraktaly.

Pomoci tohoto programu jsem také zobrazil vicerozmérnou Juliovu mnozinu a zjistil
jsem, ze i zde existuje urcita symetrie. Juliovou mnozinou a jejimi vlastnostmi bych se
chtél jesté nékdy v budoucnu zabyvat.

Myslim si, ze zkoumani fraktalnich mnozin je velmi zajimava préce, protoze fraktaly
jsou soucasti, mozna dokonce i zakladem, prirody kolem nas, ve které miizeme neustale

objevovat néco nového.
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