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1 Limity a spojitost

Rozcvickal

V této kratké casti jsou priklady, které pro svou nizsi narocnost nebudou ve zkouskové pisemce,
a tudiz nejsou cislovany.
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Zkouskové priklady

1.1 DPHopitalovo pravidlo zakazano
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1.2 [DP’Hopitalovo pravidlo povoleno
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1.3 Spojitost

x? =1

Vysettete charakter bodu nespojitosti funkce f(x) = arctg

[v 0 skokové nespojitost]

1
Vysetiete charakter bodi nespojitosti funkce f(x) = arctg —
x

[v 0 odstranitelnd nespojitost]

1
Vysetiete charakter bodu nespojitosti funkce f(x) = z arctg —
x

[v 0 odstranitelnd nespojitost]

. .. . 1
Vysetiete charakter bodu nespojitosti funkce f(x) = sin —
x

[v 0 odstranitelnd nespojitost]

1

Vysetiete charakter bodu nespojitosti funkce f(r) = ——
arccotg -

[v 0 podstatnd nespojitost]



2 Derivace, inverzni funkce, tecny, normaly, asymptoty

Rozcvickal

V této uvodni casti jsou priklady na derivace, které pro svou nizsi naro¢nost nebudou ve

zkouskové pisemce, a tudiz nejsou cislovany.
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() = i ' (0) =
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() = Insins; () =2
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1—
 f@) = o @) =7

o f(x)=zlnz; f'(z) =7
o flz)= \/1*2:+a2;f/(x) =7

e Naleznéte n. derivaci funkce e*

Zkouskové priklady

2.1 Derivace

1. Necht je déna funkce f(z) = z/|z + 1.

[~ iz + 152V

(2~ 20) + (a? — 22)2~2)

[% In? z]
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[sin 230]

[cotg x]
1
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(a) Naleznéte defini¢ni obor funkce f, rozhodnéte o spojitosti a naleznéte derivaci funkce

f v kazdém bodé Dy kromé bodu z = —1.

(b) Rozhodnéte o existenci derivace funkce f v bodé xz = —

2. Necht je ddna funkce f(z) = In(Inx).

[spojitd na Dy =R, f/(—1) neex]

(a) Naleznéte definicni obor Dy, prvni derivaci f’ a jeji definiéni obor Dy

(b) Je tato funkce prostd na svém definiénim oboru ? Pokud ano, naleznéte inverzni

funkci f~1 a jeji prvni derivaci (f1).
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[Dy = (1,+00), f'(z) = s115, Dyr = (0,1) U (1, +00), [~ (2) = exp(exp(x)), (1) (z) = exp(exp(x))(exp(z))]

cos(v/r) pro x>0
. Necht je déna funkce f(z) =4 1 pro x=0

cos(v/—x) pro z <0.

(a) Je funkce f spojitd v bodé x = 0 ? Své rozhodnuti zduvodnéte.

(b) Z definice jednostranné derivace naleznéte f’(0) a f(0) a rozhodnéte o existenci

derivace f'(0).

[Spojitd na R, f/ (0)

1—
. Funkci f(z) = ﬂ dodefinujte v bodé x = 0 tak, aby byla spojitd a pro takto
sin x
dodefinovanou funkci naleznéte z definice derivaci f/(0).
[0, 3
- . 1 )
. Naleznéte derivaci funkce f(z) = arccos el (L]
. Naleznéte derivaci funkce f(x) = arcsin (2zv'1 — 22). 2]

x
. Naleznéte derivaci funkce f(r) = —————.
/@) r+Va?+ a?
1 =
. Naleznéte derivaci funkce f(z) = (1 + x) o
-z

. Naleznéte derivaci funkce f(z) = z'/%.
. Naleznéte derivaci funkce f(z) = 2*™°.
x
. Naleznéte derivaci funk = arct .
aleznéte derivaci funkce f(z) = arctg (a:2 n 1)
. Naleznéte derivaci funkce f(z) = = Intg T C(,)S;E
2 2  2sin“x

. Naleznéte derivaci funkce f(z) = arcsin ( 23:_ 1).
T

. Naleznéte derivaci funkce f(z) = arcsin (tgz).
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x3 + 27

. Naleznéte D; a derivaci funkee f(z) =1\/z +\/z + /x.

. Naleznéte D; a derivaci funkce f(z) = 1/sin+/x.
5 L o1+ 23
. Naleznéte derivaci funkce f(z) = T3 Pro |z| # 1.
-

. Naleznéte Dy a derivaci funkce f(z) =Inlnlnz.
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1 1
Naleznéte derivaci funkce f(x) = In <— +1In —> : [~z Tt

x x ST g
y . 1—sinz
Naleznéte derivaci funkce f(x) =1Iny/ ———. -]
1+sinx
Naleznéte derivaci funkce f(x) = z(sinlnz — cosInx). [2sinIn z]
Naleznéte derivaci funkce f(x) = arctg <a: —V1+ :L’2) . - \/Txf&:;if =]
Naleznéte derivaci funkce f(x) = x + V1 — x? arccos . [ orecosz]
y o o 1—2a?
Naleznéte derivaci funkce f(x) = arcsin pro x # 0. [~signz 2]

1+ 22

Naleznéte Dy a derivaci funkce f(x) = arctg pro |z| < 1.

x
1++V1— 22

[Df =z <1}, /(@) = ;7=

1—2x

Naleznéte derivaci funkce f(x) = arccotg ——— pro z € (0, 1). o —

fa) = arecotg -~ pro .z € (0,1 A
Naleznéte derivaci funkce f(x) = In (ew +Vv1+ eu) . [ \/f.:j]

h
Naleznéte derivaci funkee f(x) = C'OS 290 — In cotgh <§> .
sinh” x 2

Naleznéte derivaci funkce f(z) = In (cos® z (1 + 2tg*z + tg'z)) . [0]
2.2 Derivace vyssich radua
Naleznéte derivaci fadu n € Ny funkee f(x) = a”®, kde a > 0. [ (z) = In"(a) a®]

Naleznéte derivaci fadu n € Ny funkce f(x) = cosz.
[F®9)(2) = (~1)F cos 2, F2F+D (z) = (—1)¥+ sin(a)]

Naleznéte derivaci fadu n € Ny funkce f(x) = sinz.
[F9) (2) = (—1)k sinz, FEH+D(z) = (~1)F cos(a)

n

Naleznéte derivaci fadu n € Ny funkee f(x) = z". [F) = nY)
Naleznéte derivaci 2. fadu funkce f(z) = tgz. [f" = 2sinz
Naleznéte derivaci 2. fddu funkce f(z) = xInz. [ =1
Naleznéte derivaci 2. fadu funkce f(x) = (1 + 2?)arctg z. [ = 2arctg z + 1225]
Naleznéte derivaci 4. fddu funkce f(z) = /. [f&) = - L35 ,—3)

13



3 Prubéh funkce, te¢ny, normaly, asymptoty, monotonie,
inverze, extrémy

|Rozcvicka

V této ¢asti jsou piiklady na procviceni vysetiovani prubéhu funkce (D, limity, horizontalni
¢i vertikdlni tecny, asymptoty, lokalni extrémy, nacrtek grafu funkce), které nejsou zahrnuty ve
zkouskové pisemce, a tudiz nejsou cislovéany.

o fl@)=2+7—a?

o f(x) =32z —2a®

o f(x) =22 — 152% + 362

$2

x2—4
o f(z)=(r—1)°(2z+4)

o f(z)=22"—Inx

o f(z)=

o f(z)=Va?+2
r? 41
r+1

o f(x) =x+ cos2x

o f(z)=V16 —a?

o flx) =

1
o flx)=a+ -
o f(x) =x+ arctanx

o f(2)= (0 +1)Va?

1
J f(l‘):$2+;

X
* f(x):$2+1
N1 711N
Xz

o f2)=(e—3)Va

o f(z)=2>—Ina2*
o f(z)= cos —

o f(z)=x+sinzx

14



Zkouskové priklady

10.

11.

12.

13.

14.

15.

3.1 Aplikace derivace

x
. Ukazte, ze funkce f(x) = 2arctg ———— — arcsin x nezavisi na x. [ =0
flw) =2t =
. 14+ ..,
. Ukazte, ze funkce f(z) = arctg T2 arctg x nezavisi na x. [f =0
—x
Ukazte, ze funkce f(z) = arcsinz + 3arccosx + arcsin (Qx\/ 1-— x2> nezdvisi na x pii

1? < 3. [f = 0]
x
Ukazte, ze funkce f(x) = arctg x — arcsin ——— nezavisi na x. [f = 0]
) = et Ve
1

Ukazte, ze funkce f(x) = arccotg = — arcsin nezavisi na x pti z > 0. [f =0]

V1+ a2

3.2 Tecny a normaly

Urcete ¢isla a a b tak, aby piimka y = 3x + b byla tecnou funkce f(x) = In(z®+a) v bodé
r =1

[a=0, b=-3]

Necht je ddna funkce f(z) = sin(z) cos (g) na intervalu [—m, 7r|. Naleznéte rovnici tecny

™

v bodé x = 5

y=—Fo+ F0+3)]
Necht je déna funkee f(x) = z(e™ + 5). Naleznéte rovnici teény v bodé z = 0.
[y = 64]

3z —1
z+1

Necht je déna funkce f(z) = In {( ) } . Naleznéte rovnici tecny v bodé x = 1.

ly==z—1]
Naleznéte rovnici tecny a normély ke grafu funkce f(z) = 2° — 5z +4 v bodé —1.
[te¢na: y = —7x + 3, normdla: y = %CE + 7—71]
Naleznéte rovnici tecny a normély ke grafu funkce f(r) = 2° — 5z + 4 v bodé 3.
[tecna: y =  — 5, norméla: y = —z + 1]
Naleznéte rovnici te¢ny a norméaly ke grafu funkce f(z) = 2® 4 22% — 4z — 3 v bodé —2.
[tena: y = 5, norméla: © = —2]
Naleznéte rovnici tecny a normély ke grafu funkce f(r) = 2® 4 22% — 42 — 3 v bodé 1.
[te¢na: y = 3z — 7, normédla: ¢ = —tax — 3L]

Naleznéte rovnici tecny a normély ke grafu funkce f(z) = v/ v bodé x = 0.

[teéna: z = 0, norméla: y = 0]
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Naleznéte rovnici tecny a normély ke grafu funkce f(z) =Inz v bodé 1.

[te¢na: y = x — 1, norméla: y =1 — z]

Ve kterych bodech je teéna ke grafu funkce f(x) = 2 + 2 — 2% rovnobéznd s osou z a s
piimkou y = x?

[s osou z: %, s pifmkou y = x: 0]

Pod jakym thlem protina graf funkce y = Inx osu x?

[ihel tga = 1, tj. 7]

Pod jakym thlem (vzhledem k ose ) protind graf funkce f(x) = ez pifmku z = 27

[arctg ]
Naleznéte rovnici normély ke kiivee y = —y/x + 2 v jejim pruseciku s primkou y = .
ly =2z — 1]

Uréete rovnice tecen ke kiivce y = 23 + 22 — 2z v prusecicich kiivky s osou x.

bz —y+12=0;2z+y=0;3z —y—3=0]

Ve kterém bodé mé graf funkce y = sin®  teénu svirajici s osou x thel a

(/44 km,1/2);k € Z]

Ve kterém bodé ma graf funkce y = xe™* teénu rovnobéznou s osou x7

[(1,e71)]

3.3 Asymptoty

Naleznéte vsechny asymptoty funkece f(x) =

] (véetné vertikalnich asymptot).
[y=1 v too, x=1]
Necht je dédna funkce f(z) = x(e”"+5). Urcete definiéni obor Dy a rozhodnéte o existenci
asymptot v +00 a v —oo a v kladném ptipadé napiste jejich rovnice.
[Dy =R. Pouze v +o00: y = 5z]
Necht je déna funkce f(x) = V2 — z — 6. Urcete defini¢ni{ obor Dy a naleznéte rovnice

asymptot v 400 a v —00.

[Df = (_007_2) U (3,-‘1—00), y=1lz— %7 y=—lx+ %]

3z —1

z+1
existenci asymptot a v kladném pripadé napiste jejich rovnice.

Necht je ddna funkce f(z) = In [( ) } Urcete definicni obor Dy a rozhodnéte o

[Dy = (—o0,-1)U (%,Jroo). V too: y =2In3 —4/3]
Ve kterém bodé mé parabola y = 222 + 3x — 1 teénu

e se smérovym thlem 37
e rovnobéznou s piimkou 5z —y +3 =0

e kolmou na ptimku x — 3y +2 =0
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

[(_1/2’ _2)7 (1/27 1)’ (_3/27 _1)]

Urcete rovnice tecen ke kiivce y = 23 + 22 — 62 v prisecicich s osou x.

[15z —y+45=0, 6 +y =0, 10z —y — 20 = 0]
Je ddna parabola y = 2% — 42 + 3

e urcete dotykovy bod a rovnici tetny paraboly, kterd ma smeérovy thel §

e pomoci derivace urcete vrchol paraboly
[(5/2,-3/4), x —y—13/4 =0, (2,-1)]
Je déna parabola y = 12?2 + 3z + 1

e urcete rovnici tecny paraboly v bodé —2
e ve kterém bodé ma parabola tecnu se smérovym thlem 27

e ve kterém bodé ma parabola tecnu rovnobéznou s ptimkou bx —y — 2 = 07

[‘r—y_lz(]v (\/3_37_2)1 (219)]

3.4 Monotonie, inverze, lokalni extrémy

Naleznéte Dy, intervaly monotonie a lokalni extrémy funkce f(z) = arcsin v'1 — 22

[Df = [71’1}7'1 /O \1 1]
Xz

Naleznéte Dy a intervaly monotonie funkce f(z) = e
nz

[Df =(0,1)U(1,400), 0\ 1 N\e ]
2t =202

Naleznéte Dy a intervaly monotonie funkce f(x) = 1
l‘ R

(D = R\ {1}, ostie roste na D]
Naleznéte Dy, intervaly monotonie a lokdlni extrémy funkce f(x) = v/z + Vi—z
[Dy =[0,4],0 72\ 4]
8
PN

Dy =(=2,00U(0,2),-2 /' —vV2 N\ 0\ V2 /2]

Naleznéte Dy a intervaly monotonie funkce f(z) =

Inz
Naleznéte Dy a intervaly monotonie funkce f(z) = —

NG

[Df = (07+OO)7 0 /‘ e? \1 +Oo]

sinx

Naleznéte intervaly monotonie funkce f(z) =e

[roste na (—3 + k2w, T + k27), klesd na (5 + k2, %ﬂ' + k27)]

1— 2
Naleznéte intervaly monotonie funkce f(z) = i
1+ 22
[o0 /10 N\ +oo]
2—2r+1
Naleznéte intervaly monotonie a lokalni extrémy funkce f(x) = %
x
[-oo /-1 N1 7 +o0]
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41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

20.

ol.

o2.

23.

o4.

25.

96.

Naleznéte intervaly monotonie a lokalni extrémy funkce f(z) = (z — 2)?|z — 5|

[0 (2 714 N\(5 J +od]

e(L’

1 — a?
[Df:(_lvl)v‘l\(l_\/ﬁ/‘l]

Naleznéte Dy, intervaly monotonie a lokalni extrémy funkce f(z) = In

_1
x

Naleznéte Dy, intervaly monotonie funkce f(z) = ze

[Df =R\ {0}, —o0 -1\, 0 7 +oc]
T

224+2x+9
[Df =R, —00 \(-3 /3 \( o]

Naleznéte Dy, intervaly monotonie a lokalni extrémy funkce f(z) =

Naleznéte intervaly monotonie a lokalni extrémy funkce f(z) = cosh®z 4 1
[-00 ™\ 0 7 +o0]
2z

x?—1

Dy =R\ {-1,1}, —00 / —v25 V5 -1\ 1N\ V2 F VB 7 +oc]

Naleznéte Dy, intervaly monotonie a lokalni extrémy funkce f(z) =z +

Rozhodnéte, kde je funkce f(z) = % prostd (tj. intervaly monotonie) a na téchto
intervalech naleznéte jeji inverzni funkci.

[ = vEvE
Naleznéte intervaly monotonie a lokalni extrémy funkce f(z) = 2 +32* — 92 + 5
[—o0 /-3 N1 7 4od]
Naleznéte intervaly monotonie a lokalni extrémy funkce f(z) = 2* — 92 + 152 — 3
[~oo S 1N\5 J +oo]
Naleznéte intervaly monotonie a lokalni extrémy funkce f(z) = 2® — 32 + 62 — 9

[~o0 7 +oc]

Naleznéte intervaly monotonie a lokalni extrémy funkce f(x) = ix‘l + o — 4 4T
[oo N -2 N1 7 +od]
Naleznéte intervaly monotonie a lokalni extrémy funkce f(z) = (z — 4)*(z + 3)*
[-o0 /-3 /0 N4/ +oo]
Naleznéte intervaly monotonie a lokalni extrémy funkce f(x) = ze™®
[Foo /11 N\ +od]
Naleznéte Dy, intervaly monotonie a lokdlni extrémy funkce f(z) = y/zlnz
[Df = (0,+400), 0 \e™2 / +od]
Naleznéte Dy, intervaly monotonie a lokdln{ extrémy funkce f(z) = z*Inx
[Dy = (0,400), 0\ ™2 7 +oq]

Naleznéte Dy, intervaly monotonie a lokalni extrémy funkce f(z) =z In? z

[Df = (0,400),0 Se”2\,1 /' +oc]
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57. Naleznéte Dy, intervaly monotonie a lokdln{ extrémy funkce f(x) =Inz — arctg x

[Df = (0,+00), 0 7 +00]

58. Naleznéte intervaly monotonie a lokélni extrémy funkce f(z) = 2* — 62° — 63z + 5
[max -3, min 7]

In?z

59. Naleznéte Dy, intervaly monotonie a lokdln{ extrémy funkce f(x) =
x

[Df = (0,400), 0\, 1 7 e? \, +o0]
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4 Extremalni tlohy, konvexnost, konkavnost, inflexe

Rozcvickal

V této ¢asti jsou priklady na procviceni hledani lokalnich extrémi, které pro svou nizsi naroc¢nost
nejsou zahrnuty ve zkouskové pisemce, a tudiz nejsou cislovany.

e Usecku rozdélte na dveé cdsti tak, aby soucet obsahu ¢tvercu sestrojenych nad obéma
¢astmi byl minimalni.
[v poloving]
e Ze vsech obdélniku s danym obsahem urcete ten, ktery ma nejmensi obvod.

[a=b=+/S, kde S je obsah]

e Jak volit rozméry pozemku pravouhlého tvaru, mame-li jej oplotit pletivem délky 60m a
chceme aby obsah byl co nejvétsi?

[15 x 15 = 225]
Zkouskové priklady
4.1 Konvexnost, konkavnost a inflexe
. ) ) ) |22 — 3z — 4|
1. Vysettete konvexnost, konkdvnost a inflexni body funkce f(z) = ——
x
[konvexni na (—oo, —1) a (0,4), konkdvni na (—1,0) a (4, +00), inflex x = —1,z = 4]
2. Vysettete konvexnost, konkdvnost a inflexni body funkce f(z) =1+ /x
[TODO]
3. Vysetiete konvexnost, konkévnost a inflexni body funkee f(z) = 32% — 2*
[TODO]
e , . , 2x
4. Vysetiete konvexnost, konkdvnost a inflexni body funkece f(x) = T2
x
[TODO]

[konvexn{ na R]

r—1
6. Vysetiete konvexnost, konkdvnost a inflexni body funkce f(z) = | 5 |
x
[TODO]
7. Vysetiete konvexnost, konkdvnost a inflexni body funkce f(z) = In(1 + 2?)
[konvexni na (—1,1), konkdvni na (—oo,—1) a (1,4+00), inflex z = —1,2 = 1]
8. Vysetiete konvexnost, konkdvnost a inflexni body funkce f(z) = 2°Inx + 1
[TODO]
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

4.2 Extremalni Glohy

7, desky tvaru trojuhelniku, jehoz zakladna je a a vyska v a thly pii zadkladné jsou ostré,
ma byt vyfiznuta obdélnikova deska; pficemz jedna strana obdélniku je ¢asti zakladny.
Pomoci techniky hledani extrému urcete rozméry obdélniku tak, aby jeho obsah byl ma-
ximalni.
o=%.v=3]
Urcete rozmeéry parniho kotle tvaru vélce tak, aby pii daném objemu V' bylo ochlazovéani
pary nejmensi - tj. aby povrch vélce (véetné podstav) byl minimélni.
[r= %/;, v= ﬁ—‘T/Q]

Ze vsech pravotuhlych trojuhelniki s danym souctem délek prepony a odvésny k urcete
ten jehoz obsah je nejveétsi.

[y =k/3, . =/3/3k, a = /6]
Chceme oplotit vybéh pro slépky, ktery ma mit tvar pravouhelniku. Pfitom mame k
dispozici 200m pletiva a vime, ze ¢ast plotu budou tvorit 2 celé stény drubezarny, jejiz

obdélnikovy pudorys ma rozmeéry a = 16m a b = 10m. Jaké rozméry musi mit vybeh, aby
mél co nejveétsi obsah?

[¢tverec 56, 5m]
Pomoci techniky hle(iém' extrému urcete rozméry obsahové maximélniho obdélnika ve-
. 2
psaného elipse & + % =
[av/2,bv/2]
Pomoci techniky hledani extrému urcete rozméry objemové maximalniho valce vepsaného
do koule o poloméru R.
[v=2R/V3, r = R\/2/3]
Jaké rozméry musi mit bazén se ¢tvercovym dnem a objemem V = 32m?, mé-li se na
jeho vyzdéni spotiebovat co nejméné matrialu?
[47 47 2]
Pomoci techniky hledani extrému vepiste do pulkruhu o poloméru r obdélnik maximalni
plochy.
[rv2, 75

Dolni ¢ast okna ma tvar obdélnika, horni tvar pulkruhu. Délka ramu celého okna je P.
Pti jakych rozmérech bude okno propoustét nejvice svétla?

2P P
w+4° 447
Necht je déna funkce f(x) = sin(x)y/1 — cos?(z) na intervalu [—m, 7].
(a) Rozhodnéte, zda existuje prvni derivace funkce f v bodé x = 0.

(b) Naleznéte vsechny lokalni extrémy a intervaly monotonie funkce f(x) na intervalu
—7, 7). Jsou tyto lokalni extrémy téz globalnimi extrémy na uvazovaném intervalu
y Yy g y
[_Wa 7T] ?

[TODO]
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Necht je déna funkce f(x) = x + 24/1 — cos?(x).

(a) Rozhodnéte, zda existuje prvni derivace funkce f v bodé x = 0.

(b) Naleznéte vsechny lokalni extrémy a intervaly monotonie funkce f(x) na intervalu
—,m). Jsou tyto lokélni extrémy téz globdlnimi extrémy na uvazovaném intervalu
Jsou tyto lokélni extrémy té7 globdlnimi extrémy sovaném interval
[—m, 7] 7

[(a) neex.; (b) -7 S =% 0 2?” N\, 7, glob. max v 2?”

=

2
x
Naleznéte definiéni obor, lokalni extrémy a intervaly monotonie funkce f(z) = ( n 1)
x

[Df = (=1,+00), =1\ 0 /" +0oq]
Necht soucet dvou &isel je 12, urcete tato &isla tak, aby

(a) soucet tietich mocnin byl minimaln{
(b) soucin jednoho s tfeti mocninou druhého byl maximalni
(c) obé byla kladné a souc¢in jednoho s druhou mocninou druhého byl maximé&lni.
[TODO]
Ukazte, ze pro vsechna z > 0 je funkce Inz vzdy mensi nez /z. (Navod: zkoumejte
extrémy rozdilu téchto funkei.)
[maximum Inz — \/z je 2In2 — 2 < 0]
Ukazte, ze pro vSechna = € R je funkce 14z vzdy mensi nebo rovna e”. (Navod: zkoumejte
extrémy rozdilu téchto funkei.)
[minimum e* —xz — 1 je 0 v z = 0]
Ukazte, ze pro vsechna x > —1 je funkce In(1 4+ ) vzdy mensi nebo rovna z. (Navod:
zkoumejte extrémy rozdilu téchto funkei.)
[minimum z — In(1 + ) je pro z = 0]
Ukazte, ze pro vSechna xz > 0 je funkce arctg z vzdy mensi nez x. (Ndvod: zkoumejte
extrémy rozdilu téchto funkci.)

[arctg  — x je pro & > 0 ostfe klesajici a zdpornd]
Urcete kladny parametr A > 0 tak, aby objem télesa, které vznikne rotaci funkce

f(z) = Az +

okolo osy x na intervalu [0, 1] byl minimé&ln{ !

1
Az +1)
[A= /372
Je-li rozdil dvou ¢&isel rovny 10, je jejich soucin vétsi nez —307
[ano]
Nit délky [ se ma rozstiihnout na dvé ¢asti, z jedné ¢éasti se udela kruznice a ze druhé
¢tverec. Urcete délky jednotlivych casti tak, aby soucet ploch ¢tverce a kruhu byl mi-
nimalni.

41

1
lh=1t7 b= x
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

Nit délky [ se ma rozstiihnout na dvé ¢asti. Z jedné ¢asti se udéla kruznice a ze druhé rov-
nostranny trojuhelnik. Urcete délky jednotlivych casti tak, aby soucet ploch trojihelniku
a kruhu byl minim&lni.

[TODO]

Do koule o poloméru R vepiste valec s maximalnim objemem.

[r=R %,v:ﬁ]

Do koule o poloméru R vepiste valec s maximéalnim povrchem.
[r:R\/%+1—\/§,v:R 2727\/5]

Jaky je maximalni objem kuzele s danou stranou s?

2m_ 3
[9\/55

Pti jakych rozmérech ma valec daného objemu V' nejmensi povrch?

=2{/Y, r=1]
Z papiru tvaru obdélnika se stranami a a b vyrobime krabicku tak, ze vystiihneme ze vSech
¢tyt rohu stejné ctverce. Krabicka bude mit vysku rovnou strané tohoto ¢tverce. Pomoci
techniky hledani extrému naleznéte délku strany ¢tverce, pfi niz bude objem krabicky
nejvetsi.

& (a+b-va?—ab+ )]
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5 Neurcité integraly a primitivni funkce

Rozcvickal

V této tvodni casti jsou piiklady na integraly, které pro svou nizsi narocnost nebudou ve
zkouskové pisemce, a tudiz nejsou cislovany.

o /sin(?)x) dz

o /\/gsin:z: + cos(2z) dx

° /(4—\/5)2dx [162+ L a2~ 1623/2 4 O

.2
. /:r;e T dx e’ + 0

Zkouskové priklady

1. /m‘i(xi—i-l)dx 2VZ +4 ¥z +C]
2. /  cos(ma? [Sin(z’;r“”?) +C]
3. /3 2 dx (D DT o (‘”Bji)lﬂl +C
4. / cos zsin x dzx [~1 (cosz)® + O]
5. / sin® z cos x dz [L (sinz)® +C]

Ccos
6. / \/_ [2 sin (v/Z) + C]
7. /1—|—2}2 [x — arctg x + C]
2\/ 1
8. / + dz [gx4—%xlg+%x%+0]
9. /(gw +3%) dx [%H}]
10. / max{3,22*} dz (Pozor na spojitost primitivni funkce!) [TODO]
11. / min{z®, 2} do (Pozor na spojitost primitivni funkce!) [TODO]
12. / V1 —sin? z dz (Pozor na spojitost primitivni funkce!) [TODO]

24



13. /max{l, x} dx (Pozor na spojitost primitivni funkce!) [+C, 2 +D,C=-14D]

14. /tgh 2o dx [z — tgha + C]
15. /Cotgh 2pdx [z — cotghz + C]
16. /cotg rdx [—cotgx — x + C]
17. /xl—x &1 —2?)7+C]
18. / sin® z cos x dz [§ (sin(2))° 4+ C]
19. / e [arctg e + C]
20. /xln$+3 [In (In (z) + 3) + C]
21. / mg “ 4 [} (arcts ()% +C]
22. / cost zdx [L (cos () sin (z) + 2 cos (z)sin () + 2 z + C]
23. /COS rdx [3 (cos (x))?sin (z) + 2 sin (z) + C]
24. / sin® z dz [~ 1 (sin ())° cos (z) — 2 (sin (x))? cos (z) — 2 cos (z)sin (z) + Z o + C]
25. /\/Eln:cda: [223/21n (z) — 423/2 4 C
26. / arctg x dx [z arctg = — 3 In (1 +22) + O]
27. /x arctg x dx [} z2arctg z — o + $ arctg z + C]

28. [@ arcsin (\/gx) + ]

/ dx
V1 — 322

dx
29. —_— [arcsin ( 2 V29 (1 +C]
/\/7+$—x2 (2@ )
S5z +1
30. ——dx [-5v3 — 22 + arcsin VAP + (]
V3 — g2 (3 )
31 /V5+x_$2d$ [—i(1—2:6)\/5-1—17—172—&—%arcsin(Q‘Q/fT(m—%))-i-C]
2
)
32. /x2+ zdx [z+3In(z—1)+2In(z+1)+C)
¢ —1
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33.

34.

35

36

37

38

39.

40.

41.

42.

43

44

45.

46.

47

48.

49

20

ol.

52.

/tgasdaz
In’z
/ = dx

/de
VT

) /cos5x\/sinmdx

/ cos 3z d
) —dz
2+ sin 3z

. Naleznéte f(z), znate-li: f”(z) = cosz, f'(0) =1, f(0) = 2.

x
: d
/4+x4 o

sin x

. vV eos3 x

/xe‘xg dx
1 2

/ n xdx
T

Inz

dx

) —dzx
zvV1+1Inzx

/sinxcos%c
' 1+ cos?x
./\/Elngxdx

/:U sinh x dz

1
/ sin?z(1 + tg x)

dzx

/ 2% arccos x dx

dx

[=1n (cos (z)) + C]
n 2 n —
-4 (;3)) _219(090)_233 el

[—V1—224C]

(37 (sin (2))*/2 (82 421 (cos (&))" +24 (cos (2))°) + €]

[é In (2 +sin (32)) + C]

[f(z) =x —cosz + 3]

[Bz=1/3(—1— %:c + %xQ + éx3) +C]

[‘EszfeerachC]

(3(2® +123)) + O]

[_ \/z%"fl + C]

[iarctg % + C]

2 +C]

[ cosx

[-ie** + 0]

(5= + ¢

2VTFTa(ng —2)+C]

[In|1 + cotg x| — cotgz + C]

[-2 cos?z + 2 In(1 + cos? z) + C]
223/2(9In? ¢ — 121Inz 4 8) + C]

[27

[x coshz — sinhz + C]

[%xS arccos T -+ é(l - 302)3/2 — %(1 — x2)1/2 + C]



23.

o4.

25.

56.

o7,

28.

29.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

/arctg Vrdr
/lnsinx
—— dx
sin® x
/xex dz
/xze_’” dz
2
* dx
vV1—zx
/xln Vrdz

/ln$+1
Vr+1

2

In“zdz

/
fre
[
/lnm
/

/

/

cotg x In(sin x) dx

cos? x(9 + tg2x)

COSQ$\/9 —tg2x

/x—dm
Va4 — 22

T
| a=amte

/x\/4—x2dx

/ dx
v a? — x2

dx

dx

27

[zarctg /z + arctg /= — /z + C|
[—cotgzInsinz — cotgx — = + C]
[—ze™® —e * + C]

[—e~(z% + 2z + 2) + C]

[—22%(1 — 2)V/2 = 82(1 — 2)3/2 — 18(1 — 2)5/2 + C]
[%IQ Inz — %932 +C]

2vz+ 1ln(z + 1) —4y/z + 1+ C]
[xIn?z — 2zlnz + 2z + C]

3" (i3 1i€23 + 1:???3 1n43) +C]
[—%z2 cosz? + %simx2 +C]

[#1n(1 4+ 2?) — 2z + 2arctg = + C|
[~ In|sin(z)| + C]

[$(Insinz)? + C]

[%arctg (%tg z) + C]

[arcsin (% tgz) + C]

[2arcsin(F) — %x\/4 — 22+ (]

vl

(-5 —a?)3?+C]

[l ln a—1/ a2712
T

a

+C]
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73.
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76.
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78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

dx

/ dx
N
/x\/6x — 2?2 —8dx

| e
xXr
(22 4 2z + 5)?
x4+ 3

\/:E2+4:v+1
/\/Gm—xz — 8dx

/ 22 arcsin x dx

3
/ dx
2 — 3x — 422

x
——dx
/\/3—2:15—;152
1
/arctg(nx)d

i

/ 1+ 22 d
x
(1 —z*)arcsinx

/arctg Va2 —1dx

/ cos x sin®(z) dx

/ tgx + cotgw
- dx
sin(2z)

[—%(61:—232 )3/2

_%\/GQ + 22+ C]

Lo Ve =04 (]

Earcsm(x 3)+ %\/GI—IQ —8+C]

:02+z
(522078 ~ 16 garctg (44) + C]

W22 + 4z + 13+ In(z + 2 + Va2 + 4o + 13) + C]

[%(:): —3)V6r — 2?2 — 8+ % arcsin(z — 3) + C]

[3°

3T arcsin x + %(1 — :v2)1/2 _ é(l _ $2)3/2 +C]

[3 arcsm( \/7 ) +C]

[f%x\/372x7x2

\/372x7x2+3arcsm( )+C]

[Inz arctg Inz — % In(In?z + 1) + C]

(2 Varcsinz + C]

[zarctg Va2 — 1 — argcoshz + C]

[% sin®(z) + C]

[—cotg (2z) 4+ C]

Naleznéte vsechny funkce, které maji tu vlastnost, ze f”(z) = e* + 1.

/x2$2+1 dz

Naleznéte primitivni funkei k funkei f(x) =

x
44 x4

[f(z) = e® + Cx + D + 322

(22" /In2 + C]

[i arctg (%xQ) +C]

1

Naleznéte vSechny funkce f, které majf tu vlastnost, ze f"(z) = e + el

Naleznéte f(x), znate-li f'(x) = 2x — 1; f(3) =

28

[ f(z)=e*+Cx+ D —Inz]

[£2 — 2 — 2]



91. Naleznéte f(z), zndte-li f(x) = cosz; f'(0) = 1; f(0) = 2. [z — cosz + 3]

92. Naleznéte f(z), zndte-li f"(z) = 6x —2; f/(0) = 1; f(0) = 2. [23 — 22 + 2 +2]
93. Naleznéte f(z), zndte-li f’(z) =2z — 3; f(2) = —1; f(0) = 3. (2 - 32 _z 3
t q )

94. m t [*erC]

95. /x_é sin($%)d:1: [~2cos(a'/?) + C]

96. /sin2 3z dx [l — L sin6z+C]

97. %dx [%1n|1+x\/5|+0]
ol

98. /ﬁdx [~e* +C]
1 3

99. / og;:v dz [ (Inz)2 + C]

100.

cos? 22 + In? 22 + sin® 22
dx n |z| + 4 In® 2| + C]

X
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6 Urcité Integraly

Zkouskové priklady

1

1. /235(1;2 +1)dx

-1

V3
202 + 1

) ——dx
) V3 — a2

1
3. /\/3—x2dx
]

2
622 — 2

4, [ —d

/x3—x+1 o

1

5. arccos x dx
0
27

6. / 22 cos x dx
0
V3

10. /y\/cﬁ—yzdy

0 y3
11. /y2(1 — =) dy

1
12./x+3 Az
x+1
0
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7

Aplikace integralu

Rozcvickal

V této kratké casti jsou priklady, které pro svou vyssi naroénost nebudou ve zkouskové pisemce,
a tudiz nejsou cislovany.

e Spoctéte povrch toru (duse) 22 + (y — b)* = a*;b>a [4n2ab]

Zkouskové priklady

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

17.

18.

7.1 Vypocet plochy

. Necht je ddna funkce f(x) = sin(z) cos (g) na intervalu [—m, 7]. Jaka je plocha pod touto

funkef na intervalu [0, 7] 7 4]
Spoététe plochu mezi osou x a grafem funkce f(z) = 2+ 2% 2 € [0, 1]. 2]
Spoctéte plochu mezi osou z a grafem funkce f(r) = (22% + 1)%* 2 € [0, 1]. (42
Spoctéte plochu mezi osou z a grafem funkce f(x) =sinz;z € [%71’, %ﬂ':| . (3]
Spoctéte plochu mezi osou z a grafem funkee f(z) = 2v222 + 1;2 € [0, 2]. (18
Spoététe plochu mezi osou = a grafem funkce f(z) = 27 3(1 +27%) %z € [1,2]. 39
Spoctéte plochu sevienou mezi grafy y = vz a y = 2. 1]
Spoététe plochu sevienou mezi grafy y = 2% a y = 4z — 3. (4]
Spoctéte plochu sevienou mezi grafy vy = x a 2 — 10y? = 0. [10]
Spoctéte plochu sevienou mezi grafy y =z, y = 2x a y = 4. (4]
Spoététe plochu sevienou mezi grafy y = cosz a y = 4a? — 7°. [2 + 279
Spoctéte plochu sevienou mezi grafy y = cos®(rz) a y = sin®(wz) pro z € [0, 1. L1
Spoctéte plochu sevienou mezi grafy y = 2%, y =2 a x = 0. 2 - 5]
Spoctéte plochu sevienou mezi grafy y = (z 4+ 1)% a 2 = sin(ry) pro y € [0, 1]. [+ 2]

Spoététe plochu sevienou mezi grafy y = z a y = x + sin* 2 pro € [0, 7].

[ME]

v e~

7.2 Vypocet téziste

Urcete soutadnice tézisté oblasti vymezené grafy y = y/22(1 — 22) ay = 0.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.
26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

7.3 Vypocet délky grafu funkce
Jakd je délka grafu funkce f(z) = \/x(1 —x) ? 7]

Pomoci funkce f(x) = vV R? — 2?2 a integralniho poctu spocitejte obvod kruhu o poloméru
R.

Spoctéte délku kiivky f(z) = vz, x € [0,4]. (80 Vio— &
Spoctéte délku grafu y = a cosh <f>, kde = € [0, b]. [asinh 2]
Spoctéte délku grafu x = 1y? — 2 Iny, kde y € [1,¢]. (241
Spoctéte délku grafu y = aln %, kde x € [0,b] a b < a. faln Z£0 _ )
Spoctéte délku grafu y = Incosz, kde z € [0,a] a a < 7. [In | tan(Z + 2)]]
Spoctéte délku grafu y = 2aln ﬁfﬁ — 4y/ax, kde x € [0,b] a b > 0. [2aln -2 — b]
Spoctéte délku grafu z = aln TV VZQ_yQ —ya?—y? kdey € [b,al a0 <b<a. [aln 4]

7.4 Vypocet objemu rotacniho télesa

Spocitejte objem rotac¢niho télesa, které vznikne rotaci oblasti ohranicené y = 2x — 2% a

y = 0 kolem osy . [16.7]

Spoctéte objem télesa, které vznikne rotaci plochy seviené grafy y = 22 a y = 9 okolo osy

xX. [LSMW]

Spoctéte objem télesa, které vznikne rotaci plochy seviené grafy y = 23, a2y = 10 ay = 1
okolo osy x. [(%10% - 134) )

Spoctéte objem télesa, které vznikne rotaci plochy seviené grafy y = vV4—22 ay =0

okolo osy . [%7]

Spoctéte objem télesa, které vznikne rotaci plochy seviené grafy y = x a y = 2z — 23

okolo osy . [537]
Spoctéte objem télesa, které vznikne rotaci plochy seviené grafy y = ﬁ, y=0a
x € [—1,1] okolo osy . [§ (7 +2)]

Spoctéte objem télesa, které vznikne rotaci plochy seviené grafy y = cosx, y = 2cosz,
r € [-F, 5] okolo osy . [372]

Spoctéte objem télesa, které vznikne rotaci plochy seviené grafy y = e*—1,y=2ax =0
okolo osy . [71n 3]

Spoctéte objem télesa, které vznikne rotaci plochy seviené grafy o« = y3, 2 = 8,y = 0
okolo osy y. [ 788 7]
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38. Spoctéte objem télesa, které vznikne rotaci plochy seviené grafy y = v/z a y = z* okolo
oSy . (2]
39. Spoctéte objem télesa, které vznikne rotaci plochy seviené grafy x = 3% a oz = 2 — 32
okolo osy . [107]
40. Spoctéte objem télesa, které vznikne rotaci plochy seviené grafy 4 —y = x a x = 0 okolo
oSy Y. 28 )
41. Spoctéte objem télesa, které vznikne rotaci plochy seviené grafy y = cosz, y = 2cosz,
x € [—%, %] okolo osy . [372]
42. Spoctéte objem télesa, které vznikne rotaci plochy seviené grafy y = cosz, y = 2cosz,
z € [0, 5] okolo osy y. 72 — 27]
7.5 Vypocet povrchu rotacniho télesa
43. Pomoci funkce f(z) = vV R? — 2?2 a integralniho poctu spocitejte objem a povrch koule o
poloméru R. [V =4xR3, P=47R2]
44. Pomoci integralniho poctu a vhodné zvolené funkce spocitejte objem a povrch plaste
kuzele o vysce a a poloméru podstavy r. [V = T2 p— /o2 4 12
45. Spoctéte povrch rotaéniho télesa, které vznikne rotaci grafu y = sinz a = € [0, 7] okolo
oSy X. 27(vV2 + In(1 +Vv2))]
46. Spoctéte povrch rotacniho télesa, které vznikne rotaci grafu y = %, x € [%, 2] okolo osy x.
[%\/ﬁ-‘rh’l?-‘r %ln lei\/\/g
47. Spoctéte povrch rotaéniho télesa, které vznikne rotaci grafu y = e* a ¢ € [—In2,In 2]
okolo osy x. [r(Iv/5+In 411%5)]
48. Spoctéte povrch rotacniho télesa, které vznikne rotaci grafu y? + 4x = 2Iny, y € [1,2]
okolo osy y. [£(410%2 + 161n2 — 27]
49. Spoctéte povrch rotacniho télesa, které vznikne rotaci grafu y = a cos 4, x € [—b, b] okolo
OSy X. [2aV/m2a? + 4b2 + %bz ln etV m-at44b? \/7722{;‘12*41’2]
50. Spoctéte povrch rotacniho télesa, které vznikne rotaci grafu y* = 2pz, x € [0, b] okolo osy
X. [27((2b + p)\/2bp + p? — p?)]
51. Spoctéte povrch rotacéniho télesa, které vznikne rotaci grafu y? = 2pz, = € [0, b] okolo osy
Y. [% ((p + 46)y/2b(p + 20) — p? In Y2220 )]
52. Spoctéte povrch rotaéniho télesa, které vznikne rotaci grafu y = cosh z, x € [0, In 2] okolo
oSy X.
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