Matematika I - Skriptum pro studenty

Radek Fucik

verze: 2. prosince 2024




Obsah

1

Uvod
1.1 Mnoziny . . . . . . . e e
1.2 Vyroky . . . .
1.3 Ciselné mNoziny . . . . . o v v v i
1.4 Dukaz matematickou indukel . . . . . . . ...
1.5 Imtervaly . . . . . . o o
1.6 Omezenost MNOZIN . . . . . . . v v v i e e e e e
1.7 Absolutni hodnota . . . . . . . . ..
Funkce
2.1 Definice . . . . . .. e
2.2 Zakladni funkce . . . . .. e
2.3 Algebraické kombinace funkei . . . .. ..o oo
2.4 Prosta a inverzni funkce . . . . . ... Lo
2.5 Parita . . . ...
2.6 Obraz, vzor . . . . . . . . e e
Limita funkce
3.1 Definice . . . . . . . e
3.2 Vlastnosti limity . . . . . . . .. L
3.3 Jednoznacnost limity . . . . . . ..o Lo
3.4 Nekonecné limity . . . . . . . . ..
3.5 Véta o limité seviené funkce . . . . . ...
3.6  Goniometrické limity . . . . . . .. oL
3.7 Asymptota funkce . . . . .. L
Spojitost funkce
4.1 Definice . . . . . . . e
4.2 Vlastnosti spojitych funkei . . . . . ... oo
Derivace funkce
5.1 Definice . . . . . . . e e e e
5.2 Pravidla pro derivovani . . . . . .. ..o
5.3 Derivace slozené funkce . . . . . . . ..o
5.4 Derivace inverzni funkce . . . . . ...
5.5 Tectna anormdala . . . . . . . . . e e
5.6 Derivace cyklometrickych funkei . . . . . ..o oo
5.6.1 Funkce arcsin . . . . . . . ...
5.6.2 Funkce arccos . . . . .. e
5.6.3 Funkce arctg . . . . .. L
5.6.4 Funkce arccotg . . . ...
Uziti derivace k vySetfovani funkce
6.1 Vety o prirustku funkce . . . . .. ... L
6.2 Monotonie . . . . . . . .. e e e
6.3 Lokalni a globalni extrémy . . . . . . . . . . ...
6.4 Test extrému dle 1. derivace . . . . . . . . ..
6.5 Test extrému dle 2. derivace . . . . . . . ..o
6.6 Konvexni a konkavni funkce . . . . . . . ..o

10
10
11
11
12
13
13
14

14
14
15

16
16
16
18
18
19
19
19
20
20
21



6.7 DHopitalovo pravidlo . . . . . . . .. . Lo
6.8 VysSetfovani prubéhu funkce . . . . . . . . ... oL oo

7 Integralni pocet

7.1 Primitivni funkce a neurcity integral . . . . ... ..o oL
7.2 Urcity integral . . . . . . . ..o
7.3 Vlastnosti ur¢itého integralu . . . . . . ... o Lo

8 Transcendentni funkce

8.1 Algebraické a transcendentni funkce . . . . . . . .. ...
8.2 Logaritmicka funkce . . . . . . ... Lo
8.3 Prirozeny logaritmus . . . . . . . . ... Lo
8.4 Exponencialni funkce . . . . . .. ..
8.5 Obecnd mocnina . . . . . . . ..o
8.6 Obecnd béaze logaritmu . . . . . . . . . ... Lo
8.7 Hyperbolické funkce . . . . . . ..o
8.8 Inverzni hyperbolické funkce . . . . . . . . . ..o oL
8.9 Pokrocilé techniky integrace . . . . . . .. .. oL oL
8.10 Priklady . . . . . . o
9 Aplikace integralu
9.1 Vypocet plochy . . . . . . . .
9.2 Vypocet polohy téziSté . . . . . . . . L
9.3 Délka grafu funkce . . . .. ..o
9.4 Objem a povrch rotacntho télesa . . . . . . . .. .. ... L.
Reference

26
26
27
30

31
31
31
32
32
33
33
34
35
36
38

39
39
39
40
40

41



1 |Uvod

V této tvodni kapitole se seznamime se zakladnimi matematickymi pojmy, znacenim, operacemi
s mnozinami a zdklady matematické logiky. Déle jsou zde struéné probrany ciselné mnoziny,
intervaly, pojem omezenosti mnoziny, horni hranice (zdvora) mnoziny a koneéné vyznam abso-
lutni hodnoty ¢isla.

1.1 Mnoziny

Definice 1.1 (Naivni definice mnoziny — Cantor 1873)
Soubor dobte definovanych a dobfte rozlisitelnych objekti se nazyva mnozina. Mnoziny zapi-
sujeme ve tvaru

M = {prvek x : vlastnosti prvku z}.

Definice 1.2 (Operace s mnozinami)
Necht A a B jsou néjaké mnoziny a z je prvek. Potom definujeme nésledujici symboly:

reA prvek x nalezi mnoziné A.

ré¢ A prvek z nenélezi mnoziné A.
ACB mnozina A je ¢asti mnoziny B.
AUB sjednoceni mnozin A a B.
ANB prunik mnozin A a B.

0 prazdnd mnozina.

A={x:V} zapis mnoziny, kterd ma prvky z, o kterych plati vlast-
nost V, napt. V :xz > 0.

Pozndmka. Vlastnosti prazdné mnoziny §:
e AUP=A
e AND=10
Priklad. Necht A = {9}, B = {d", ¢}, pak plati:
e ACB
e ANB={g} =4
e AUB={d,9} =B
Definice 1.3 (Kartézsky souc¢in mnozin A a B)

Ax B={(z,y):x € Aaye B}

1.2 Vyroky

Definice 1.4 (Vyrok)
Vyrok je tvrzeni, o kterém muzeme rozhodnout zda plati nebo neplati.

Definice 1.5 (Ptehled operaci s vyroky)
Necht V; a V5 jsou vyroky. Potom definujeme nésledujici znaceni:



Vi vyrok Vi (plati).

-V negace vyroku Vi (vyrok V; neplati).

VinV, konjunkce - plati V} a zaroven V5.

Viv Vs, disjunkce - plati Vi nebo V5.

Vi= 1V implikace - kdyz plati V; , pak plati V5.

Viel,; ekvivalence - V; plati praveé tehdy, kdyz plati V5.

= existencéni kvantifikator - existuje aspon jeden prvek ...
J1 nebo 3! existencni kvantifikator - existuje praveé jeden prvek ...
Joo existencéni kvantifikator - existuje nekoneéné prvku ...
v kvantifikator: pro vSechny prvky ...

Pozndmka. Vyluéna disjunkce (exkluzivni disjunkce, non-ekvivalence): (V3 V Vo) A =(Vi A V3).

Definice 1.6 (Tabulka pravdivostnich hodnot pro operace s vyroky)
V nasledujici tabulce P znamena plati a N neplati:

V[ VirV [V [i= W [ ie,)

PP P P P P
P | N N P N N
N | P N P P N
N | N N N P P
Lemma 1.7
Pravidla pii negovéani vyroku (z definice 1.6):
1. =(Vi v Vy) ==V A=V,
2. 2(ViAVz) ==V V=V,
3. ~(Vi= Vo) =Vin-Vs
4. ~(FreM)=Vre M
5. a(Vx e M)=3dz e M
1.3 Ciselné mnoziny
Definice 1.8 (Znaceni ¢iselnych mnozin)
Prirozena ¢isla N, N={1,2,3,4...}.
Cela ¢isla Z, Z={...—3,-2,-1,0,1,2,3...}.
Racionalni éisla Q, Q= {§ : pEZ; q€ N}
Reélna cisla R.
Iraciondlni ¢isla R \ Q.
Komplexnf ¢fsla C, C={a+ib:a,beR,*=—1}.

Lemma 1.9 (Vlastnosti redlnych cisel)
Necht a, b, ¢ jsou realnd ¢isla. Potom plati:

1. (a<b)V(a>b)V(a=0)
2. (a<b)A(b<c)= (a<c) transitivita

3. (a+b<a+c)=(b<c)



4. (a<b)AN(c>0)=ac<ch
(@ <b)A(c<0)=ac>cb

Véta 1.10 (O hustoté R)
Mezi libovolnymi ruznymi realnymi cisly je nekoneéné mnoho racionalnich a nekonetné mnoho
iracionalnich ¢isel.

Dusledek 1.11
Neexistuje nejmensi kladné realné cislo.

Diikaz. Sporem. Principem diikazu sporem je ukazat, ze negace tvrzeni vede ke sporu. Mate-
maticka véta je obvykle zapsdna pomoci implikace vyroku

Predpoklad = Tvrzeni, (1)
pricemz podle pravidel negovani vyroku (Lemma 1.7) je jeji negace
—(Pfedpoklad = Tvrzeni) = Predpoklad A —Tvrzeni, (2)

Uvazujme nésledujici slovni vyjadieni vyroku (ozn. V'): Neni pravda, Ze by existovalo kladné
realné ¢islo, které by bylo mensi nez vSechna ostatni redlnd ¢isla (riznd od tohoto ¢isla). Kvan-
tifikované lze vyrok V' vyjadrit takto:

V==o(3ceR,c>0)(VreR,r>0,1r#c)(c<r)
Tento vyrok lze prevést pomoci pravidel pro negovani vyrazu s 9 a V na vyrok
V=WNceR,ec>0)3reR,r>0,r#c)(c>r),

které vyjadiuje ekvivalentni tvrzeni Pro wsechna kladnd redlnd cisla ¢ existuje aspon jedno
redlné cislo r takové, Ze je ostre mensi nez c.
Pro dukaz sporem tedy predpoklddejme, Ze plati negace vyroku V, to jest

“V=(FceR,c>0)(VreRr>0,r#c)(c<r)

Oznacme si toto nejmensi ¢islo, které nyni predpokladdame, ze existuje, symbolem ¢,,;,. Potom
ale podle véty 1.10 mezi ¢isly 0 a ¢,,,;, existuje alespon jedno ¢islo x tak, ze 0 < x < ¢pin. Tedy
diky vété 1.10 snadno nalezneme kladné redlné cislo, které je mensi nez tidajné nejmensi ¢islo
Cmin, COZ j& SPOT. O

1.4 Dukaz matematickou indukci

Pozndmka. Princip dukazu tvrzeni V[n] matematickou indukei. Tvrzeni V[n] nazyvame in-
dukéni predpoklad.

1. Prvni krok. Ovéiime, ze tvrzeni plati pro nejnizsi index, napt. ze V[1] plati.

2. Indukéni krok n — n + 1. Za predpkladu, ze plati V[n|, dokdzeme platnost V[n + 1].

1.5 Intervaly

Definice 1.12 (Interval)

Otevieny interval (a,b) ={z€R : a<x<b}

Uzavieny interval [a,b] ={z€R : a <z <b}

Polootevieny (polouzavieny) interval [a,b) ={ x €R : a<x <b}
Definice 1.13 (Nekone¢no)

Pro symbol +oo plati, ze (Vo € R)(x < 4+00).
Pro symbol —oo plati, ze (Vo € R)(z > —00).



1.6 Omezenost mnozin

Definice 1.14 (Omezenost mnoziny)

(3h € R)(Vz € M)(xz < h).
(3d € R)(Vz € M)(x > d).
je omezend shora i zdola.

Rikame, Ze mnozina M je omezena shora
Rikame, ze mnozina M je omezena zdola

def
=
def
=
S 1 2 > . . , def
Rikdme, Ze mnozina M je omezend &
def
=

Rikame, ze mnozina M je neomezena neni omezend shora ani zdola.

Definice 1.15 (Zavora mnoziny)
Cislo h, resp. d z definice 1.14 nazvyvame horni, resp. dolni zavora (hranice) mnoziny M.

1.7 Absolutni hodnota

Definice 1.16 (Absolutni hodnota)
Absolutni hodnota cisla = € R je

T pro x>0
|| =
—x pro x <0

Pozndmka. Plati |z| = max{z, —z} a hlavné Va2 = |z|.
Véta 1.17 (Trojuhelnikova nerovnost A #)
la +b] < la| + |b|.
Dukaz. Plati:
(a+b)* = a” + 2ab + b* < |af* + 2|al[b] + [b* = (Ja] + [b]),
kde po odmocnéni levé a pravé strany nerovnosti dostavame

la+ b < |la] + [b]| = |a] + |b].

Dusledek 1.18

|la| — (0] < la —b].

Dikaz.
(a —b)* = a® = 2ab+ b* > |a|* — 2|al[b] + [b]* = (Ja| — |b])?,

kde po odmocnéni levé a pravé strany nerovnosti dostaneme tvrzeni véty.

Véta 1.19 (Youngova nerovnost)

ab < (a2—|—b2).

N | —

Dukaz. Plati:
0 < (a—0b)*=a*>—2ab+ b
kde prevedenim prostiedniho ¢lenu z pravé strany na levou dostavame
1
ab < = (a®> +b?
<5 (?+07),

coz je tvrzeni véty.



2 |Funkce

2.1 Definice

Definice 2.1 (Funkce, defini¢ni obor, obor hodnot)

Funkce f s definicnim oborem Dy je predpis, ktery kazdému cislu x € D, piifadi préve
jedno redlné éislo, které znacime f(x). Mnozinu vSech takto prifazenych ¢isel nazyvame obor
hodnot a znacime H.

Definice 2.2 (Graf funkce)
Grafem funkce f je mnozina bodu v roviné (x,y) takovych, ze z € Dy a y = f(z).

Véta 2.3
Mnozina F je funkci ve smyslu definice 2.1, pravé tehdy, kdyz pro vSechny uspotradané dvojice
cisel (z,y) plati:

(z,y) e FA(z,2) €F) =y ==z

2.2 Zakladni funkce

Definice 2.4 (Polynom)
Polynom p je funkce definovana jako

n
1 ) 2 1 0 k
p(z) = apx™ + ap 12" F ap 22"+ agrt +ax + apr = E arx”,
k=0

kde aj jsou komplexni ¢isla pro vSechny indexy £ = 0,1,...,n. Pokud a,, je nejvyssi nenulovy
koeficient polynomu (tj. ar = 0 pro vSechna k > n), tikdme, ze takovy polynom méa stupen
n. Defini¢ni obor kazdého polynomu je D, = C, obor hodnot zdvisi na kazdé konkrétni volbé
koeficientu ay.

Pozndmka. My budeme uvazovat vyhradné polynomy realné, tj. ar € R proVk =0,1,...,n, a
s D, =R.

Poznamka.
e Nulovy polynom: p(z) = 0.
Polynom 0. stupné: p(z) = K, kde K # 0.

Polynom 1. stupné se nazyva linedrni polynom.

Polynom 2. stupné se nazyva kvadraticky polynom.

Polynom 3. stupné se nazyva kubicky polynom.
e Polynom 4. stupné se nazyva bikvadraticky polynom.

Definice 2.5 (Kofen polynomu)
Bod zy € R takovy, ze p(zg) = 0, nazyvame kofenem (téz nulovym bodem) polynomu p.

Véta 2.6 (Zakladni véta algebry)
Kazdy polynom stupné alespon prvniho mé v C alespon jeden koten.

Véta 2.7
Kazdy polynom stupné n ma nejvyse n kotrenu.



Pozndmka. Dalsimi zédkladnimi funkcemi jsou:
e Odmocnina /z, D - = RS, H,= RS
e Racionéln{ funkce 2, Di =R~ {0}, Hi =R~ {0}
e Absolutn{ hodnota ||, Dj; = R, H; = Ry

1 prox >0

e Funkce signum signz = 0 proz=0
—1 proz <0

2.3 Algebraické kombinace funkci

Definice 2.8 (Algebraické kombinace funkei)
Necht f je funkce s definiénim oborem D; a g je funkce s definicnim oborem D,, necht
Dy = D,. Pak lze definovat nésledujici nové funkce:

o (f+9)(z) = flz)+9g(
o (f—9)(x) = f(z) — gl
o (f-9)(x)=f(z) g(z)
g(x) #0Vz € Dy« (£)(2) = L2

v)

x)

Definice 2.9 (Skladani funkei)
Necht (Vo € Dy)(g() € Dy), pak (f o g)(x) = f(g(x)).

Pozndmka. Skladani funkci neni komutativni, tj. obecné fog # go f.

2.4 Prosta a inverzni funkce

Definice 2.10 (Prosté funkce)
Funkce f je prosta, pravé kdyZ neexistuji dva ruzné body z D; na kterych by f nabyvala
stejné hodnoty. Tj. (Va1, 29 € Dy)(f(z1) = f(z2) = 1 = x2).

Véta 2.11 (O existenci a jednoznacnosti inverzni funkce)
Je-li funkce f prostd, pak existuje pravé jedna funkce g s definicnim oborem D, = H;
takova, ze f(g(z)) = x pro Vz € D,.

Dikaz. Pro dané y € Hy existuje diky prostoté f praveé jedno z € Dy tak, ze y = f(z). Toto
x oznaéime ¢(y) := = a dostaneme jednoznaény piedpis g : y — z, ktery vyhovuje definici
funkce. O]

Definice 2.12 (Inverzni funkce)
Funkci g z predchozi véty znaéime g = f~! a nazyvame funkef inverzni k funkeci f.

Véta 2.13
Funkce f~! je inverzni k f pravé tehdy, kdyz f~'o f=ida fo f~! =id

Véta 2.14 (Inverze slozené funkce)

(fog) =g tof™
Diikaz. f(g(z)) =y, odkud g(z) = f~(y) odkud z = ¢~ '(f~(y)). =



2.5 Parita

Definice 2.15 (Parita funkce)
Necht funkce f mé definiéni obor symetricky dle 0. Pak fikdme, Ze funkce f je

e sudd & (Vz € Dy)(f(—z) = f(x)).
e licha & (Vz € Dy)(f(—x) = —f(z)).

2.6 Obraz, vzor

Definice 2.16 (Obraz mnoziny)
Obraz mnoziny M pii zobrazeni f je mnozina

M) ={y: Br e M)(f(x) =y)}-

Definice 2.17 (Vzor mnoziny)
Vzor mnoziny M pii zobrazeni f je mnozina

fH M) ={z: By € M)(f(z) =y)}.

3 |Limita funkce

3.1 Definice

Definice 3.1 (Limita funkce f v bodé a)
Necht pro néjaké a € R a p > 0 je sjednoceni (a — p,a) U (a,a + p) ¢asti definientho oboru Dy.
Potom tekneme, ze limita funkce f v bodeé a je ¢:

lim f(z) =4 < (Ve >0)(30 > 0)(Vx € (a—p,a)U(a,a+p) )(0 < |[z—a| < I = |f(x)—L] <e).

Tr—a

Definice 3.2 (Limita funkce f v bodé a zprava)
Necht pro néjaké a € R a p > 0 je sjednocen{ (a,a + p) ¢dsti definicniho oboru D;. Potom
fekneme, ze limita funkce f v bodé a zprava je ¢:

lim f(x)=¢ & Ve>0)(36>0)Vr € (a,a+p))la<z<a+d=|f(x)—/{ <e).

T—a+

Definice 3.3 (Limita funkce f v bodé a zleva)
Necht pro néjaké a € R a p > 0 je sjednoceni (a — p,a) ¢dsti definicniho oboru D;. Potom
fekneme, ze limita funkce f v bodé a zleva je ¢:

lim f(x)=¢ <& (Me>0)(FF>0)Vz e (a—p,a))a—d<z<a=|f(z)—{ <e).

r—a—

Véta 3.4 (Vztah existence limity a existence limit zleva a zprava)

lim f(z)=¢ < lim f(x)={(A lim f(z)=1¢

T—a r—a+ r—a—

10



3.2 Vlastnosti limity

Lemma 3.5

lim f(z) =0 < lim|f(z)| =

r—a

Diikaz. Plyne z ptimo z definice limity.

Véta 3.6 (Ekvivalence zépisu limity)
Néasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

1. lim f(x) = ¢,

r—a

2. lim f(xz) — ¢ =0,

r—a
3. lim |f(z) — ¢ =0,
r—a
4. }llli%f(a%—h) = /.
Véta 3.7 (Vlastnosti limity funkce)
Necht lim f(z) = £ a lim g(z) = m, kde £,m € R. Potom:
Tr—a Tr—a
() ln(f + g)(x) = €+ m,

(i) Tim (f — g)(a) = £ —m,

r—a

(it)) lim(fg)(x) = fm,

r—a
(iiii) pokud navic m # 0, pak lim g(x) =4
T—a
Dikaz. Plyne primo z definice limity.

Dusledek 3.8
Necht p je polynom. Potom Va € R

lim p(z) = p(a).

r—a

3.3 Jednoznacnost limity
Véta 3.9 (O jednoznacnosti limity funkce)
<lim flz)y=¢ A lim f(x) = m> = [(=m.
T—a T—a
Diikaz. Sporem.
Predpokladejme, ze lim f(z) = ¢ A lim f(x) = m AL # m.
Tr—a T—ra

Zvolme ¢ = 3¢ —m| > 0 a z definic limit existuji pro toto ¢ ¢isla 6, > 0 a d,, > 0 tak, ze

O<|z—a|l<d=|f(x)—{ <e

0<|z—al<d,=|flxr)—m|<e

Definujme § = min{dy, d,, }, pak totiz pro 0 < |z — a| < § plati, ze

1 1
e =l =ml = 5 1f@) —m = (f@) = O] £ 5 |f@) = +5 /() = m| <
A <e <e

Dohromady dostavame nerovnici € < €, coz je spor.

11



3.4 Nekonecné limity

Definice 3.10 (Nekoneéna limita funkce f v bodé a)

Necht pro ngjaké a € R a p > 0 je sjednoceni (a — p,a) U (a,a + p) ¢ésti definicniho oboru
Dy .Potom

lim f(z) = 4+00 & (Va>0)(36 > 0)(Vx € (a—p,a)U(a,a+p) )(0 < |z—al < = f(z) > ),

r—a

lim f(z) = —oc0 & (Ya > 0)(30 > 0)(Vx € (a—p,a)U(a,a+p) )(0 < |z—a| < 6 = f(x) < —a).

r—a

Pozndamka. Analogicky definice jednostrannych limit

o lim f(x)=+o0

T—a+

¢ xgril—i-f(x) -

e lim f(z)=+o0

Tr—a—

o limif(x) = —00.

Véta 3.11 (Vlastnosti nekoneénych limit)

e lim f(z) =400 A limg(z) =0 # —o0 = glcl_r)I(ll(f—Fg)(.%') = 400

Tr—a T—ra

e lim f(x) = —oc0 A limg(z) ={¢# +o0 = il_r)r(lz(fjtg)(x) = —00

r—a rT—a

e lim f(x) =+00 A limg(x) =0#0= glﬂl_I}I(lL(fg)(a:) = (sign¥) - oo

r—a T—a

o lim f(z) = —00 A limg(z)=(#0= ilill(f -g)(z) = (sign¥) - (—o0)

r—a r—a

e lim f(z) = 00 = lim <l> (x)=0

r—a r—ra f

Pozndmka. Vyrazy IND: ,,00 —00®, ,0- 00", ,,22%, ,,%“ a , 2% jsou neurcité, je potieba provést

0
algebraické manipulace pfed samotnou limitou.

Definice 3.12 (Limita funkce v nekoneénu)
lim f(z)=101 < (MVe>0)(30>0)(Ve>0=|f(x)—1I <e),

T—+00

lim f(z)=1 & (Ye>0)(35>0)(Vo< 0= |f(z)—1I| <e),

T—r—00

Pozndmka. Analogicky definice

e lim f(z)=+o0

T—-+00

* LA fle) = e

e lim f(x)=+o0

T—r—00

e lim f(z)= —o0.

T—r—00
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3.5 Veéta o limité sevirené funkce

Véta 3.13 (Sendvicova véta o limité seviené funkee)

Bud p > 0 a necht pro funkce d, f a h plati, ze (a — p,a) U (a,a +p) C Dy N Dy N Dy, a pro

vechna x € (a —p,a) U (a,a +p) je d(z) < f(z) < h(x). Potom kdyz lim d(z) = lim h(z) = ¢,
Tr—a T—a

pak existuje limita funkce f v bodé a a je rovna /¢

lim f(z) = £.

rT—a

Diikaz. Pro libovolné € > 0 existuje z definic limit 4 a d;, tak, ze pro vSechna x takovéd, ze
e 0<|z—a|<dg=l—c<d(x)<l+e
e 0<|z—a|<dp=C—c<h(x)<l+e
Zvolime-li § = min{p, 4,95}, plati pro vSechna x takova, ze 0 < |z — a| < §, nerovnosti
(—e<d(x) < f(x) <h(z) <l+e¢,
¢imz je véta dokazana. O

Poznamka. Véta 3.13 plati i pro jednostranné limity a limity v nekoneénu.

3.6 Goniometrické limity

Poznamka. Zékladni vztahy mezi goniometrickymi funkcemi:
e cos?z +sinxr =1
e sin(a + b) = sinacosb + cosasinb
e cos(a+b) =cosacosb—sinasinb

Lemma 3.14 (SniZeni mocniny u goniometrickych funkef)

1+ 2
cos?(z) = —cc2)s( ?)

1-— 2
sin®(z) = —C(;S( z)

Diikaz. Vétu dokazeme pomoci souctovych vzorcl pro funkei cos(2z) = cos?(x) — sin?(x). O
Véta 3.15

. sinz
lim =1.
z—0

Diikaz. Necht x > 0 je thel v radidnech. Z obrazku 1 je patrnd nasledujici nerovnost mezi

plochami AEB, ACB a ACD:

Ly < 1 < =t
_S — —
5 mx 2l‘ 7 gx,

odkud )
sin x
cosr < — < 1.
T

7 véty o limité seviené funkce snadno dostavame tvrzeni, které plati i o pro x < 0 neb funkce
SINZ e suda. O]

T
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sin x

A > C

Obrazek 1: Hustrace k dukazu Véty 3.15.

3.7 Asymptota funkce
Definice 3.16 (Asymptota)

Ptimku y = kx + ¢ nazveme asymptotou funkce f v 400, resp. —oo, plati-li, ze

lim f(z)—kx—q=0,

r—r-+00

resp.
lim f(z)—kzr—q=0.
T—>—00
Definice 3.17 (Vertikalni asymptota)
Piimku z = a nazveme vertikalni asymptotou funkce f, ma-li funkce f v bodé a nekone¢nou
limitu zleva nebo zprava.

Véta 3.18 (Nalezeni asymptoty)
y = kx + ¢ je asymptotou funkce f v oo pravée tehdy, kdyz

b= 5 (32)
¢ = Jim_f(r) ks (3))

Dukaz. Dukaz ekvivalence provedeme ve dvou krocich.
1. ,=“: Z definice asymptoty plati lirin f(z) — kx — g = 0, odkud piimo plyne (3b). Tvrzeni
T—>T00

(3a) dostaneme tak, ze zkoumame limitu

0= lm dW—Fr—a_ M—k:—g:(hm @)—k—o.

r—Foo €T r—too X x r—too X

2. ,,<“:Z (3b) rovnou plyne definice asymptoty hril flz) —kx —q=0. ]
T—r =00

4 |Spojitost funkce

4.1 Definice

Definice 4.1 (Spojitost funkce v bodé a)
Necht pro néjaké p > 0 je sjednoceni (a — p, a + p) ¢asti Dy. Rekneme, ze funkce f je spojitd v
bodé a, pravé kdyz

lim f(z) = f(a).

T—a
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Definice 4.2 (Spojitost funkce v bodé a zleva a zprava)
Necht pro néjaké p > 0 je sjednoceni (a — p, al, resp. [a,a + p) ¢ast{ D;. Rekneme, ze funkce f
je spojita v bodé a zleva, resp. zprava, pravé kdyz

Jim f(@) = fa), resp. lim f(z) = f(a).

Definice 4.3 (Spojitost na uzavieném intervalu)
Rekneme, ze funkce f je spojitd na intervalu [a,b], pravé kdyz je spojitd v kazdém bodé
x € (a,b), spojitd zprava v bodé a a zleva v bodeé b.

Definice 4.4 (Odstranitelnd nespojitost)

Funkce f mé v bodé a odstranitelnou nespojitost < lim f(x) existuje, ale lim f(z) # f(a)
r—a T—a

Definice 4.5 (Skokové nespojitost)
Funkce f ma v bodé a skokovou nespojitost <« existuji obé konecné jednostranné limity,
ale nerovnaji se.

Definice 4.6 (Podstatna nespojitost)
Funkce f ma v bodé a podstatnou nespojitost < alespon jedna jednostranna limita je
nekonecnd nebo neexistuje.

Véta 4.7
Funkce f je spojita v bodé a <« Funkce f je spojita v bodeé a zleva i zprava.

Véta 4.8
Necht jsou funkce f a g spojitd v bodé a a bud o € R. Potom funkce f +g, f —qg, f-g, o f i
% pro g(a) # 0 jsou spojité v a.

Veéta 4.9
Necht je funkce g spojitd v bodé a a funkce f spojita v bodé g(a). Potom funkce fog je spojita
v a.

4.2 Vlastnosti spojitych funkci

Véta 4.10 (Bolzano — o existenci nulového bodu spojité funkce)
Necht funkce f je spojitd na intervalu [a,b] a f(a)f(b) < 0. Potom existuje ¢ € (a,b) tak, Ze
f(e) =0.

Dikaz.  Obrazkovy — graf spojité funkce nutné musi protnout osu x, pokud f(a) a f(b) maji
opacna znameni. O

Véta 4.11 (Darboux — o existenci feSeni f(c) = d pro spojitou funkei f)
Necht funkce f je spojitd na intervalu [a,b]. Potom pro kazdé ¢islo d lezicl mezi f(a) a f(b))
existuje ¢ € (a,b), ze f(c) = d.

Diikaz. Je-li f spojité funkce, je i f — d je spojitd a pro d lezici mezi f(a) a f(b) plati, ze
(f(a) —d)(f(b) —d) <0. Proto podle Véty 4.10 aplikované na funkci f — d existuje ¢ € (a,b)
tak, ze f(c) —d = 0. O

Definice 4.12 (Maximum a minumum funkce)
Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a € Dy maximum, resp. minimum prave tehdy, kdyz
f(a) > f(z), resp. f(a) < f(x) pro vSechny x € Dy.

Definice 4.13 (Omezend funkce)
Rekneme, ze funkce f je omezend na mnozine M C Dy < (3K > 0)(Vx € M)(|f(z)] < K).
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Veéta 4.14 (Weierstrass — extrémy spojité funkce na uzavieném intervalu)

Necht funkce f je spojitd na intervalu [a,b]. Potom funkce f je omezend a nabyva na |[a,b]
svého minima i maxima, tj. 3¢ € [a,b] a 3d € [a,b] tak, ze funkce f nabyva v bodé ¢ svého
maxima a v bodé d svého minima.

5 |Derivace funkce

5.1 Definice
Definice 5.1 (Derivace funkce f v bodé a)

Pokud existuje limita
@) =@ fla+h) - fa)

r—a Tr—a h—0 h

nazyvame tuto limitu derivaci funkce f v bodé a a zna¢ime f'(a), %(a) nebo fM(a).

Definice 5.2 (Jednostranné derivace)
Pokud existuje limita

i L@ =@ flath) = @)
T—a— Tr — a h—0— h

resp.
i L@ =@ flath) = )
r—a+ Tr — a h—0+ h

nazyvame tuto limitu derivaci funkce f v bodé a zleva, resp. zprava a znacime f’ (a), resp.

fila).

Véta 5.3 (O limite derivace)
Necht pro funkei f a bod a € Dy plati, ze

1. 30 > 0 tak, ze f je diferencovatelnd na (a — 4, a), resp. (a,a + 9),
2. funkce f je spojitd v bodé a zleva, resp. zprava,

3. 3 lim f'(x), resp. 3 lim f'(x).
r—a+

r—a—

Potom existuje f’ (a), resp. f’ (a) tak, ze plati

fL(a) = lim f'(z), resp. fi(a)= lim f'(z).

T—a— r—a+

dTL

47 f(z) n. derivace. Definujeme pomoci indukce

Pozndmka. Derivace vyssich tadu f(z) =
fi(2) = " V(@) neN.

5.2 Pravidla pro derivovani

Véta 5.4 (Pravidla pro derivovani)
Necht a € R, f a g maji v bodé z koneénou derivaci. Potom

L (f+9)(x) = f'(x) + ¢'(z),
2. (af)(z) = af'(x)
3. (f9)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)d (x),
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n (z)’ () = LEWEASEE  pokud g(x) 0
Diukaz. Tvrzeni 1. a 2. plynou piimo z definice derivace.
3.
flz+h)g(x+h) — f(x)g(x)

Hm h -

0

A

fl@+ h)glx +h) = f(a +h)g(x) + fz + h)g(x) —f(x)g(x)

= lim _

h—0 h N
o) =) |t h) )
h

h

= ilzlg%) flx+nh
= f(2)g'(x) + f'(x)g(x)

Véta 5.5 (Derivace funkce ™)

flx)y=2", neR = f(z)=na"""
Dikaz. Dukaz matematickou indukeci pro n € N.

Véta 5.6 (Vztah derivace a spojitosti)
Necht funkce f m4 v bodé a konecnou derivaci. Pak je v bodé a spojité.

Dikaz.

lim f(a+h) — fla) = }lliir(l)%(f(a—i—h) — f(a)) = }Lii%hjf(wrh})l—f(a)l:o,
f(a)em

odkud }lllir(l) fla+h) = f(a).
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Véta 5.7 (Leibnizovo pravidlo)
Necht funkce f a ¢ maji koneénou derivaci n. ifadu. Pak

n
n n n—
g™ =3 (k) £ g0
k=0
Pozndmka. Nultd derivace funkce f© oznacuje ptivodni funkci f, tj. f© = f.
(n—k)'k!

Pozndmka. Kombinaé¢ni ¢islo (Z) = " _proneNke0,..,n

Pozndmka. Pro n = 1 dava Leibnizovo pravidlo (f - g) = f'g + f¢q'.

5.3 Derivace slozené funkce

Véta 5.8 (Retézové pravidlo)
Necht funkce g mé konecénou derivaci v a a funkce f ma konecnou derivaci v bodé g(a). Potom

(fog)(a) = f'(9(a)) - g'(a).
Dikaz.
i 09)(@) = (fog)la) _ .

r—a xr—a r—a g(x) — g(a) r —a

Disledek 5.9 (Retézové pravidlo pro vice funkef)

(f10f20f30"'ofn),:f{ féf?i fylm

kde jsou kvuli prehlednosti vynechdny body, ve kterych jsou derivace funkci vy¢isleny.

5.4 Derivace inverzni funkce

Véta 5.10 (Derivace inverzni funkce)
Necht funkce f je prostd a f~! je jeji inverzni funkce. Necht funkce f ma kone¢nou derivaci v

bodé z = f~!(y). Potom
1

~ (@)

Diikaz. Dikaz vychézi z Véty 2.11 o inverzni funkci: f o f~1 = id a Véty 5.8 o derivaci slozené

funkce takto: q q
L) = (),

(L) G ) =1

x

(F ) (v)

odkud vydélenim
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5.5 Te¢éna a normala

Véta 5.11 (Rovnice tecny)
Necht existuje konecnd derivace funkce f v bodé a. Potom rovnice teény tf(a) ke grafu funkee
f v bodé a mé rovnici

ty(a) sy = fla) = f'(a)(z - a).

Diikaz. Necht pro malé h je s;, setna prochézejici body [a, f(a)] a [a + h, f(a + h]. Tato secna
ma rovnici sy, : y = k(h)x + q(h), kde

fla+h) = fla)
h )

k(h) = q(h) = f(a) — k(h)a.

Po limitnim pfechodu h — 0 se se¢na s, stane tecnou tf(a) s rovnici t¢(a) : y = kx + ¢, kde

fla+h) - f(a)

o . o _ o
k= lim k(h) = lim - = f'(a), q=f(a) - f(a)a.
Odtud plyne tvrzeni véty. m

Véta 5.12 (Rovnice normadly)
Necht existuje kone¢nd nenulovd derivace funkce f v bodé a. Potom rovnice normély ns(a) ke
grafu funkce f v bodé a ma rovnici

1
ny(a) :y — fla) = —m(ﬂf —a).

Diikaz. Norméla ny(a) ke grafu f v bodé a je piimka kolmd na tecnu t¢(a) prochazejici bodem
la, f(a)]. Podle Véty 5.11 ma tecna t¢(a) rovnici v normalnim tvaru

ty(a) : fla)z —y+ f(a) — af'(a) =0,

kde koeficienty u x a y tvoii normalovy vektor (f'(a), —1). K nému kolmy vektor (1, f’(a)) je
pak normélovym vektorem normély ny(a) s rovnici v normélnim tvaru

ns(a):x+ f'(a)y+ C = 0.
Konstanta C' se uréi z podmiky protnuti ny(a) a grafu f v bodé a jako C = —a — f'(a) f(a).

Odtud jiz snadno plyne tvrzeni véty. O]

5.6 Derivace cyklometrickych funkci
5.6.1 Funkce arcsin

Funkce sin je prostd na intervalu [—7, 7] a ma inverzni funkci, kterou zna¢ime arcsin.

Daresin = Hen = [—1,1] x [rad] | arcsiny | 0 £ * %
Haresin = Dsin = [~ 3, 5] sin T Y ? \/TI \/75 \/Tg \/T‘I
Véta 5.13 (Derivace funkce arcsin)
(arcsinzx) = L na (—1,1)

V1—x2
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Dikaz. Podle Véty 5.10: (arcsinz) = @, kde x = siny. Polozime-li y = arcsin z, mame
vztah

1

. ! .
(arcsinz)’ = cos(arcsinz)’

Uz sta¢i jen upravit pravou stranu. Pouzijeme vztah mezi sin a cos: cos z = \/1 — sin” z, ktery

plati pro Vz € [~7, 7], kde dosadime z = arcsin z:

cos(arcsinz) = \/1 — sin?(arcsinz) = V1 — 2.

O
5.6.2 Funkce arccos
Funkce cos je prostd na intervalu [0, 7] a m& inverzni funkci, kterou znaéime arccos.
s s s s
Darccos = Hcos = [_L 1] x [rad] arccosy 0 6 4 3 9
Harccos = Dcos = [07 7T] COS ™ Yy \/TZ %g \/75 \/TI \/76
Lemma 5.14
. T
arcsin r + arccosr = 7
Dikaz. Rovnost -
arcsinx = — — arccos x
2
je ekvivalentni rovnosti
. . . 7T
x = sin(arcsin x) = sin 5 ~arccosz .
Pouzijeme-li souc¢tovy vzorec pro funkci sin na pravé strané této rovnosti, dostaneme
. ™ . T T .
sin { 5 —arccosx | =sin 5 cos(arccos ) — cos 5 sin(arccos ) = z.
1 0
]
Véta 5.15 (Derivace funkce arccos)
, 1
(arccosz) = ———— mna (—1,1)
V1— a2
Dikaz. Plyne z Lemma 5.14. O

5.6.3 Funkce arctg

Funkce tg je prostd na intervalu (7, %) a ma inverzni funkci, kterou znacime arctg .

Darctg = Htg =R

Hftrctg = Dy = (=5, 3) x[rad] | arctgy |0 §F F % z

IETOO arctg r = 3 tgx y 0 \/ig 1 V3 nedef.
lim arctg x = —3

T—r—00
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Véta 5.16 (Derivace funkce arctg)

na R

te x) =
(arctg x) T2

Diikaz. Podle Véty 2.11: (arctg x) = @, kde = = tgy. Polozime-li y = arctg x, mame vztah
(arctg ) = cos®(arctg x).

Uz staci jen upravit pravou stranu. Pouzijeme nasledujici prevod mezi cos a tg:

1 cos? z + sin? z
= =1+tg?z,
cos? z cos? z
odkud
9 1
cos” z = ——5—,
1+tg“z
kde dosadime z = arctg x. O

5.6.4 Funkce arccotg

Funkce cotg je prostd na intervalu (0,7) a mé inverzni funkei, kterou znacime arccotg .

Darccotg = Hcotg =R

warccotg = Deotg = (0,7) x [rad] | arccotg y 0 15 3

IEIJPOO arccotg « = 0 cotg x y nedef. 3 1 \/Lg 0
lim arccotg x =7

T—r—00

Lemma 5.17

T
arctg x + arccotg x = 5
Dikaz. Rovnost .
arctg x = 5 arccotg x

je ekvivalentni rovnosti

T _

) B sin (2 arccotg m)
cos (% — arccotg x) '

T
r = tg (arctg x) = tg (5 — arccotg x

Pouzijeme-li souc¢tovy vzorec pro funkci sin a cos na pravé strané této rovnosti, dostaneme

1 0
ol 7
sin (I — arccotg ) sin — cos(arccotg x) — cos — sin(arccotg x)
2 = % 72r = cotg (arccotg x) = x.
cos (§ —arccotg #)  cos 5 cos(arccotg x) + sin 5 sin(arccotg )
—— ——
0 1
0
Véta 5.18 (Derivace funkce arccotg)
1
arccotg x) = — a R
(arccotg #)' = —37—5
Dikaz. Plyne z Lemma 5.17. O
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6 |Uziti derivace k vysetrovani funkce

6.1 Vety o prirastku funkce

Lemma 6.1
Pokud f’(a) > 0 (nebo téz f’(a) = +00), pak existuje € > 0 tak, ze pro véechna h € (0, ) plati

fla=h) < fla) < fla+h).
Pokud f’(a) < 0 (nebo téz f’(a) = —o0), pak existuje € > 0 tak, Ze pro vsechna h € (0, ) plati
fla=h)> f(a)> fla+h).

Dukaz. Dokazeme prvni tvrzeni.
Z definice derivace v bodé a vime f'(a) = IlfiH(l) =(fla+k)— f(a)) > 0.
%

V definici této limity pro nami zvolené ¢ = f’(a) > 0 existuje 6 > 0 tak, ze Vk € (=9,9), k # 0,

f(a’_'_k)_f(a) _f/(a) <5:f'(a),

k
£,
@) < TN ) < pra),
£,
o< ot kl)c —J@) 2f'(a).
Pro k > 0 dostavame f(a + k) — f(a) > 0 a volime h = k; celkem: f(a) < f(a + h).
Pro k < 0 dostavame f(a + k) — f(a) < 0 a volime h = —k; celkem: f(a — h) < f(a). O

Véta 6.2 (Rolle)

Necht funkce f je spojitd na [a, b], m4 kone¢nou derivaci na (a,b) a necht navic f(a) = f(b).
Potom Jc € (a,b) tak, ze f'(c) = 0.

Diikaz. Podle Weierstrassovy Véty 4.14 pro f spojitou na [a,b] existuje fmin a fmax & muze
nastat pravé jeden z nasledujicich dvou pripadu:

1. f je konstantni = f' = 0 pro V.

2. f neni konstantni a fuin nebo fiax se nabyva uvniti (a,b) v néjakém bodé ¢, kde nutné
f'(¢) = 0, jinak bychom byli ve sporu s Lemma 6.1. O
Véta 6.3 (Lagrange)

Necht funkce f je spojité na [a, b] a diferencovatelna na (a,b). Potom Jc € (a,b) tak, ze

f(a) — f(b)

/ —_—

f (C) - a — b .

Diikaz. Definujme pomocnou funkci g(z) = f(z) — Kz, kde K je né&jaké cislo zvolené tak,
abychom mohli na funkci g pouzit Rolleho Vétu 6.2, tj. chceme splnit predpoklad g(a) = g(b):

odkud )
i =10
a—>b
Pak podle Rolleho Véty 6.2 existuje ¢ € (a,b) tak, ze ¢’(c) = 0 a tudiz
, fla) = f(b
g = ') - =IO g
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Dusledek 6.4
Necht funkce f je spojitd na [a, b] a necht f'(z) =0 Vaz € (a,b). Potom f je konstantni funkce.

Diikaz. Sporem. Predpokldddme, ze f je spojitd na [a,b], 3f" na (a,b) a Je,d € [a,b] tak, ze
f(c) # f(d) (tj. f neni konstantn{). Pak podle Lagrangeovy Véty 6.3 existuje e € (¢, d) tak, ze
f’(e) _ fd)=f(d)

===, coz je rovno dle predpokladu 0, tj. f(d) = f(c) a to je spor. O

Véta 6.5
Necht funkce f a g jsou spojité na intervalu [a,b] a necht f'(x) = ¢'(x) na intervalu (a,b).
Potom 3C € R tak, ze f(x) = g(z)+C Vx € [a,b].

Diikaz. Definujme pomocnou funkci h = f — g, kterd je spojitd na [a,b] a pro Yz € (a,b)
h'(z) = 0. Podle Dusledku 6.4 je tato funkce konstantni a proto

hz) = f(x) = g(x) = K.

6.2 Monotonie

Definice 6.6 (Monotonie funkce)
Rekneme, 7e funkce f na intervalu J
ostfe roste & (Vo,ae € J)(11 < 29 = f(21) < f(29)
roste (neklesd) & (Vay,z € J)(x) <29 = f(21) < f(29)
ostre klesd & (Yo, € J)(v1 <2 = f(21) > f(22)
klesd (neroste) <  (Vay, a0 € J)(x1 < 22 = f(21) > f(22)
Véta 6.7 (Vztah derivace a monotonie)
Necht funkce f je diferencovatelnd na intervalu .J. Potom plati
f(x) >0 VYxeJ = fjeostie rostouci na J.
fl(x) >0 VxeJ = fjerostouci (neklesajici) na J.
fl(xr) <0 VYxeJ = fjeostie klesajici na J.
fl(x) <0 VexedJ = fjeklesajici (nerostouci) na J.

6.3 Lokalni a globalni extrémy

Definice 6.8 (Lokalni extrém funkce)

Rekneme, ze f mé v bodé a € Dy
ostré lokdlni minimum & (e >0
lokalni minimum & (Fe>0
ostré lokdlni maximum <& (e >0
lokalni maximum & (de>0

VQTGD]C
vaDf
VLEGDJC
VIEDf

0<|r—a|l<e= f(x)
0<|z—al<e= f(x)
0<l|r—a|l<e= f(x)
0<|r—a|l<e= f(x)

— — — —
e N Y
— — N N
o~ —

Véta 6.9 (Nutnd podminka existence extrému)
Ma-li funkce f v bodé a € Dy lokalni extrém, pak f’(a) =0 nebo f’(a) neexistuje.
Diikaz. Sporem. Piedpokladame-li, ze 3f'(a) a zaroven f'(a) # 0, pak:
f'(a) >0 = fjedle Véty 6.7 v bodé a ostte rostouci,
f'(a) <0 = fjedle Véty 6.7 v bodé a ostie klesajici,
coz je spor s predpokladem existence lokalniho extrému v bodé a. O]

Pozndmka. Globalni extrémy spojité a diferencovatelné funkce f na intervalu [a, b] vysetiime
tak, ze nalezneme vsechny lokdln{ extrémy na (a,b) a porovndme s hraniénimi hodnotami f(a)

a f(b).
Definice 6.10 (Staciondrni bod)
Stacionarni bod funkce f je takovy bod, ve kterém je derivace funkce rovna 0 nebo neexistuje.
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6.4 Test extrému dle 1. derivace

Véta 6.11 (Test extrému funkce dle 1. derivace)
Necht funkce f je spojitd v bodé a € Dy a necht bod a je staciondrnim bodem funkee f. Pokud
existuje 0 > 0 tak, ze

e f">0na(a—0d,a)a f'<0na (a,a+9), potom f mé v bodé a lokdlni maximum.
e f"<0Ona(a—d,a)a f'>0na(a,a+J), potom f mé v bodé a lokdlni minimum.

e f' ma stejné znameni v (a — d,a) U (a,a + J), potom f nemd v bodé a lokalni extrém.

6.5 Test extrému dle 2. derivace

Véta 6.12 (Test extrému funkce dle 2. derivace)
Necht funkce f je spojitd v bodé a € Dy a necht f'(a) = 0.

1. Pokud f”(a) < 0, potom f ma v bodé a ostré lokalni maximum,
2. Pokud f”(a) > 0, potom f mé v bodé a ostré lokdlni minimum.

Dikaz. Dokazeme prvni tvrzeni. Pokud f”(a) < 0, pak f’ je ostte klesajici v bodé a. Pak 30 > 0
tak, ze pro kazdé xq,x9: a — 0 < 11 < a < x5 < a+ ¢ plati

Fan) > f(a) > f(x2)

0

a tudiz podle Véty 6.11 je v bodé a ostré lokalni maximum. O

Priklad. Trhovec potiebuje z kruhového papiru o poloméru R udélat kornout o maximélnim
objemu. Jakou kruhovou vysec¢ je potieba vystiihnout?

Resend: « .. .1hel v radidnech, r ... polomér podstavy kuzelu

Obvod podstavy kuzele je 2nr = 2n R — Ra, odkud r = R ( — ﬂ).

Vyska kuzele:

v:m:}z\/l—@—;):}z %—O‘—

1
R (o a*\ 2 a o a?\
Vi) =— (= — — (1--) 1-3% 432 )L
() 3 <7r 47r2) 27 T * A2
Resenim této rovnice jsou pro a € (—2m,2m) kofeny a9 = 27 (1 + \/g) Nyni staci aplikovat

bud Vétu 6.11 nebo Vétu 6.12 a ukdzat, ze pro tato a; o nabyvé funkce V(o) maximum.

6.6 Konvexni a konkavni funkce

Definice 6.13 (Konvexni a konkdvni funkce)

Necht je funkce f diferencovatelna na (a,b). Rikdme, ze funkce f je
ryze konvexni < f’ je ostfe rostouci na (a,b)
konvexni < f' jerostouci na (a,b)
ryze konkdvni < f’ je ostie klesajici na (a,b)
konkavni < f’je klesajici na (a,b)
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Pozndmka. Konvexni a konkavni funkce jsme zde definovali pomoci pojmu derivace, tedy pouze
pro diferencovatelné funkce. Pojem konvexnosti a konkavnosti funkce l1ze zavést i pro obecné
funkce, viz napt. Odstavec 4.7 v [1].

Definice 6.14 (Inflexni bod)
Necht funkce f je diferencovatelnd v bodé a. Rekneme, Ze bod a je inflexnim bodem funkce
f pravé tehdy, kdyz se v bodé a méni charakter funkce f z konvexni na konkavni nebo opacné.

Véta 6.15 (Nutnd podminka existence inflexniho bodu)
Bud ¢ inflexn{ bod. Potom f”(c) = 0 nebo f”(c) neexistuje.

6.7 I’Hopitalovo pravidlo
Véta 6.16 (I'Hopitalovo pravidlo)
Bud a € RU{+o0c}U{—0c}. Necht f m& konecnou derivaci a ¢’(x) # 0 na (a—d,a) U (a,a+9)
pro n&jaké 6 > 0. Déle necht plati jedna ze dvou podminek:
1. lim f(z) =0A limg(z) =0

Tr—a T—ra

2. lim |g(z)| = +o0

r—a

Potom jestlize existuje limita na levé strané nasledujici rovnice, plati mezi limitami rovnost

o @) @)

= lim ~—+.
z—a g’(aj) z—a g(:z;)

6.8 VySetrovani priabéhu funkce

Pozndmka. Pti vySetfovani prubéhu funkce f (tj. chceme alespon zjistit ptiblizny graf funkce)
postupné zkoumame:

1. definiéni obor Dy,

2. limity v krajnich bodech Dy,

3. asymtptoty v oo, piipadné vertikalni asymptoty

4. prvni derivaci funkce f’ jeji definiéni obor (D C Dy),
5. intervaly monotonie,

6. druhou derivaci funkce f” a jeji defini¢ni obor Dy,

7. lokalni extrémy funkce f,

8. globalni extrémy funkce f na Dy,

9. konvexnost/konkavnost funkce,
10. inflexni body,

11. vyznamné body pro kresleni (extrémy, pruseciky s osami a pod.).
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7 |Integralni pocet

7.1 Primitivni funkce a neurcity integral

Definice 7.1 (Primitivni funkce)
Funkci F' nazveme primitivni k funkei f na intervalu [a, b], pokud F je spojita na intervalu [a, b]
a plati F'(x) = f(z) pro vSechna z € (a,b).

Véta 7.2 (O jednoznacnosti primitivni funkce)
Bud funkce F primitivn{ k funkci f na intervalu (a, b). Potom funkce G je primitivni k funkci

f prave kdyz (3C € R)(Vz € (a,b) )(F(z) = G(z) + C).
Dikaz. Zjevné F' = G', proto z definice 7.1 plyne, ze funkce G je primitivni k f. H

Definice 7.3 (Neurcity integrél)
Necht pro funkci f existuje primitivn{ funkce F' na (a,b). Mnozinu vSech primitivnich funkef k
funkci f nazveme neurcitym integralem funkce f v intervalu (a,b) a znac¢ime symbolem

/ F(z) dz, nebo kratce / f.

/f = /f(:v)d:c ={F : F je primitivii k f} = F(z) 4+ C,

kde f ...integrand, x ...integra¢ni proménnd, F ...reprezentant (=né&jaka primitivni funkce),
C' ...integracni konstanta.

Poznamka.

Véta 7.4 (Linearita integrace)
Bud F, resp. G primitivni funkce k f, resp. g na (a,b) a a € R. Pak F + aG je primitivn{
funkce k f + ag na (a,b).

Dikaz. Plyne z linearity derivace a definice 7.1. m

Véta 7.5 (Per partes)
Necht f, g maji na (a,b) konecné derivace a funkce h = f¢’ ma v (a,b) primitivni funkci H.
Potom funkce f'g mé v (a,b) primitivni funkci fg —

Neboli
/fg =f9— /fg

Dukaz. Staci ovérit, zda funkce fg — H je primitivni k f’g, tj. dle definice 7.1 a pravidla pro
derivaci sou¢inu (Véta 5.4)

(fg—H) = f'g+ fg —\fhl,zngrh—h:fg-
h

]

Véta 7.6 (Substituce)
Necht f md v (a,b) primitivni funkci F', ¢ je prostd a md v (a, ) konec¢nou derivaci ¢’ a
o(a, B) C (a,b). Potom funkce F' o ¢ je primitivni funkce (f o @)y’ v intervalu (o, 5). Neboli

/ f(2) dz = / F(o(@)g (@) dz = F(p(x)) + C.
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Dikaz. Staci ovérit, zda funkce F o ¢ je primitivni k (f o ¢)¢/, tj. dle definice 7.1 a Véty 5.8
(fetézové pravidlo)

((Foo)@)) = Fle()¢ (@),

O
Lemma 7.7 1
Pro n # —1 plati /m" = ——2"" +C.
n+1
7.2 Urcity integral
Definice 7.8 (Rozdéleni intervalu o)
Rozdélenim o intervalu [a, b] rozumime mnozinu bodu o = {zy : k =0,1,2,...,n} takovou, ze
a=1xp<x < Ty < ...0h 1 < T, =0b. Intervaly [xj_1, )] nazyvame ¢dstecnymi intervaly

rozdéleni o pro k=1,2,...,n.

Definice 7.9 (Horni integralni soucet S (o))
Horni integralni soucet S¢(o) funkce f pii rozdéleni o je

Sp(o) =Y My(ay — xx1),

kde M), = max{f(x): 2z € [xp_1, 24|} prok=1,2,... n.

Definice 7.10 (Doln{ integralni soucet s;(c))
Doln{ integralni soucet s¢(o) funkce f pii rozdéleni o je

sp(o) = ka(l‘k - T-1),

kde my = min {f(z) : v € [xg_1, 2]} prok =1,2,... n.

a b a b

Obrazek 2: lustrace k Riemannové definici urcitého integralu

Definice 7.11 (Urcity integral)
Bud s¢(0), resp. S¢(o) dolni, resp. hornf integralni soucet funkce f pii rozdélen{ o intervalu
[a, b]. Potom jednoznacéné urcené ¢islo I, které pro vsechna moznd rozdéleni o spliuje

sg(0) < I < S¢(0)

27



se nazyva urcity integral funkce f od a do b (pfes interval (a,b)) a znaéf se

Funkce, kterd mé urcity integral se nazyva Riemannovsky integrovatelnd (integrabilni).

Véta 7.12 (Zakladni vlastnosti ur¢itého integralu)

b c c

1. /f+/f = /f, pokud jednotlivé integraly existuji.
a b a

2 / /
b

3. / I

a

Dikaz.

0

a

_b/f

1. Plyne pifimo z definice 7.11 nebo téz z grafického znazornéni integralu jako plochy pod
grafem funkce f pokud a < b < c.

a a
2. Z prvniho tvrzeni je patrné, ze pro volbu a = b = ¢ mdme rovnost 2 [ f = [ f, kterou
a a

spliiuje pouze [ f =0.

b a
3. Z prvniho a druhého tvrzenf dostaneme pro volbu ¢ = a rovnost [ f+ [ f =0, odkud jiz
a b

plyne tfeti tvrzeni.

Definice 7.13 (Integral jako funkce horni, resp. dolni meze)
Necht funkce f je Riemannovsky integrovatelnd na intervalu [a, b]. Potom

azr—>/xf(t)dt

nazyvame integralem jako funkci horni meze a

T /bf(t)dt

nazyvame integralem jako funkci dolni meze.
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Lemma 7.14

Funkce F(x) = / f(t)dt je primitivni funkce k funkci f, tj.

= / fdt | = fa).

Véta 7.15 (Newtonova formule)
Necht funkce f je spojitd na [a,b] a F' jeji primitivni{ funkce. Potom

/bf(l’) dz = [F(x)]; = F(b) - F(a).
Dikaz. Dle lemmatu 7.14 zkoumejme primitivni funkci F' k f ve tvaru
F(z) = ]f(t)dt—i—K,
kde K € R. Z hodnoty v bodé x = a uréimeaK takto:
F(a) :/af(t)dt+K:0+K,

odkud K = F(a). Z hodnoty v bodé x = b pak dostaneme tvrzeni véty:

b

F(b) :/f(t)dt+F(a).

a

O
Véta 7.16 (Per partes)
Necht funkce f, g majf na [a,b] spojité derivace. Potom
b b
[ H@lg @ = (@@l - [ £ dz
Dikaz. Plyne z vét 7.5 a 7.15. O

Véta 7.17 (Substituce)
Bud ¢ je prosté a spojité diferencovatelnd na intervalu o, 8] (tj. ¢’ je spojitd na [« 8]). Necht
funkce f je spojita na H,. Potom

Dikaz. Plyne z vét 7.6 a 7.15. m
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7.3 Vlastnosti urc¢itého integralu

Véta 7.18 (Vlastnosti urcitého integralu)
Necht a < b.

b
1. Necht f > 0 na (a,b). Pak/

2. Necht f > 0 na (a,b). Pak /f > 0.

b

3. Necht f < g na (a,b). Pak/f</g.

a

4. ‘ / f’ < / | f|, pficemz rovnost nastavé, pokud je funkce f nezdpornda na (a,b).

5. m(b—a) < /f < M(b—a),kdem = min{f(z) : € [a,b]} a M = max {f(x) : x € [a,b]}.

Véta 7.19 (Véta o stiedni hodnoté integralu)
Necht f a g jsou spojité funkce na intervalu [a,b] a navic funkce g nezdporné na [a, b]. Potom
dc € [a,b] tak, ze

Diikaz. Oznacme m = min{f(x): x € [a,b]} a M = max{f(z) : = € [a,b]}, pak plati
mg(x) < f(x)g(x) < My(z).

Integraci ptes interval [a,b] dostaneme nerovnost

/ dx</f d:1:<M/
b

a) Pokud je z)dz = 0, pak ze spojitosti lyne, Zze g(x) = 0 na |a, b] a tudiz je vyse
) je [g , P poj g plyne, ze g , je vy

uvedend nerovnost splnéna.
b) Pokud aspon v jednom bodé xy € [a,b] je g(xg) > 0, pak ze spojitosti g plyne, Ze

[ g(z)dz > 0 a celou nerovnost muzeme vydélit timto kladnym ¢islem, aniz by se nerovnosti

a
zménily:



Tento vysledek je mozné interpretovat také tak, ze pro Y lezici mezi m (minimem f) a M

(maximem f) existuje ze spojitosti funkce f takové c € [a,b], ze f(c) =Y.
Dusledek 7.20
Necht f je spojité na [a,b]. Pak existuje ¢ € [a, b] tak, Ze

b

/ f(@)da = F(e)(b— a).

a

Diikaz. Ve véte 7.19 zvolme g(z) = 1.

8 |Transcendentni funkce

8.1 Algebraické a transcendentni funkce

Definice 8.1 (Algebraické ¢islo)
Algebraické ¢islo je ¢islo, které je korenem polynomu s racionalnimi koeficienty.

Definice 8.2 (Transcendentni ¢islo)
Transcendentni ¢islo je ¢islo, které neni algebraické.

Definice 8.3 (Algebraickd funkce)
Algebraické funkce spliiuje polynomidlni rovnici s polynomialnimi koeficienty.

Definice 8.4 (Transcendentni funkce)
Transcendentni funkce je funkce, ktera neni algebraicka.

8.2 Logaritmicka funkce

Definice 8.5 (Logaritmickd funkce)

]

Logaritmickd funkce je nekonstantni diferencovatelnd funkce f definovand na RT, kterd pro

vSechny z > 0 a y > 0 spliiuje
fley) = f(@) + f(y).

Véta 8.6 (Vlastnosti logaritmické funkce)
Bud f logaritmickd funkce. Potom

1. f(1)=0
2. f () =—f(x)

L f(1) = f(1-1) = F(1) + £(1) = 2£(1) odkud f(1) = 0.
2. 0= f(1) = fla- 1) = f(x) + f(2) odkud f(z) = —f(L).

h

u—0

4 @) =T b (f(e ) = f@) = Tm 23 f (522) = L lim L (F(L+0) = £(1D) = 27'(1)

0
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8.3 Prirozeny logaritmus

Definice 8.7 (Ptirozeny logaritmus)
Funkce

Inz= [ — (4)

pro x > 0 se nazyva prirozeny logaritmus.

Véta 8.8
Funkce In je logaritmicka funkce.

Diikaz. Predpokladejme bez ijmy na obecnosti, ze 0 < z < y.
Podle definice 8.5 musime ukézat, ze In(z - y) = Inz + Iny:

In(zy) :/dt /dt /dt u_/dt du Cma+lny.

1

Véta 8.9 (Vlastnosti Inz)
Funkce In z definovana vztahem (4) ma néasledujici vlastnosti:

1. (Inz) =1

2. In je ostfe rostouci na Dy,.

3. Inz® =alnz pro a € R.
Dikaz.

1. Derivaci integralu jakozto funkce horni meze v definici 8.7 dostavame tvrzeni véty, coz
zéroven odpovida ,,pfirozené* volbe f'(1) =1 ve véteé 8.6(4.).

2. Pro vsechna x € Dy, = R™ je % > (0 a tudiz podle véty 6.7 ostie roste.
3. Pro a = 0 tvrzeni zjevné plati. Pro o # 0 mame

dt u y a—1
Inz® = = oz/u du=alnz.
t ue

1 1

Definice 8.10 (Eulerovo ¢islo)
Eulerovo ¢islo e je jediné cislo, které splnuje Ine = 1.

8.4 Exponencialni funkce

Definice 8.11 (Exponencialni funkce)
Inverzni funkci k funkci In nazyvame exponencidlni funkei pti zdkladu e a znac¢ime e* nebo

exp(x).

Véta 8.12 (Vlastnosti exponencidlni funkce)
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1. (e*) =¢€® pro x € R.

2. eV = e%e¥ pro x,y € R.

3. e_m:e%proxGR.
Dikaz.

1. Podle véty 5.10 o derivaci inverzni funkce plati

2. ne"™ =(z+y)lne=x+y=xlne+ylne = Ine’e’.

3. viz 2.

8.5 Obecna mocnina

Definice 8.13 (Obecnd mocnina)
Pro § > 0 a a € R definujeme obecnou mocninu jako

/Ba — ealnﬂ’
kde § je baze (zéklad) a o exponent (mocnina).

Véta 8.14 (Vlastnosti obecné mocniny)
Necht z > 0 a a,b € R. Pak

1. 20t = pagb

3. (2%) = ax* L.
4. (a®) = (Ina) - a®.

Dikaz. Vsechny body véty plynou z definice 8.13 a vlastnosti logaritmu. [

8.6 Obecna baze logaritmu

Definice 8.15 (Obecnd baze logaritmu)
Pro p > 0, p # 1 definujeme logaritmus pfi zakladu p jako

log,r = —
kde p je béze (zdklad). Pro p = 10 definujeme dekadicky logaritmus a znac¢ime zkrdcené sym-
bolem log.
Véta 8.16 (Vlastnosti logaritmu)
1. log, z je inverzni funkce k p*.

;11

2. (log,r) = .
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3. log, r je logaritmicka funkce.
Dikaz.

1. Podle definice 8.15 je funkce log, stejné jako In prostd na R*. Staci ovérit obé vlastnosti
inverzni funkce fo f! =id a f~'o f =id (viz véta 2.13):

Inp®  xlnp

Y

1 a— =
O&p P Inp Inp

Inz In

plogpx _ elog,g(:t)-lnp — elnp WP _ gz _ .

2. Tvrzeni plyne piimou derivaci definice 8.15 podle x.
3. Ovéfeni vlastnosti logaritmické funkce (viz definice 8.5):

In(z-y) hz+khy Inx N Iny

l . — == 1 1
o8y(7 - Y) Inp Inp Inp Inp 08p &+ 108y Y
O
8.7 Hyperbolické funkce
Definice 8.17 (Hyperbolické funkce)
sinhx = l,
2
coshz = i,
2
sinhx e —e™”
tghx = =
ST coshz et 1 e’
cotghz — Cf)ShZL‘ _ ev +e "
sinhz e? —e™®
Véta 8.18 (Vlastnosti hyperbolickych funkei sinh a cosh)
1. coshz > %e’” > sinh x
2. cosh?z — sinh?*2 = 1.
3. sinh(z + y) = sinh z cosh y + sinh y cosh x
4. cosh(z + y) = cosh z cosh y + sinh x sinh y
Diikaz. Tvrzeni se dokézi dosazenim vzorcu z definice 8.17. O
Véta 8.19 (Derivace hyperbolickych funkei)
(sinhz)" = cosh, (5)
(cosh ) = sinhz, (6)
1
tghz) = ———, 7
(teh) cosh? & (7)
1
cotghz) = — 8
(cotghz) sinh? z (®)
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12 124
b sinh x \ 11

107 cosh

Obrazek 3: Grafy hyperbolickych funkei.

8.8 Inverzni hyperbolické funkce

Definice 8.20 (Inverzni hyperbolické funkce)

argsinhz = sinh ™' = argument hyperbolického sinu,
argcosh z = cosh ™' argument hyperbolického cosinu,
argtgh r = tgh 'z, argument hyperbolické tangenty,
argcotgh x = cotgh 'z, argument hyperbolické kotangenty.

Veéta 8.21 (Explicitni vyjadreni inverznich hyperbolickych funkef)

argsinhz = In(z + Va2 + 1), pro z € R (9)
argcoshz = In(x + Va2 — 1), pro x >1 (10)
1.1
argtghx = 5 In 1 i $, pro z € (—1,1) (11)
—x

1 1
argecotghz = —1In T pro x € (—oo,—1) U (1, 400). (12)

2 x-—1

Dikaz. Pro jednotlivé funkce je potteba odvodit inverzni funkci pomoci techniky explicitniho
vyjadieni z = f~1(y) ze vztahu y = f(x).
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1. y = sinhz = $(e” — e™®), kde vyndsobenim rovnice e* dostdvdme kvadratickou rovnici

pro neznamou ,,e**:

(e")? — 2ye® — 1 =0,

e =y+y?+ 1.

Z téchto feseni vyhovuje pouze €® = y + \/y? + 1, protoze Ho. = RT. Odtud jiz plyne
tvrzeni véty.

kterou fesi

2. Funkce cosh nen{ na R prostd a proto nejprve zizime definiéni obor napi. na R] tak,
abychom dostali prostou funkeci. y = coshz = 2(e® + e, kde vyndsobenim rovnice e”

2
dostavame kvadratickou rovnici pro neznamou ,e”“:

(e")? + 2ye” — 1 =0,

kterou resi
e =yt vy —1.

Z téchto feSeni vyhovuje pouze e = y + /y? — 1, protoze pro dany defini¢ni obor funkce
cosh (z > 0) je funkce e® > 1. Odtud jiz plyne tvrzeni véty.

ef—e "
e _;’_efz 9

3. y=tghz =
pro neznamou ,,e*":

kde vynasobenim rovnice e*(e”4e~*) dostdvame kvadratickou rovnici

(y—=1D(e") +y+1=0,

kterou fesi

e’ ==+ 1ty )
-y

Z téchto feseni vyhovuje pouze to kladné, neb H.. = R*. Odtud jiz plyne tvrzeni véty.

<

4. Inverzni funkce k cotgh — viz 3.

O
Véta 8.22 (Derivace inverznich hyperbolickych funkei)
1
argsinhz) = ———, 13
(argsinha) = ——— (13)
1
argcosh 1) = ———, 14
(argtgh x)’ = (argcotgh z) = (pozor na rizné definicni obory!). (15)

1 — a2
Dikaz. Vétu snadno dokazeme derivaci explicitniho vyjadfeni inverznich funkci ve vété 8.21.

]

8.9 Pokrocilé techniky integrace

Pozndmka. Dle lemma 3.14 lze snizit druhou mocninu funkei sin a cos:

1 2
cos(z) = +C+<x>

1-— 2
sin?(r) = —CZS( x),

¢ehoz je mozné vyuzit pii integraci vyraza tvaru [ sin™ x cos™ zdz, kde m,n € Np:
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1. Jsou-li m i n sudé:
Pouzijeme lemma 3.14 na [(sin®x)?% (cos? ) dx

2. Jsou-li (m sudé a n liché) nebo (m liché a n sudé):
Substituujeme funkci se sudou mocninou (z funkce s lichou mocninou dostaneme dife-
renciél), napt. pro m-sudé, n-liché:

/Sinmx(0082 x)anl cos xdx = ‘u = sinx‘ = /um(l — u2)anldu

3. Jsou-li m i n liché:
Prevedeme integrand pomoci souc¢tovych vzorcu 2sinz cosz = sin(2x) a lemma 3.14 na
vyraz predchozich typt, napf. pro m < n:

nm in(22)\™ /1 20)\ 7
/SiHmZECOSnZEdIL‘:/(SinZECOSZL‘)m(COSQZE)2d1’:/<81n(2 :13)) ( +C;S( x>> dz,

kde poznamenejme, ze m — n je sudé cislo.

emma 8. zorce pro soucin goniometrickyeh funkei
L 8.23 (V trickych funk

cos(mz) cos(nzx) = %(cos[(n + m)x] + cos|(n — m)x])
sin(maz) sin(nz) = %(cos[(n —m)x] — cos[(n + m)x])

sin(maz) cos(nz) = %(sin[(m —n)x| + sin[(n + m)x])

Dikaz. Vétu dokazeme pomoci souctovych vzorcu pro funkce cos a sin. m

Pozndmka. Pomoci lemma 8.23 se integrdly typu [ cos(ax)sin(fz) dz, [ cos(ax) cos(Bz) dz a
[ sin(az) sin(fz) dz, pro «, 8 € R prevedou na zndmé integraly.

Poznamka.
Typ integralu Vysledny typ funkce | Substituce
dz ) .
arcsin nebo — arccos Tz +b=asinu nebo xz +b=acosu
Va2 — (z+0b)?
da tg neb ¢ +b=at bo z + b (
_ arctg nebo —arcco T = atg u nebo = acotg u
PR e g g g g
dx . .
argsinh x+b=asinhu
Vi(x+0)?+a?
argcosh x+b=acoshu

/ argtgh nebo argcotgh | x + b = atghwu nebo x + b = acotghu
(x +b)? —a?
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8.10 Priklady

Pozndmka. Priklady k procviceni:
1. [zlnzdz
2. f %ln xdx

3. f 1+\§ﬁdx

2 z2-2
4. 1 $3—x+1dx

xp(3x)
5. fefp(p&t)-‘rldx

6. [exp(z)sin(z)dx
7. [exp(x)sinh(z)dz

8. [/ &fii) arcsin xdz

9. f arctg (Inz) dz

xT

0. [ =

$2
1. [ fmde

12. [ V62 —a? — 8dx
13. [ min{z? z}dz



9 |Aplikace integralu

9.1 Vypocet plochy

Véta 9.1 (Vypocet plochy mezi funkcemi)
Necht jsou f a g funkce spojité na intervalu [a,b]. Potom plocha A vymezen4 témito funkcemi
je

A= / f(x) - ()] de.

Disledek 9.2 (Plocha pod grafem funkce)
Necht je funkce f spojitd a nezdpornd na intervalu [a,b]. Pak plocha Ay vymezend grafem

funkce f a osou z je
b

A= /f(:c) dz.

a

v~

plati

[ef@ds ] P
j’ — ab , g — §ab )

Dikaz. Pro dukaz véty pouzijeme analogii postupu hledani tézisté n hmotnych bodu z fyziky.

> M2k
k=1
T = n .
> My,
k=1
Na chvili predpokladejme, ze uvazovana plocha pod grafem funkce f m& vsude stejnou

hustotu p. Uvazujme rozdéleni o0 = {a = xy < 2y < -+ < ,-1 < x, = b} intervalu [a, b].
Oznaéme Ay, jednotlivé dilci plochy pod grafem funkce f mezi x;_1 a zj. Dale oznac¢me po-

yr = 3f(tx). Hmotnost diléf plochy Ay, 1ze vyjadiit jako my, = of (tx)(xr — 2_1). Kazdou dilef
plochu Ay, Ize reprezentovat hmotnym bodem o soufadnicich [tg, 5 f(t;)] a hmotnosti my,.

polohy tézisté x (o) a yr(o) (pii rozdéleni o) vyjadient

NE

ot f(tr)(Tr — 2p—1)

wr(0) = = : (16)
1;::1 of (tr)(wx — Tp—1)
> 0L F2(t) @k — v )

yr(o) = =1 : (17)
kgl of (tr)(xr — Tk—1)
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kde ) € [xr_1,x1]. Hustota p je konstantni, proto ji muzeme vykrétit z obou vyrazu. Pro do-
konceni dukazu staci v jednotlivych sumach odhadnout funkei ¢ - f(¢), resp. f(t), resp. % 2t
svymi maximy a minimy na diléich intervalech [zy_1, zx], ¢imZ obdrzime horni a dolni ¢dstecné
soucty. Protoze jsme v celém odvozeni uvazovali libovolné rozdéleni o, dostavame podle Rie-
mannovy definice urcitého integrélu 7.11 tvrzeni véty. [

9.3 Délka grafu funkce

Véta 9.4 (Délka grafu funkce)
Necht funkce f mé spojitou prvni derivaci na intervalu [a, b]. Potom délka grafu funkce Ly je

b

L :/\/1+(f’(a:))2 dz.

a

Diikaz. Necht o je rozdéleni intervalu [a, b]. S vyuzitim Pythagorovy véty muzeme délku grafu
funkce aproximovat tiseckou délky dj na kazdém diléim intevalu [xy_q, x| takto:

faw) — f(fﬁk—l))Q_

T — Tk—1

dy = /([ () = flap))? + (2p — 2p1)? = (2% — xk—l)\/l + <

Na intervalu [zy_1, zx] pouzijeme Lagrangeovu vétu 6.3 o piirustku funkce: 3 € (xp_1,x%)
tak, ze

dy = (2 — w1/ 1+ (f(c)”.

Oznacime-li
mk:min{ 1+(f’(2))2126[$k—1;55k]}7
Mk:max{ 14 (f'(2))?:z € [xk—17xk]}7

dostavame nerovnost
(g, — xp—1)my < djy < (2 — 2p—1) My,

pro vSechna k. Se¢teme-li tuto nerovnost pres vSechna k= 1,2,...,n, mame

Sm(g) < Ly(o) < Sm(g)-

Odtud jiz plyne tvrzeni véty. m

9.4 Objem a povrch rota¢niho télesa

Véta 9.5 (Objem rotacéniho télesa)
Necht funkce f je nezdpornd a méa spojitou prvni derivaci na intervalu [a, b]. Potom objem
rotacniho télesa, které vznikne rotaci grafu f okolo osy z je
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Véta 9.6 (Povrch rotacniho télesa)

Necht funkce f je nezdpornd a ma spojitou prvni derivaci na intervalu [a, b]. Potom povrch
rotacniho télesa, které vznikne rotaci grafu f okolo osy z je

b

5y =2 [ f@)VTF (P do.

a
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