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1 |Integrace racionalnich funkci

Definice 1.1 (Racionalni funkce)
Racionalni funkci nazyvame funkci f = g, kde p a ¢ jsou polynomy.

Pozndmka. Chceme spocitat [ fl%dx umime-li spocitat [ (xii)k’ i (gcgﬁﬁc)k dz, [ (x2+db—§+c)k'

Véta 1.2 (Rovnost polynomi)

Dva polynomy p(z) = > apz® a g(x) = > bpa® se na C (tj. i na R) rovnaji pravé tehdy, kdyz
k=0 k=0
maji stejny stupen (n =m) a ay = by pro viechna k =0,1,...,n.

Definice 1.3 (Ireducibilni polynom nad R)
Polynom p nazyvame ireducibilnim nad R, pokud nemé zadny realny koten.

Pozndmka. Polynom (ax? + bx + ¢)* je ireducibilni nad R, pravé kdyz b? — 4ac < 0.

Postup 1.4 (Postup integrace racionalni funkce pomoci rozkladu na parciélni zlomky)
Postup integrace raciondlni funkce [ %dx, kde stp < stgq.

1. Faktorizace polynomu ¢ na realné kotenové ¢initele a ireducibilni polynomy nad R:

L

Q(x) = Qnp H(J? — ai)ni H(xQ + bz + Ci)mi

i=1 =1

2. Rozlozen{ % na parcialni zlomky podle nasledujicich pravidel:

(a) Faktor typu (x — a)™ ve jmenovateli vede na parcidlni zlomky

Ay + A + L
r—a (r—a)? (x —a)™

(b) Faktor typu (22 + bx + ¢)™ ve jmenovateli vede na parcidln{ zlomky

Blﬂf + Cl i ng + 02 i i Bml’ + Om
22+br+c  (x24br+c)? (22 + bz + )™’

3. Nezndmé koeficienty (viz A;, B; a C;) v citatelich vSech parcidlnich zlomku je nutné
spocCitat pomoci zpétného slouceni parcialnich zlomku na spolecny jmenovatel.

4. Porovnanim vysledného polynomu v ¢itateli pomoci véty 1.2 s puvodnim polynomem p(z)
podle koeficientt u jednotlivych mocnin z¥ dostaneme soustavu linedrnich rovnic.

5. ReSenim soustavy linedrnich rovnic dostaneme rozklad raciondlni funkce na parcidlni
zlomky.

6. Postupna integrace jednotlivych parcidlnich zlomku.



2 |Zobecnény Riemannuv integral

2.1 Definice a vypocet

Pozndmka. Pro spojitou funkci f na intervalu [a, b] jsme v zimnim semestru definovali urcity
b

(vlastni) Riemannuv integral. V této kapitole budeme pro tento integral pouzivat symbol Rf .
a

Definice 2.1 (Zobecnény a nevlastni Riemannuv integrél)

Bud —oco < a < b < +o00. Necht pro funkci f plati, Ze (V:c € [a,b) )(EI"Rff ), resp.

(Vm € ( )(ElRff > Existuje-li limita Jﬂ%‘_ Raff(t)dt, resp. xlirg Rxf f(t)dt, nazyvame
tuto limitu Zobecnenym nebo nevlastnim (v piipadé b = 400, resp. a = —oc0) Rieman-
novym integralem, ktery znac¢ime fb f(t)dt. Dale tikame, ze pokud je tato limita konecénd,
integral konverguje. V opacném pfl’paadé integral diverguje.

Definice 2.2 (Kriticky bod)
b
Bod a € RU {+00} U {—00} nazveme kritickym bodem integralu [ f(z)dz, kde b € R, jestlize

a = 400 nebo a = —oo nebo a ¢ Dy.

Definice 2.3

Bud funkce f spojitd na intervalu [a,b] kromé bodu ¢ € (a,b) a necht lim |f(z)] = +oc.
T—C

b c b
Rekneme, ze nevlastn{ integral [ f konverguje, préavé kdyz konverguji integraly [ fa [ f.

Véta 2.4 (Newtonova formule)

T b
Bud —oo < a < b < +o00. Necht IR[ f(t)dt pro Va € [a,b), resp. IR/ f(t)dt pro Vz € (a,b].
Necht k funkei f existuje primitivni funkce F' na intervalu (a, b). Pokud existuje kone¢nd limita

lim F(zx), resp. lirlr)l F(x), pak integral [ f(t)dt konverguje a plati
T—b— s

T—a+

T—b— T—a+

/f(t)dt = lim F(z)— lim F(x).

Véta 2.5 (Metoda per partes)
Bud —oo < a < b < +00. Necht pro funkce fg' a f'g plati:

(Vxeab HR/f thHR/f )

resp.

(vxe ab HR/f dt/\HR/f )

a necht existuji a jsou kone¢né limity lim+ f(x)g(x), resp. liril f(z)g(x).
Tr—a r—b—



b b
Pokud existuje alesporii jeden z integrala [ f(t)g'(t)dt a [ f'(t)g(t)dt, potom existuje i druhy a

plati:

r—b— r—a+

/f'(t)g(t)dtz lim f(z)g(z) — lim f(z)g(z) —/f(t)g'(t)dt-

a

Véta 2.6 (Metoda substituce)
b
Bud b jedinym kritickym bodem integrélu [ f a necht pro funkce f a ¢ plati:

1. f je spojita na [a,b),
2. ¢ je ryze monotonni a mé spojitou derivaci na [« ().

3. @llov, B)) = [a,b) tak, ze a = p(a) a b= lim o(E).

Potom plati:

2.2 Konvergence

Lemma 2.7 (Referen¢ni integrély)
1
S x%,dx konverguje pro p < 1 a diverguje pro p > 1.
0
+o0

i Zipdm konverguje pro p > 1 a diverguje pro p < 1.
1

Diikaz.  a) 0 je pro p > 0 kriticky bod.

( 1 1
1 1 41 ! 1 1 1 1 1Tp b=
1 _— -p = — — 1 R -p —
Ly | ] =t e
P z—0+ ) P
0 T 1
lim [lnt] = 400 p=1
\ x—0+ x
b) +oo je kriticky bod.
( N +o p<l1
: 1 ogl-p| 1 i 1 pl-p
2o 1 y dt zl—l>r—i¥loo [1_pt :|1 o 1-p + xl—lg—{loo 1—p$ o 1 1
— = lim /— = i, P~
P z—+4oo | (P
1 1 T
lim [ln t] = 400 p=1
\ z—+© 1

Véta 2.8 (Zakladni srovnavaci kritérium konvergence (ZSK))

b b x x
Bud b jedinym kritickym bodem integralu [ f a [ g. Necht IR[ f a IR[ g pro Vz € [a,b) a
0 < f(x) < g(x) pro Vx € (a,b). Potom



b b
1. [ g konverguje = [ f konverguje,

b b
2. [ f diverguje = [ g diverguje.

Diikaz. Oznacme integraly jakozto funkce hornf meze F(z) = Rf f(t)dt a G(z) = R[ g(t)dt,

kde snadno nahlédneme, ze 0 < F(z) < G(x) pro Vx € (a,b).

1. Ukézeme, ze lirll)q F(z) existuje a je konecnd. Funkce F' je spojitd a nerostouci funkee,
z—b—

protoze je definovana jako funkce horni meze integralu z nezaporné funkce f. Odtud plyne,

ze limita lim F(z) existuje a to bud koneénd nebo nekonecnd. Nekoneénd byt nemuze,
T—b—

neb dle predpokladu 111{1;1 G(z) konverguje.

z—b—

b
2. [ f diverguje, proto lirl? F(z) = 400. Z nerovnosti F(z) < G(x) a limitniho prechodu
T—b—

:ligl_ plyne legl_ G(z) = +o0.
[l
Véta 2.9 (Limitni srovndvaci kritérium konvergence (LSK))
Bud b jedinym kritickym bodem integrali ff a fbg. Necht EIfof a EIng pro Vz € [a,b) a

f(z) >0ag(x) >0 pro Ve € (a,b). Necht existuje limita wllgl_ % =c € RU{+o0}.

Potom plati:

b b

1. Pokud 0 < ¢ < +o00, pak [ f konverguje < [ g konverguje.
b b

2. Pokud ¢ > 0, pak [ g diverguje = [ f diverguje.

b b
3. Pokud ¢ < +o0, pak [ g konverguje = [ f konverguje.

3 | Kuzelosecky

3.1 Kartézsky systém souiadnic v R?

Poznamka. Kartézsky systém souradnic (O, z,y). Posunuti (pfechod) do systému (O’ z',y/),
kde O' = [zg, yo] transformacemi

x=x0+,
y=4 +Y.

Definice 3.1 (Vzdélenost bodu)
Vzdalenost dvou bodu A = [x4,y4] a B = [vp,ys]:

d(A, B) = /(va — 25)2 + (ya — yp)>



Definice 3.2 (Vzdalenost bodu a primky)
Vzdalenost bodu A = [z4,y4] a piimky p:
d(p, A) = min d(4, B).

Veéta 3.3 (Vzdélenost primky od pocatku)
Vzdalenost piimky p : az + by + ¢ = 0 od pocatku O = [0, 0] je ddna vyrazem

c]
Diikaz. Vzdalenost pocatku O od piimky p se realizuje na kolmici. Sestrojime proto kolmici ¢
k ptimce p, kterd prochdzi pocatkem a zmérime vzdalenost bodu A pruniku piimek p a g od O.

Piipomenme, ze koeficienty a a b tvoii normalovy (kolmy) vektor k piimce p. Proto pfimku
¢ hleddme ve tvaru ¢ : bx — ay + d = 0 neb vektor (b, —a) je kolmy na (a,b). Nyni staci urcit
koeficient d podle podminky O € ¢, odkud d = 0.

Dalsfm krokem je nalezeni priseciku A = [x4,y4] pifmek p a ¢. ReSenfm rovnic

d(p,0) =

axa+bys+c=0
bry —aya = 0.
dostaneme soufadnice pruseciku
ac B bc
2+ AT T @rr

Nakonec spocitame vzdéalenost bodu A od pocatku O

d(p,0) = d(0, A) = = l' .
VAT Va+b

TpA =

Dusledek 3.4 (Vzdalenost piimky od bodu)
Vzdalenost piimky p : az + by + ¢ = 0 od bodu B = [zp,yg] je ddna vyrazem

_ arp +byp + |

Va2 +02
Diikaz. Pouzijeme vysledek Véty 3.3, pro ktery posuneme pocatek pomocné soustavy souradné
(O, 2',y") do bodu B, tj. pocatek O’ ma v puvodni souradné soustavé souradnice O’ = B = [z, yp].
Transformacni vztahy posunuti (O, z,y) — (O, 2',y') jsou

d(p, B)

r=uzp+12,
y=ys+y.
Piimka p ma tedy v ¢drkované soustavé rovnici p : a(zp + 2') + b(ys +¢') + ¢ = 0, tj.
p:axr’ +by + arg +byg +c=0.
ozn. ¢
Podle Véty 3.3 je vzdalenost pocatku O od piimky p (vyjadiené v ¢arkované soustavé)
Id| |axp +byp + ¢

WP =7 = varrw
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3.2 Kruznice a elipsa

Definice 3.5 (Kruznice)
Kruznice se stredem v bodé S o poloméru r > 0

K={A:d(A,S)=r}.

Pozndmka. Necht S = [xg,90] a bod A = [z,y]. Pak A € K kdyz d(4, S) =, tj.

(x —20)” + (y — vo)* = r*.
Definice 3.6 (Elipsa)
Elipsa s ohnisky F} a F, a délkou hlavni poloosy a

E={A:d(A F)+d(A, F) =2a},
kde stied S se nachézi v poloviné tsecky FiFs a 2a > d(Fy, Fy) > 0.

Pozndmka. Necht S = [0,0], Fy = [—e,0], F5 = [e, 0], tj. hlavn{ poloosa je ve sméru osy .
Cislo e nazyvame excentricita (vystiednost). Rovnici véech bodu A = [z,y] € £ dostaneme z
defini¢ni rovnice

d(A, Fl) + d(A, Fg) = 2a
pomoci algebraickych manipulaci ve tvaru

1172 y2
2t E=h

kde mezi koeficienty a, b a e plati z Pythagorovy véty
e +v? =a’

Koeficient b se nazyva vedlejsi poloosa (b < a).Vrcholy elipsy se nachdzeji v bodech V; o =
[z0 £ a, o), Vau = [20, 50 £0].
Analogicky lze odvodit rovnici pro elipsu s hlavni poloosou ve sméru osy y.

Véta 3.7 (Rovnice elipsy)
Rovnice elipsy se stredem v bodé S = [xg, yo], excentricitou e a hlavni poloosou a ve sméru osy

X

(35 - xo)Q (?J - ?Jo)2
a? + b2 =1




Rovnice elipsy se stiredem v bodé S = [z, yo], excentricitou e a hlavni poloosou a ve sméru osy

y
(x —20)* | (¥ —w0)’
m+ — =1

Pro parametry a, b a e plati € + b? = a?.

Diikaz. Plyne z definice a predchozi pozndmky. Vrcholy Vi o = [z0 £ a, yo], V34 = [0, yo £]. V
prvnim piipade, Fi o = [xg £ e,yo]. V druhém pak F o = [zg,y0 L €]. ]
3.3 Hyperbola

Definice 3.8 (Hyperbola)
Hyperbola s ohnisky F; a F, a délkou realné poloosy a > 0

H= {A ; ’d(A,Fl) _ (A, F)

:2(1},

kde stfed S se nachdzi v poloviné tsecky FiFy a 2a < d(Fy, Fy).
Pozndmka. Necht S = [0,0], F; = [—e,0], F, = [e, 0] (e—excentricita), tj. redlnd poloosa a je ve

sméru osy x. Rovnici vSech bodi A = [z,y] € H odvodime z defini¢ni rovnice

(4, ) - d(4, B)| = 2,

kterou je téz mozné zapsat ve tvaru
d(‘Au Fl) - d(A7 FQ) - ZtQCL,

ktery vyjadfuje obé vétve hyperboly (pro x > 01z < 0). Po dosazeni za definici vzdalenosti
bodu jednu z odmocnin prevedeme na druhou stranu rovnice

Viz+eP+y>—(z—e?+y> =42

a umocnime na druhou

(x+e)+9y°=(x—e)?+y*Lda\/(z — )2 +y2 + 4a’.

Tuto rovnici upravime a umocnime na druhou
23(e* — a?) — a*y? = d*(e* — d?).

Dle piedpokladu je 0 < 2a < d(F}, Fy) = 2¢, proto a < e a muZeme zavést parametr b = e?—a?,
ktery nazveme imaginarni poloosou. Celkem rovnici hyperboly zapisujeme ve tvaru
2 2

x

r v

a’> b
Vrcholy hyperboly se nachazeji v bodech V; 5 = [+a,0].

Analogicky lze odvodit rovnici pro hyperbolu s realnou poloosou ve sméru osy .

Véta 3.9 (Rovnice hyperboly)
Rovnice hyperboly se sttedem v bodé S = [z, 9], excentricitou e a redlnou poloosou a ve
smeru osy x
(v — 20)” _ (v —w)* 1
a? v
Rovnice hyperboly se sttedem v bodé S = [z, yo], excentricitou e a redlnou poloosou a ve
smeéru osy ¥y

(35 - -730)2 (y - 90)2
T® T e L

Pro parametry a, b a e plati € = a? + b?.

10



Dikaz. Plyne z definice a pfedchozi poznamky. V prvnim piipadé, Fi o = [zo £ e, yo] a Vig =
[zo £ a, yo]. V druhém pak Fy 5 = [xo,y0 £ €] a V1o = |20, yo £ al. O

Véta 3.10 (Asymptoty hyperboly)
Hyperbola o rovnici
(z — 19)” _ (y — w)” —1
a? b? N

ma v 00 asymptoty
b
y =1+t a(m — Ip).

Dikaz. 7 rovnice hyperboly umime vyjadrit dva funkéni predpisy

62
fio(r) =yo £ \/ﬁ(m — 1) — b2,

které popisuji horni (y > yo) a spodni (y < yo) ¢dst grafu hyperboly. Snadno nahlédneme, ze

) b2 b
lim \/ = (z — )% — 0% — —(z — ) = 0.
a

T—r00 a2

3.4 Parabola

Definice 3.11 (Parabola)
Parabola s ohniskem F' a tidici primkou p

P={A:d(A F)=d(A,p)}.

Vrchol paraboly V' se nachézi v poloviné vzdélenosti d(F, p) od ohniska F' na norméle k fidici
piimce prochazejici ohniskem F'.

Pozndmka. Necht V' =10,0], F =[0,¢], p: y = —e a e > 0, tj. parabola je oteviena v kladném
sméru osy y. Rovnici vech bodu A = [z, y] € P dostaneme z definiéni rovnice

d(4, F) = d(4,p),

t].

Va2 +(y—e)?=+/(y+e)?

odkud pomoci algebraickych manipulaci dostaneme rovnici paraboly ve tvaru
z? = dey.

Analogicky lze odvodit rovnici pro parabolu otevienou v kladném sméru osy z: y? = 4ex.
Pokud e < 0, je parabola oteviena v zaporném sméru os.

Véta 3.12 (Rovnice paraboly)
Parabola s vrcholem v bodé V' = [xg, yo] a excentricitou e polozend v kladném (e > 0) nebo
zaporném (e < 0) sméru osy  ma rovnici

(y — y0)2 = de(x — 70).

Parabola s vrcholem v bodé V' = [xg,yo] a excentricitou e polozend v kladném (e > 0) nebo
zaporném (e < 0) sméru osy y ma rovnici

(z — xo)Q = de(y — yo)

11



4 |Polarni souradnice

4.1 Definice

Pozndmka. Kartézské soufadnice bodu znaéime v této kapitole indexem k, napi. A = [z, yl;
nové definované polérni souradnice pak indexem p, napi. A = [r, ¢],.

Definice 4.1 (Polarni soutadnice)
Bod [r, ¢], v polarnich soufadnicich lezi ve vzdalenosti |r| od pélu [0, 0] na polopfimce svirajici
s polarni osou uhel ¢, pokud r > 0; thel ¢ 4+ 7, pokud r < 0 nebo libovolny thel, pokud r = 0.

Pozndmka. Zakladni vlastnosti polarnich soutradnic:
1. Nejednoznacnost [r, @], = [r, ¢ + 2kn], pro Vk € Z.
2. Pocatek (=pdl) [0,0]x = [0, ¢], pro Ve € R.
3. [me+m7l,=[-7¢lp

Véta 4.2 (Vztah poldrnich a kartézskych souradnic)
Bod [r, ¢], v polarnich soutadnicich je bod [z, y]x v kartézskych souradnicich, kdyz plati

T = TCoSp,
Yy = rsing.
Dikaz. 1. r=0:[0,0]x = [0, ¢], pro V¢ € R a proto obé rovnosti plati.
2

2. 7> 0: x =rcosp, y = rsinp udavaji polohu bodu na kruznici, tj. 2 + y* = r2.

3. r <0:[r, ¢, = [-r, ¢+, pficemz —r > 0 muzeme pro tuto volbu pouzit predchozi, jiz
dokazany, bod:

x = —rcos(p+m) = —r(cospcosm — singsinT) = r cos ¢,

y = —rsin(¢+m) = —r(sinpcosm + cos psinT) = rsin p.

Disledek 4.3 (Inverzni vztah polarnich a kartézskych soutradnic)
e Pro x # 0 plati ¢ = arctg £ a r? = 2 + ¢°.
e Pro y # 0 plati ¢ = arccotg  a r? =z 4+ y2

e Prox=0ay=0jepeRar=0.

4.2 Symetrie v polarnich souradnicich

Definice 4.4 (Symetrie v poldrnich soutadnicich)
Rekneme, ze kiivka L je symetrickd podle

e osy z, plati-li [r,—y|, € L < [r,o+2kn|, € L pro Vy a Vk € Z;
e osy y, plati-li [r,m — ], € L & [r,p+2kr|, € L pro Yy a Vk € Z;

e pblu O (pocatku), plati-li [-r,¢], € L < [r,¢+ 2k7], € L pro Vy a Vk € Z.

12



Lemma 4.5
Je-li kiivka zaroven symetricka dle osy x a osy y, pak je symetricka dle pocatku.

Dikaz. Podle definice symetrie dle pocatku chceme ukazat, ze plati
rnelpel & [-ryl el

Vyjdeme z levé strany:

[T,@]péﬁ \<:> , [T7_¢]p€£\<:> /[_’raﬂ-_@]Pe‘C \<:> y [_T790]p€£7
sym. dle x (*) sym. dle y

kde jsme symbolem (%) oznagcili pouziti vlastnosti polarnich souradnic

[_R7 qb]p = [R’ ¢+ W]p
pro R:=—ra¢:=—p.

4.3 Priklady krivek v polarnich soutradnicich

Archimedova spirdla {[r, o], : 7 = ¢, > 0} {[ry¢lp 7 =1—2cosp}

K, £,

Kardioida (srdcovka) r = 1 + cos(¢p) Kardioida (srdcovka) r = 1 + sin(y)
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Kardioida (srdcovka) r =1 — cos(yp)

Kardioida (srdcovka) r = 1 — sin(yp)

-15 -1.0 = 0 - 1.0 1.5

T T
1 2

Ulita r = 1 4+ 4sin(p)

Ulita r = 1 4 8sin(yp)

14

Ulita r = 1 4+ 4 cos(y)




0.5 0.5

U

{lr #lp = 7= cos(2)} {[relp : * = cos 2}

4.4 Vypocet plochy v polarnich souradnicich

Véta 4.6 (Vypocet plochy)
Méjme spojitou funkei r = p(ip), kterd na [«, 8] neméni znameni. Potom plocha ve vyseci od «

do B je A=1 [ (o() de.

«

Diikaz. Nechf bez jmy na obecnosti (BUNO) je p > 0 na [o, 5]. Uvazujme rozdélent
c={a=po <1< <pp1 < pn =P}
intervalu [a, ] a ozna¢me
my = min{p(p) : ¢ € [pp-1, 0kl},  Mp =max{p(p) : ¢ € [pr-1, Pr]}.

Potom obsahy Ay plosky {[r, ¢], : ¢ € [wr—1, 0] NO <1 < p(p)} se daji Yk odhadnout dolni a
horni kruhovou vyseci

1 1
émi(% —p-1) S Ap < §M/§(90k: — Pk-1)-
Tato nerovnost ovsem plati pro vSechna rozdéleni o, proto celkovou plochu A = > Ay lze podle
k
B
Riemannovy definice ur¢itého integralu spocitat vzorcem A = % [ P*(¢)de. O]

«

Véta 4.7
Méjme spojité funkce p1(¢) > p2(p) pro Vo € [a, 5]. Potom plocha ve vyseci od a do f mezi
(

B
témito funkcemi je A = %f p1(<,0))2 - (P2(<P))2 de.

4.5 Vzdalenost v polarnich souradnicich

Véta 4.8 (Kosinova véta)
Vzdalenost dvou bodu A = [ra,¢al, a B = [rp, ¢5l, je:

d(A, B)?> =15 + 15 — 2rarp cos(pp — pa).
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Diikaz. Vyjdeme z definice vzdalenosti dvou bodu A = [z4,yalr & B = [z, Y]k v kartézskych
soufadnicich a prejdeme do souradnic polarnich pomoci Véty 4.2

d(A, B)? = (w4 — zp)* + (ya — yp)* =

7“124 cos? YA — 2rATB COS Y4 COS PR + r% cos? Y+ 7“124 sin? YA —2raTpSsin @4 sin pp + T% sin? Y =
ri + T% — 2r TR COS P4 COS PR — 2rATpSIN Y4 SN P = 7“124 + r% —2rargcos(pa — pB) ]

5 |Krivky dané parametricky

5.1 Definice a priklady krivek a jejich parametrizace

Definice 5.1 (Kfivka dand parametricky)
Necht X = X (t) a Y = Y(¢) jsou funkce diferencovatelné na («, 3) a spojité na [a, 3]. Pak
mnozinu bodi

{[X®),Y ()] € R*: t € [a, A},

nazvyvame kiivkou danou parametricky.

"
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6

-10 - -10 -

Descarttuv list {[x,y], : 2® + v = axy}. E’a— Asteroida {][x, y]k T3+ y% = %} Parametri-
2

rametrizace z(t) = acosst a y(t) = asin3t. zace z(t) = acos®t a y(t) = asin®t

Dosadime: a® = 3a(cos tsint)3.
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2.0
1.5
1.0

0.5

0 T T 1
0 5 10 15

Cykloida {[x, y]x : z(t) = a(t —sint),y(t) = a(l — cost),t > 0}

5.2 Tecény ke kiivce dané parametricky

Pozndmka. Pro derivaci funkef podle parametru (typicky t je ve fyzice case apod.) se casto

pouZzivé znaceni derivaci teckou: X (t) = X(), LY (1) =Y ().

Véta 5.2 (Rovnice tecny)
Meéjme kiivku {[X(t),Y ()] : t € [o, 8]} a necht pro ty € (a,f) je alespoil jedna z derivaci

X(ty) a Y(to) nenulové. Pak rovnice tecny ke kiivee v bodé [X (to), Y (to)] je

Y(to)(x — X(to)) = X(to)(y — Y (t0))-

Diikaz. 1. Necht X (to) # 0:
Sestrojime se¢nu s prochdzejici bodem [X (tg), Y (to)] a néjakym blizkym bodem [X (tq +
h),Y (to + h)] (b > 0 malé) a pomoci limitntho pfechodu h — 0 ziskdme rovnci tecny
t:y = kx + q. Smérnice ky takové se¢ny ma rovnici

Y (to + h) — Y (to)
5 th) = o+ h) = X (ko)

Provedeme-li limitni pfechod h — 0, dostaneme smérnici teény k v bodé [X (¢y), Y (to)]:

Y (t)
X (to)

, . Y(to+h) —Y(t) . Y(to+h)—=Y(ty) h
k= limks(h) =1 = —
k) = i e T h) = X (o)~ 8 Xt + 1) = X (o)
Koeficient ¢ vypocitdme po dosazeni bodu [x(ty), y(t9)] do rovnice teény

0= Y(to) — kX(to) = Y(t0) — f-(iiz;X(to).

Odtud dostavame tvrzeni véty.

2. Je-li X(to) = 0, pak X (t) = X (o) a podle predpokladit je nutné Y (t,) # 0. Dostavame
tedy vertikdln{ te¢nu o rovnici x = X(to).
[l
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5.3 Plocha v kiivce dané parametricky

Véta 5.3 (Plocha v kiivce) '
Necht {[X(¢),Y (¢)] : t € [o, 8]} je kiivka dand parametricky a necht X je prostd, X spojitd a
Y > 0 na [a, 8]. Potom plocha vymezend kiivkou a osou x je dédna vzorcem

B

A:/Y@X@w

[0}

Diikaz. Protoze X (t) je prostd funkce, existuje k ni inverzni funkce X' a vztah x = X(¢)
Ize invertovat na t = X~ !(z). Kiivku v parametrickém popisu muzeme zdroven uvazovat jako
krivku danou grafem funkce f s predpisem

fla) =Y(t) =YX (x)).

Plocha pod grafem funkce f je
b
A= [ sy,
kde meze a a b jsou dany obrazem bodu « a [:

a:=X(a), b:=X(6).

Déle zpétné provedeme substituci © = X (¢) a dostaneme tvrzeni véty:

b B B B
A:/f(:x)dx:/f(X(t))X(t)dt:/Y(X‘l(X(t)))X(t)dt:/Y(t)X(t)dt.

07

5.4 Délka krivky dané parametricky

Véta 5.4 (Délka parametrické ktivky)
Necht X a Y jsou spojité funkce na [a, 8]. Délka kiivky dané parametricky je ddna vzorcem

B
L:/¢@@VHWWW.

Véta 5.5 (Délka kiivky v polarnich souradnicich)
Necht r a 7 jsou spojité funkce na [«, 8]. Délka kiivky v polarnich soufadnicich

B
L= / V12 (e) + 72 (p)de.

Diikaz. Ve Vété 5.4 prejdeme do polarnich soutradnic vztahy

X(p) = r(p) cos g,
Y(p) =r(p)sinp,

pro které plati ' .
X2 4+Y? =77 472
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5.5 Objem a povrch rotujici kfivky dané parametricky

Véta 5.6 (Objem kiivky rotujici okolo osy z) '
Necht {[X(¢),Y(t)] : t € [a, 8]} je kiivka dand parametricky a necht X je prostd, X spojitd
aY > 0 na [a,5]. Potom objem télesa, které vznikne rotaci kiivky dané parametricky okolo

osy x je dan vzorcem
B

V= 7T/Y2(t)X(t)dt.

67

Véta 5.7 (Objem kiivky rotujici okolo osy y)

Necht {[X(t),Y(t)] : t € [, 8]} je kiivka dand parametricky a nechf Y je prostd, Y spojitd
a X > 0 na [«, 5]. Potom objem télesa, které vznikne rotaci kiivky dané parametricky okolo
osy ¥y je dan vzorcem

8
V= W/XQ(t)Y(t)dt.

Véta 5.8 (Povrch kiivky rotujici okolo osy x) o
Necht {[X(¢),Y(¢)] : t € [a, B8]} je kiivka dand parametricky a necht X je prostd, X a Y spojité
aY > 0 na [a, §]. Potom povrch télesa, které vznikne rotaci kiivky dané parametricky okolo

osy x je dan vzorcem
B

P—on / Y (O (X ()2 + (V)2 dt.

«

Veéta 5.9 (Povrch kiivky rotujici okolo osy y)

Necht {[X(t),Y(t)] : t € [a, 5]} je kfivka dand parametricky a necht Y je prostd, X a Y spojité
a X > 0 na [«, 5]. Potom povrch télesa, které vznikne rotaci kiivky dané parametricky okolo
osy ¥y je dan vzorcem

B
P=on / X0/ (X(0)2 + (V ()2 dt.

6 |Supremum a infimum

Definice 6.1 (Spocetnd mnozina)
Rekneme, zZe mnozina M je spocetnd pravé tehdy, kdyz existuje funkce f : N — M, ktera je
prostd a na, tj. f(N) = M.

Definice 6.2 (Supremum)
Nejmensi horni zavora mnoziny M se nazyva supremum M a znadci sup M.

Definice 6.3 (Infimum)

Nejvétsi dolni zavora mnoziny M se nazyva infimum M a znadci inf M.

Véta 6.4 (O existenci suprema a infima)
Kazdé neprazdna shora, resp. zdola omezend mnozina M C R ma své supremum, resp. infimum.

Véta 6.5 (O blizkosti suprema k M)
Bud s =sup M. Pak (Ve > 0)(3z € M)(s —e <z < s).
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Diikaz. Nerovnost x < s plyne rovnou z definice suprema neb s je horni zdvora.
Nerovnost s — ¢ < x dokdZeme sporem. Necht Je > 0 tak, ze Vo s —e > . To je rovnou spor s
tim, Ze s je nejmensi horni zavora a ptitom s — € je jeSté mensi nez s. O]

Véta 6.6 (O blizkosti infima k M)
Bud i = inf M. Pak (Ve > 0)(3rx € M)(i <z <i+e).

Diikaz. Dukaz se provede podobné jako v predchozi vété. O

Véta 6.7 (O supremu)
Bud M neprazdné a shora omezend mnoZina. Potom existuje pravé jedno &slo s takové, Ze
plati:

~—

1. vlastnost suprema : (Vo € M)(z < s

2. vlastnost suprema : (Vs' € R)(s' < s)(3z € M)(s' < z).

Véta 6.8 (O infimu)
Bud M neprazdnd a zdola omezend mnozina. Potom existuje pravé jedno &fslo @ takové, Ze
plati:

1. vlastnost infima : (Vo € M)(z > i).

2. vlastnost infima : (V&' € R)(¢ > i)(Jz € M)(i' > x).

7 |Posloupnosti realnych cisel

7.1 Definice

Definice 7.1 (Ciselna posloupnost)

Posloupnost realnych cisel je funkce a : N — R. Hodnota posloupnosti pro dané n € N se
nazyva clen posloupnosti a je mozné jej znacit stejné jako hodnotu funkce v bodé, tj. a(n).
Obvykle vsak budeme pouzivat znaceni a,,.

Definice 7.2 (Monotonie posloupnosti)
Rekneme, ze posloupnost {a,} je

1. ostfe rostouci < a, < a,+1 pro Vn € N,
2. rostouci (neklesajici) < a, < a,41 pro Vn € N,
3. ostie klesajici < a, > a,1 pro Vn € N,
4. klesajici (nerostouci) < a, > a,41 pro ¥n € N.

Definice 7.3 (Omezenost posloupnosti)
Rekneme, ze posloupnost {a,} je

1. omezena shora < (IK € R)(a, < K) pro Vn € N,
2. omezend zdola < (3K € R)(a, > K) pro ¥n € N,
3. omezend < (IK > 0)(|a,| < K) pro Vn € N.

Pozndmka. Vlastnosti funkce f : Ry — R se daji pouzit i na posloupnost a,, = f(n), n € N.
Pokud napi. funkce f ostte klesd, pak i posloupnost f(n) ostie klesa. Pozor, obracené to neplati.
Napf. posloupnost a,, = sin ;75 je klesajici, ale funkce f(x) = sin I nenf monotonnf.
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7.2 Limita posloupnosti

Definice 7.4 (Limita posloupnosti)

lirf a, =/ & (Ve > 0)(3ng € N)(VYn > ng)(|a, — 4] < ¢)
lirf a, = 400 & (Voo > 0)(Ing € N)(Vn > ng)(a, > «)
lirf ap, = —00 & (Voo > 0)(Ing € N)(Vn > ng)(a, < —a)

Véta 7.5 (O jednoznac¢nosti limity)
lim a,=¢AN lim a,=m=/{(=m.
n—+00 n——+00

Dikaz. Dukaz provedeme sporem podobné jako v pripadé dukazu jednoznacCnosti limity v
prvnim semestru.
Sporem: £ # m a zvolme ¢ = $|¢ —m| > 0. Pak plati

1 1 1 1
0<6:§|€—m|:§|£—an+an—m|§§|€—an|+§|m—an|

Z definice lim a, = ¢, resp. lim a, = m plati, ze Iny, resp. Iny tak, ze [{ — a,| < € pro
n—-+0o0o n—-+o0o

Vn > ny, resp. |m — a,| < € pro Vn > ny. Zvolme ny = max{n,,ns}, pak

0< <1|€ ]+1| |<1+1
e< -l —ay —\m — a, —£+ —e=c¢.
— 2 2 27 2

A to je spor. m

Definice 7.6 (Konvergence posloupnosti)
Posloupnost majici konecnou limitu se nazyva konvergentni, v opacném pripadé divergentni.

Véta 7.7
Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

Diikaz. Necht a,, — .

1. Je-li £ = 0, pak pro libovolné € > 0 existuje z definice limity takové ng, ze |a,| < € pro
Vn > ngy. Omezujici konstantu K > 0 pak staci zvolit jako

K = max{e,ai,as,...,0,,-1,0n,}-

2. V pripadé, ze ¢ # 0, pouzijeme pomocnou posloupnost b, = a, — ¢, pro kterou plati
b, — 0 a tudiz pouzijeme ptedchozi vysledek dikazu, Ze je omezend néjakou konstantou
K > 0. Tvrzeni pak plyne z pouziti trojuihelnikové nerovnosti:

|an] = lan + €= €] < |an + €|+ 0] < K+ [¢] = C,

tj. existuje omezujici konstanta C' > 0.

Dusledek 7.8

Kazdéa neomezena posloupnost diverguje.

Véta 7.9 (Supremum / infimum jako limita posloupnosti)
Omezend neklesajici, resp. nerostouci posloupnost konverguje k nejmensi horni, resp. nejveétsi
dolni zavore.
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7.3 Limes superior a limes inferior

Definice 7.10 (Vybrana posloupnost)

Rekneme, ze posloupnost {b,} je vybrana z posloupnosti {a,} pravé tehdy, kdyz existuje ostte

rostouci posloupnost indexu {k,} C N, hrf k, = +00, takova, ze b, = ay, pro Vn € N.
n—-+0oo

Definice 7.11 (Hromadna hodnota posloupnosti)
Bod a € RU {400, —o0} nazveme hromadnou hodnotou posloupnosti {a,} prave tehdy, kdyz
existuje posloupnost {a, } vybrand z {a,}, pro kterou

lim ag, = a.
n——+0o0

Véta 7.12
Kazda posloupnost ma hromadnou hodnotu, pricemz mnozina vSech hromadnych hodnot ma
svuj nejvétsi i nejmensi prvek (pripoustime i +00).

Definice 7.13 (Limes superior)

Nejveétsi hromadnou hodnotu posloupnosti {a,, } nazyvame limes superior a znac¢ime lim sup a,,.
n——+0o0o

Definice 7.14 (Limes inferior)

Nejmensi hromadnou hodnotu posloupnosti {a,, } nazyvame limes inferior a znacime lim inf a,,.
n—-+00

Véta 7.15
Pro kazdou redlnou posloupnost {a,} plati

lim a,=/¢ < limsupa, = liminfa, = /.
n—+00 n— 400 n—+00

7.4 Pocitani limit

Véta 7.16 (Pocitani limit)

Necht a, — ¢, b, — m a o € R. Pak plat{
e a,+0b, —>l+m,
e aa, — al,
e a,b, — Im,

an 2
d bn _>m7

maji-li vyrazy na pravych strandch smysl (nejsou IND).
Veta 7.17
a, =1l & (a,—1)—=0 & Ja,—1—0.
Véta 7.18 (O seviené posloupnosti - sendvicova)
Necht (Ing € N)(Vn > ng)(a, < b, < ¢,). Pokud lim a, =¢a lim ¢, =/¢ pak lim b, =/.

n—+o0o n—-+o0o n—+0o

Dikaz. Dukaz se provede podoné jak u sendvicové véty v zimnim semestru. [

Disledek 7.19
(Fno € N)(Vn > ng)(|b,| < ¢,)(¢y = 0) = b, — 0.

Veéta 7.20
Bud ¢, — ca (Vn € N)(c, € Dy), kde funkece f je spojitd v bodé c¢. Potom lim f(c,) = f(c).

n—-+oo
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Dikaz. Ze spojitosti funkce f v bodé ¢ vime, Ze pro néjaké ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, ze
lt —c| <d=|f(x) = fc)] <e.

Zaroven z definice limity ¢, — ¢ nalezneme pro dané o > 0 takové ng € N, ze Vn > ng je
|c, — ¢| < 6. Proto pro ¥n > ng plati |f(c,) — f(c)| < &, coz bylo dokézati. O

Definice 7.21 (Hromadny bod mnoziny)
Necht M je podmnozina redlnych ¢&isel. Bod a nazveme hromadnym bodem mnoZiny M (znac¢ime
a € M'), pokud plati (Ve > 0)(3z € M)(|la —z| < ¢)

Véta 7.22 (Heine)
Bud f realnd funkce a a € (D;)', tj. a je hromadnym bodem D;. Pak plat{

lim f(z) =( < lim f(z,)=¢ pro Y{z,} CDs:x,#a A z,—a

r—a n—-+oo
Diikaz. Dukaz ekvivalence provedeme ve dvou krocich.

1. ,=": Predpoklddame, ze lim f(z) = ¢, tj.

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € Dy \ {a})(|z —a| < 6 = | f(z) — (] < &)

a chceme ukazat, ze pro dané € > 0 existuje ng takové, ze Vn > ng plati

|f(xn) - €| <E.
Ziejmé tedy staci zvolit ng tak, aby Vn > ng bylo |z, —a| <.

2. ,<*“ Sporem. Pfedpokladejme, ze lim f(x,)=/¢a —lim f(z) = ¢, tj.
r—a

(e > 0)(V6 > 0)(3z € Dy \{a})(|lx —a| <IN |f(x)—L] > ¢).

Ozna¢me pomocnou mnozinu M = {x € Dy : |f(x) — | > €}. Ujasnéme si, ze a € M’,
nebot (Vo > 0)(3z)(Jx —a| < d A|f(x) — ] > &) (proto M # ().

Nyni zvolme néjakou posloupnost {z,} takovou, ze Vn € N plati: =, € Dy \ {a}, z, = a

a x, € M (to lze, neb a je hromadnym bodem M) . Podle predpokladu plati pro takto

zvolenou posloupnost {x,}, ze lim f(x,) = ¢, coz je ale spor s konstrukci mnoziny M.
n—oo

]

Véta 7.23 (Cauchyho vzorec)

Bud {a,,} posloupnost kladnych redlnych ¢isel a necht existuje kone¢na limita lirf “tl Potom
n——+oo n
existuje lim {/a, a plati

n—-+o0o

. . An+1
lim {/a, = lim —
n—-+oo n—-+oo anp,

Véta 7.24 (Stolzuv vzorec)
Bud'te {a,} a {b,} posloupnosti takové, ze b, 1 > b, > 0 pro vSechnan € Na lim b, = +o0.

n—+oo
Necht existuje lim 2= Potom existuje lim = a plati
n—+oo UntlTbn n—+oo ’n
. Qp, . Up41 — Ap
lim — = 1 —_—

n—+4o00 bn n—-+00 bn+1 - bn .
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7.5 Cislo e

Veéta 7.25
Pro Vn € N plati

1 n 1 n+1
(1+—) §e§(1+—) :
n n
1

pricemz posloupnost (1 + %)n ostfe roste k e a posloupnost (1 + E)nﬂ ostte klesa k e:

1 n 1 n+1
lim (1 + —) =e, a lim <1 + —) =e.
n—400 n n—-4o00 n

Diikaz. 1. Dukaz nerovnosti.
Pii dukazu vyjdeme z definice obecné mocniny a pouzijeme definici prirozeného logaritmu
X

lnx:f%,kdet>0.
1

ProVn e NaVt € [1,1+ 4]

1 1
/ 1dt§/—dt§/1dt,
1421 t

1 1 1

a po tpravé dostaneme (s vyuzitim definice prirozeného logaritmu)

1 1 1
<lh({l+-—)<—.
n+1 n n

Tato nerovnost je klicem k dukazu véty, neb po vlozeni do argumentu exponencialni funkce

dostavame
1 ( 1) 1
entl < |1+ —) <en,
n
odkud
1 n+1
e < (1 + —)
n
a

1 n
62(1—1——) .
n

Pomoci sendvicové véty nakonec dokazeme, ze limitou obou posloupnosti je e:

e 1\"
e <— S(l—i——) <e,
1+ n

3=

resp.
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2. Dukaz monotonie: dokdzeme, ze posloupnost (1 + fracln)” je ostie rostouci.

Stejné jako v prvnim piipadé vyjdeme ze znalosti 01MAT1 a budeme zkoumat monotonii
funkee f(z) = (1+1)" na [1,+00), tj. (1 + fracln)" = f(n).

Z definice obecné mocniny snadno nahlédneme, ze f(x) = exp (93 In (1 + %)) Diky ostie
rostouci funkei exp staci zkoumat, zda ostfe roste vnitin{ funkce g(z) = zIn (1 + 1), tj.
staci ukdzat, ze ¢’ > 0 na (1, 400).

1 x 1
g (x) =In (1—1—;) +ﬂ (—§>
1 1
:ln(l—l——> —
x 1+

vSak neni rovnou patrné, zda je kladna na pozadovaném intervalu, staci vSak zkoumat
prubéh funkce ¢' a jeji limity na krajich (1, 4+00). K tomu vyuzijeme druhou derivaci

g//(x) — ; _i + ;
14+1\ a2 (1+ )2

Z derivace funkce g

1 1
= — +
z(14+2z) (1+x)?
B 1
(1)

coz je zjevné funkce, kterd je na (1, +00) zadpornd. Funkce ¢’ je tedy ostie klesajici a staci
se podivat, odkud kam klesa:

lim ¢'(z) =1n2, lim ¢'(x) =0.

r—1+4 xr——+00

Proto: ¢" > 0 na (1,400) = g ostie rostouci = f(z) = exp(g(x)) ostfe rostouci.

m
Véta 7.26
Pro vsechna x € R plati
lim (1 + E) =e”.
n—-+o0o n
Diikaz. Dikaz provedeme piimo pomoci funkce In. Pro pevné x € R upravme vyraz
n In(1+2%)—In(1
(14 2)" = ntn (14 2) =) 2D
n n n
a oznacme h = £. Ziejmé h — 0 pro n — 400 a v limitnim piechodu dostaneme
. In(1+h)—In(1) , 1
xilg% . ’ =z (lnz),_, = Ty =1
derivace Iz
Celkem \n
lim In (1 + —) =z,
n—-+o0o n
odkud jiz plyne tvrzeni véty. m
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7.6 Dulezité priklady
Lemma 7.27
Necht |z| < 1, pak 2" — 0.
Dikaz. Vyjdeme z nerovnosti
—|a" < 2" < Jal”

a ukazeme, ze |z|" — 0.

Jedna z moznosti je pouzit definici obecné mocniny (pro |x| # 0): |z|* = e*l#l odkud je
pro |z| < 1 tvrzeni |z|™ — 0 patrné.

Druhd moznost je tvrzeni |z|* — 0 dokazat z definice limity

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > no)(|z|" < ¢).

Hleddme tedy takové ng, aby pro dané € a Vn > ng platilo |z| < en. Protoze en — 1 a
|z| < 1, takové ng lze vzdy najit. Ze sendvicové véty o limité seviené posloupnosti pak jiz plyne
dukaz. O

Lemma 7.28
Vz € R plati %1 — 0.

Diikaz. Pro libovolné k € N takové, ze k > |x| a n > k plati

[ k k k k k A 1
—_ = - < — — 0.
n! Kl k+1k+2 n—2n—-11]n k! n
A e Ve ~—~—
<1 <1 <1 <1 nezavisi na n

Ze sendvicové véty tedy plyne tvrzeni véty

|$|n km k,k:+1 1

0<—<—< — = 0.
n! n! k! n
O
Lemma 7.29
oz>0plat1’n%—>0.
Dikaz. Tvrzeni lze dokazat naptiklad pomoci definice obecné mocniny:
1
I ecxln% — e—alnn’
nOé
odkud limitnim pfechodem n — oo dostavame tvrzeni pro a > 0. O
Dikaz. Alternativné pro dané « plati, ze dp € N takové, ze i < a. Pak
1 1\ _ [1\7
p
(<)
n“ n n
nebot f(x) = v je spojita v 0. O

26



8 |Nekonecné rady

8.1 Definice

Definice 8.1 (Nekonecnd rada)
Necht {a,} je ¢iselnd posloupnost. Posloupnost {s,} definovanou jako n-ty ¢dstecny soucet
n

¢lent posloupnosti s, = > ax nazveme nekoneénou ¢iselnou fadou vytvotrenou z posloupnosti

k=1
+o00o
{a,} a znac¢ime > a,. Existuje-li limita lim s, = s, pak ji nazyvame souctem nekonecné
n=1 n—-+00
rady. Je-li s € R, resp. s = oo, resp. limita lim s, neexistuje, pak fikdme, Ze nekonecna
n—+o0o

rada konverguje, resp. diverguje, resp. osciluje (nebo téz diverguje).

Véta 8.2 (Geometrickd fada)

+oo
1
<l = "= 1
o I )
+o00
lz|>1 = Zx" diverguje. (2)
n=0

Dikaz. Tvrzeni plyne z vlastnosti limity lirf ™ po provedeni limitniho pfechodu v souctu
n—-+0oo

konecné geometrické rady:
n n+1
. k1 1—2z
lim ¥ = lim ——
n—-+oo =0 n—-+oo 1 —

Véta 8.3+ . N
Jestlize > a, =a, Y. b, =babud a € R, pak > (aa, +b,) =aa+b
n=1 n=1 n=1

8.2 Nutna podminka konvergence rad

Véta 8.4 (Nutnd podminka konvergence)

+oo

E a, konverguje = lim a, =0.
1 n—-+o0o

n—=

Diikaz. Necht fada konverguje, tj. posloupnost ¢dstecnych soucttt ma konecnou limitu s,, — /.
Z definice ¢astecnych souctu lze psat a, = s, — s,_1 pro Vn = 2,3,.... Potom

lim a,= lim s,— lim s, {=¢—¢=0.

n—r-+oo n—+00 n—+00
O
Dusledek 8.5 e
a, »0 = Z a, diverguje
n=1
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8.3 Konvergence fad s nezapornymi cleny

Véta 8.6

Rada s nezépornymi ¢leny konverguje pravé tehdy, kdyz je posloupnost édstecnych souctu

omezena.

Dikaz.

1. ,=“ Rada konverguje, tj. posloupnost {s, } konverguje a proto je omezena (viz Véta 7.7).

2. ,<“: Posloupnost {s, } neklesa, neb predpokladdme nezédporné ¢leny a,,. Proto limita s,, je
bud kone¢nd nebo nekoneénd. Nekoneénd byt oviem nemuze, neb je {s, } dle pfedpokladu

omezena.

Véta 8.7 (Integralni kritérium)
Necht je funkce f kladnd, spojité a klesajici funkce na intervalu [1, +00). Pak

+00
Z f(n) konverguje <& / f(z)dx konverguje

n=1

Dukaz. 7 predpokladanych vlastnosti funkce f plati nerovnost

k k+1
/f o > f(k /f
k—1

kterou vyséitanim ptes k = 2..n a limitnim pfechodu n — 400 upravime na

/oof<x>dx > if(k) > /Oof«c)dx

Odtud jiz pomoci zdkladniho srovnavaciho kritéria (Véta 2.8) plyne tvrzeni véty.

Véta 8.8 (Zakladni srovnavaci kritérium)
Necht pro viechna n € N plati 0 < a,, < b,. Pak

+00 +oo
Z a, diverguje = Z b, diverguje
n=1 n=1
+00 +oo
Z b, konverguje = Z a, konverguje
n=1 n=1

Véta 8.9 (Limitni srovndvaci kritérium)

+o00 “+oo
Necht }° a, a ) by jsou fady s nezdpornymi cleny. Jestlize existuje limita L = lim =
n=1 n=1
plati:
+oo
0< L <+o00: Z a, konverguje <& Z b, konverguje
n=1 n=1
+o0 +o0
L < +o00: Z b, konverguje = Z a, konverguje
n=1 n=1
+00 +
L>0: Z b, diverguje = Z a, diverguje
n=1 n=1
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Véta 8 10 (Cauchyho odmocninové kritérium)

Bud Z a,, fada s nezdpornymi ¢leny. Necht existuje limita L = lim {/a,. Pak plati:

n—= n=-+o0o

+oo

L<1l = Zan konverguje (6)
n=1
+o0

L>1 = Zan diverguje (7)

n=1
Véta 8 11 (d’Alembertovo podilové kritérium)
Bud Z an Tada s kladnymi cleny. Necht existuje limita L = lim “*. Pak plati:

n=1 n——+0o0
+o0
L<1 = Zan konverguje (8)
n=1
+oo
L>1 = Zan diverguje 9)
n=1
8.4 Absolutni konvergence
Definice 8.12 (Absolutni konvergence)
+o00
Pokud konverguje fada Z |a,|, fikdme, ze fada ) a, konverguje absolutneé.
n=1 n=1

Poznamka. Konvergentnim tfadam, které nekonverguji absolutné fikame neabsolutné konver-
gentni.

Véta 8.13 N
Jestlize fada Z la,,| konverguje, pak konverguje i fada > a,.
n=1 n=1

Dikaz. Vyjdeme z nerovnosti
_|an| S (7% S |an|;

kterou upravime na
0 <lan| + an < 2|ay,).

Ze srovnavaciho kritéria dostdvame tvrzeni véty, nebot

Yoy il - ol

"='K ze srov. krit. K dle predp.

Dusledek 8.14
Kazda absolutné konvergentni fada je konvergentni.

Véta 8.15 (Riemann 1867)
Absolutné konvergentni rady davaji po prerovnani stejny soucet. Neabsolutné konvergentni
fady lze preusporadat tak, aby jejich soucet bylo libovolné realné ¢islo.
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8.5 Alternujici rady

Definice 8.16 (Alternujici fada)
< too
Radu > (—1)"*1b,, kde b, > 0 pro Vn € N nazyvdme alternujici fadou.
n=1
Véta 8.17 (Leibnizovo kritérium)
Necht {b,} je klesajici posloupnost kladnych éisel, tj. 0 < b,41 < b, pro Vn € N. Pak platf:

+oo
Z(—l)"”bn konverguje < lim b, =0.
— n—~+00

Diikaz.
1. ,,=*: Pifimo nutnd podminka konvergence.

2. ,,<="“: Budeme zkoumat posloupnost ¢astecnych souctu a to nejprve sudé a pak liché ¢leny.
Vsechny sudé ¢leny posloupnosti {s, } tvori rostouci posloupnost, nebot

Son = Sop—1 — bap = Sop—2 + bap—1 — bay, > Sop_o.
—_—

>0

Vsechny liché ¢leny posloupnosti {s,} tvoii naopak klesajici posloupnost, protoze

Son+1 = Son + bapy1 = Sop—1 + bapy1 — b2y < Sop—1.
—_—

<0

Posloupnost {ss,11} je navic zdola omezend 0 a proto existuje kone¢nd limita lim sg,41,
n—-+0o

kterou ozna¢me £. Stejnou limitu ma i rostouci posloupnost sudych ¢lenu
Sop = Sop—1 — bay, > €L —0=1/(
a protoze obé posloupnosti pokryvaji vsechny prvky posloupnosti {s,}, plati s, — ¢.
O
Veéta 8.18 (Odhad souctu alternujici rady)
Necht {b,} je klesajici posloupnost kladnych ¢isel takovou, ze b, — 0 a bud s € R soucet
+oo

alternujici fady s = > (—1)"*1b,. Potom plati

n=1
Sop < § < Sopr1 Vn €N

a navic n-ty ¢astecny soucet s, aproximuje s s presnosti b,y1, tj. |s — s,| < byi1 pro Vn € N.

Diikaz. Vyuzijeme vysledku predchoziho dukazu

Sont2 = Sop + bopg1 — b0 > 8o, TOSte koS

Song1 = Son—1 — ban + bany1 < S2, 1 klesd k s,

odkud
Son <8 < Sopg1 = Son +bpy1 & |5 — Son|| < bapia

Sont1 — bant2 = Songa <5 < Sopy1 &[S — Sont1]| < banyo.
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9 |Tayloruv polynom a Taylorova rada

9.1 Tayloriv polynom

Véta 9.1

Necht funkce f ma v bodé a koneénou derivaci fddu n, n € N. Pak existuje pravé jeden polynom
T, (x) stupné nejvyse n takovy, ze plati T,gk)(a) = f®)(a) pro véechna k = 0,1,2,...,n. Tento
polynom ma tvar

Definice 9.2 (Tayloruv polynom)
Polynom T,, z véty 9.1 se nazyva n-ty Tayloruv polynom funkce f v bodé a.

Definice 9.3 (Zbytek Taylorova polynomu)
Zbytek Taylorova polynomu je definovén pro vSechna x € Dy:

Veéta 9.4 (Taylorova o zbytku)
Necht f mé spojitou derivaci fadu n + 1 na intervalu [a, z] (nebo [z, a]) pro néjaké x € Dy .
Potom

R,(z) = %/f("ﬂ)(t)(x — )" dt,

t].

" k) (g ’
@) = ) + Ralw) = Y- L — a4 [0 - 0 a

k=0
Diikaz. Dukaz provedeme piimo. Aplikujeme metodu per partes na integral (pro k > 1)
L / FED ) (z — t)rEdt = ‘per partes‘ _1 [(:p —t)k k) (t)]x + ! /f(k)(t)(x — )" 1de
k! k! a (k=1) ’

a a

odkud vyjadiime ¢len v Taylorové polynomu (pro k& > 1)

T

®) (g ’
e —ap = s [ 1006 - otae— o [ 19w - ar,

Kl (k- 1)

a
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ktery dosadime piimo do definice zbytku R, (z)

’Vl

- %/f(”“)(t)(x —t)"dt.

O
Véta 9.5 (Odhad zbytku)
n+1
< n—+1 |x - CL| )
o)) < (amaxl o)) =0
Dikaz. Pro x > a plati:
Ro(a)] = ~ / SO ()@ — | < / FTD ()| — ¢mdE < (max f<n+1>(t)) |z = o™
" n! ~ nl —\T (n+ 1)~
Pro z < a se odhad provede analogicky s tim, zZe je tfeba si dat pozor na
[ o] < - [lgwiar
O

9.2 Taylorova rada

Definice 9.6 (Taylorova fada)
Necht f je nekonecéné diferencovatelnd v bodé a € Dy (tj. md koneéné derivace viech fddu v
bodé a) a necht pro x € I plati, ze lim R,(z) = 0. Pak lze Vz € I zkonstruovat nekoneénou

n—-+o00

+o0 (k)
— Z / k!(a> (z — a)*,
k=0

kterou nazyvame Taylorovou radou funkce f v bodé a. Mnozinu I nazyvame oborem konver-
gence Taylorovy (mocninné) fady.

radu

Pozndmka. Dilezité rozvoje funkei do Taylorovy (mocninné) fady:
+o00
1. e"=3 La" VreR.
n=0
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+o0o n
2. sin(m) = ZO (g;i)l)!ﬂ”“ Ve e R.

= (=" .2n
3. cos(x) = Zo o Ve eR.

+o0 n
4. m(14z) =Y EV0n vpe (—1,1).

n=1

10 |Mocninné rady

10.1 Konvergence

Definice 10.1 (Mocninné tada)

. +oo
Bud {a,} posloupnost redlnych ¢isel a zy € R. Rada > a,(z — z¢)" se nazyvd mocninnou
n=0

radou se stfedem v bodé xg.

. +oo

Rekneme, ze mocninnd tada > a,(x — ()" konverguje na mnoziné I, jestlize pro kazdé

n=0
+o0o
z € [ je ¢iselnd tfada Y an(z — x)™ konvergentni. Maximalni mnoziné I (ve smyslu inkluze)
n=0
pak fikame obor konvergence mocninné rady.
Veéta 10.2
Jestlize > a,(x — x¢)™ konverguje v bodé zy + z, z # 0, pak konverguje absolutné pro kazdé
n=0
“+o00
x € (xg — |2], o + |2]), tj. |z — 20| < |2|. Naopak, jestlize fada ) a,(z — ()" diverguje v bodé
n=0
+o00o
xo+y, pak pro kazdé x € (—oo, xo — |y|) U (xo+ |y|, +00), tj. |z —x0| > |y|, Tada > a,(x —x0)"
n=0
diverguje.
Véta 10.3 (O polomeéru konvergence)
+o00o
Pro kazdou mocninnou fadu ) a,(x — a)" existuje pravé jedno r, 0 < r < 400 tak, ze fada
n=0

1. Konverguje absolutné pro vsechna z takovd, ze |xt —a| <r
2. Diverguje pro vSechna x takova, ze |z —a| > r.

Definice 10.4 (Polomér konvergence)
Symbol r z Véty 10.3 nazyvame polomérem konvergence mocninné fady se stiedem v bodé a.

Veéta 10.5 (Cauchy-Hadamard)
+00

Polomér konvergence mocninné fady > a,(z — a)™ se spo¢itd vzorcem
n=0

1

r=——
lim sup {/|a,|

n—-+o0o

resp. 7 = 0 pokud lim sup {/|a,| = 400, resp. r = 400, pokud limsup {/|a,| =0

n—-+oo n—-+o0o
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10.2 Derivovani mocninnych rad
Véta 10.6 (Derivace mocninné rady)

+00
Jestlize > a,(z — a)" konverguje na (a —r,a + r), pak
n=0

% (Z an(x — a)”) = Znan(a: —a)"!

také konverguje na (a — r,a + 7).

10.3 Integrace mocninnych rad

Véta 10.7 (Integrace mocninnych tad)

+o0 oo
Necht f(z) = 3 an(z — )" konverguje na (zo — 7,20 + 7). Pak g(z) = > -2 (x — a)™*
n=0 n=0

konverguje na (a —r,a +r) a plati, ze [ f =g+ C, tj.

—+o0 “+00
a
. - " dr = n o n+1 i
/nz:;a(a: a)" dz ;n+1(x a)"" +C

10.4 Vlastnosti mocninnych rad a sc¢itani rad
Véta 10.8 (Abelova)

+o00
Necht f je souctovd funkce mocninné tady f(z) = > an(x — a)", kterd konverguje v bodé

a — 7, resp. a + r, kde r je jeji polomér konvergence. Pokud je f spojitd v a — r zprava, resp.
a + r zleva, pak mocninnd fada v tomto bodé konverguje k f(a — ), resp. f(a +r).

Véta 10.9
V oboru konvergence je mocninna fada Taylorovou fadou své souctové funkce.
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