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4.2 Symetrie v polárńıch souřadnićıch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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4.5 Vzdálenost v polárńıch souřadnićıch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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9.1 Taylor̊uv polynom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
9.2 Taylorova řada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2



10 Mocninné Řady 33
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1 Integrace racionálńıch funkćı

Definice 1.1 (Racionálńı funkce)
Racionálńı funkćı nazýváme funkci f = p

q
, kde p a q jsou polynomy.

Poznámka. Chceme spoč́ıtat
∫ p(x)

q(x)
dx umı́me-li spoč́ıtat

∫
dx

(x−a)k
,
∫

2x+b
(x2+bx+c)k

dx,
∫

dx
(x2+bx+c)k

.

Věta 1.2 (Rovnost polynomů)

Dva polynomy p(x) =
n∑

k=0

akx
k a q(x) =

m∑
k=0

bkx
k se na C (tj. i na R) rovnaj́ı právě tehdy, když

maj́ı stejný stupeň (n = m) a ak = bk pro všechna k = 0, 1, . . . , n.

Definice 1.3 (Ireducibilńı polynom nad R)
Polynom p nazýváme ireducibilńım nad R, pokud nemá žádný reálný kořen.

Poznámka. Polynom (ax2 + bx+ c)k je ireducibilńı nad R, právě když b2 − 4ac < 0.

Postup 1.4 (Postup integrace racionálńı funkce pomoćı rozkladu na parciálńı zlomky)

Postup integrace racionálńı funkce
∫ p(x)

q(x)
dx, kde st p < st q.

1. Faktorizace polynomu q na reálné kořenové činitele a ireducibilńı polynomy nad R:

q(x) = an

k∏
i=1

(x− ai)
ni

ℓ∏
i=1

(x2 + bix+ ci)
mi

2. Rozložeńı p(x)
q(x)

na parciálńı zlomky podle následuj́ıćıch pravidel:

(a) Faktor typu (x− a)n ve jmenovateli vede na parciálńı zlomky

A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+ · · ·+ An

(x− a)n
.

(b) Faktor typu (x2 + bx+ c)m ve jmenovateli vede na parciálńı zlomky

B1x+ C1

x2 + bx+ c
+

B2x+ C2

(x2 + bx+ c)2
+ · · ·+ Bmx+ Cm

(x2 + bx+ c)m
.

3. Neznámé koeficienty (viz Ai, Bi a Ci) v čitateĺıch všech parciálńıch zlomk̊u je nutné
spoč́ıtat pomoćı zpětného sloučeńı parciálńıch zlomk̊u na společný jmenovatel.

4. Porovnáńım výsledného polynomu v čitateli pomoćı věty 1.2 s p̊uvodńım polynomem p(x)
podle koeficient̊u u jednotlivých mocnin xk dostaneme soustavu lineárńıch rovnic.

5. Řešeńım soustavy lineárńıch rovnic dostaneme rozklad racionálńı funkce na parciálńı
zlomky.

6. Postupná integrace jednotlivých parciálńıch zlomk̊u.
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2 Zobecněný Riemann̊uv integrál

2.1 Definice a výpočet

Poznámka. Pro spojitou funkci f na intervalu [a, b] jsme v zimńım semestru definovali určitý

(vlastńı) Riemann̊uv integrál. V této kapitole budeme pro tento integrál použ́ıvat symbol R
b∫
a

.

Definice 2.1 (Zobecněný a nevlastńı Riemann̊uv integrál)

Bud’ −∞ ≤ a < b ≤ +∞. Necht’ pro funkci f plat́ı, že
(
∀x ∈ [a, b)

)(
∃R

x∫
a

f(t)dt
)
, resp.(

∀x ∈ (a, b]
)(
∃R

b∫
x

f(t)dt
)
. Existuje-li limita lim

x→b−
R

x∫
a

f(t)dt, resp. lim
x→a+

R
b∫
x

f(t)dt, nazýváme

tuto limitu zobecněným nebo nevlastńım (v př́ıpadě b = +∞, resp. a = −∞) Rieman-

novým integrálem, který znač́ıme
b∫
a

f(t)dt. Dále ř́ıkáme, že pokud je tato limita konečná,

integrál konverguje. V opačném př́ıpadě integrál diverguje.

Definice 2.2 (Kritický bod)

Bod a ∈ R ∪ {+∞}∪ {−∞} nazveme kritickým bodem integrálu
b∫
a

f(x)dx, kde b ∈ R, jestliže

a = +∞ nebo a = −∞ nebo a /∈ Df .

Definice 2.3
Bud’ funkce f spojitá na intervalu [a, b] kromě bodu c ∈ (a, b) a necht’ lim

x→c
|f(x)| = +∞.

Řekneme, že nevlastńı integrál
b∫
a

f konverguje, právě když konverguj́ı integrály
c∫
a

f a
b∫
c

f .

Věta 2.4 (Newtonova formule)

Bud’ −∞ ≤ a < b ≤ +∞. Necht’ ∃R
x∫
a

f(t)dt pro ∀x ∈ [a, b), resp. ∃R
b∫
x

f(t)dt pro ∀x ∈ (a, b].

Necht’ k funkci f existuje primitivńı funkce F na intervalu (a, b). Pokud existuje konečná limita

lim
x→a+

F (x), resp. lim
x→b−

F (x), pak integrál
b∫
a

f(t)dt konverguje a plat́ı

b∫
a

f(t)dt = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x).

Věta 2.5 (Metoda per partes)
Bud’ −∞ ≤ a < b ≤ +∞. Necht’ pro funkce fg′ a f ′g plat́ı:

(
∀x ∈ [a, b)

)(
∃R

x∫
a

f(t)g′(t)dt ∧ ∃R
x∫

a

f ′(t)g(t)dt
)
,

resp. (
∀x ∈ (a, b]

)(
∃R

b∫
x

f(t)g′(t)dt ∧ ∃R
b∫

x

f ′(t)g(t)dt
)
,

a necht’ existuj́ı a jsou konečné limity lim
x→a+

f(x)g(x), resp. lim
x→b−

f(x)g(x).
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Pokud existuje alespoň jeden z integrál̊u
b∫
a

f(t)g′(t)dt a
b∫
a

f ′(t)g(t)dt, potom existuje i druhý a

plat́ı:
b∫

a

f ′(t)g(t)dt = lim
x→b−

f(x)g(x)− lim
x→a+

f(x)g(x)−
b∫

a

f(t)g′(t)dt.

Věta 2.6 (Metoda substituce)

Bud’ b jediným kritickým bodem integrálu
b∫
a

f a necht’ pro funkce f a φ plat́ı:

1. f je spojitá na [a, b),

2. φ je ryze monotonńı a má spojitou derivaci na [α, β).

3. φ([α, β)) = [a, b) tak, že a = φ(α) a b = lim
ξ→β−

φ(ξ).

Potom plat́ı:
b∫

a

f(x)dx =

β∫
α

f (φ(t))φ′(t)dt.

2.2 Konvergence

Lemma 2.7 (Referenčńı integrály)
1∫
0

1
xpdx konverguje pro p < 1 a diverguje pro p ≥ 1.

+∞∫
1

1
xpdx konverguje pro p > 1 a diverguje pro p ≤ 1.

D̊ukaz. a) 0 je pro p > 0 kritický bod.

1∫
0

1

xp
= lim

x→0+

1∫
x

dt

tp
=


lim
x→0+

[
1

1−p
t1−p

]1
x
= 1

1−p
− lim

x→0+

1
1−p

x1−p =


1

1−p
p < 1

+∞ p > 1

lim
x→0+

[
ln t
]1
x
= +∞ p = 1

b) +∞ je kritický bod.

+∞∫
1

1

xp
= lim

x→+∞

x∫
1

dt

tp
=


lim

x→+∞

[
1

1−p
t1−p

]x
1
= − 1

1−p
+ lim

x→+∞
1

1−p
x1−p =


+∞ p < 1

− 1
1−p

p > 1

lim
x→+∞

[
ln t
]x
1
= +∞ p = 1

Věta 2.8 (Základńı srovnávaćı kritérium konvergence (ZSK))

Bud’ b jediným kritickým bodem integrál̊u
b∫
a

f a
b∫
a

g. Necht’ ∃R
x∫
a

f a ∃R
x∫
a

g pro ∀x ∈ [a, b) a

0 ≤ f(x) ≤ g(x) pro ∀x ∈ (a, b). Potom
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1.
b∫
a

g konverguje ⇒
b∫
a

f konverguje,

2.
b∫
a

f diverguje ⇒
b∫
a

g diverguje.

D̊ukaz. Označme integrály jakožto funkce horńı meze F (x) = R
x∫
a

f(t)dt a G(x) = R
x∫
a

g(t)dt,

kde snadno nahlédneme, že 0 ≤ F (x) < G(x) pro ∀x ∈ (a, b).

1. Ukážeme, že lim
x→b−

F (x) existuje a je konečná. Funkce F je spojitá a nerostoućı funkce,

protože je definovaná jako funkce horńı meze integrálu z nezáporné funkce f . Odtud plyne,
že limita lim

x→b−
F (x) existuje a to bud’ konečná nebo nekonečná. Nekonečná být nemůže,

neb dle předpokladu lim
x→b−

G(x) konverguje.

2.
b∫
a

f diverguje, proto lim
x→b−

F (x) = +∞. Z nerovnosti F (x) < G(x) a limitńıho přechodu

lim
x→b−

plyne lim
x→b−

G(x) = +∞.

Věta 2.9 (Limitńı srovnávaćı kritérium konvergence (LSK))

Bud’ b jediným kritickým bodem integrál̊u
b∫
a

f a
b∫
a

g. Necht’ ∃R
x∫
a

f a ∃R
x∫
a

g pro ∀x ∈ [a, b) a

f(x) ≥ 0 a g(x) ≥ 0 pro ∀x ∈ (a, b). Necht’ existuje limita lim
x→b−

f(x)
g(x)

= c ∈ R ∪ {+∞}.
Potom plat́ı:

1. Pokud 0 < c < +∞, pak
b∫
a

f konverguje ⇔
b∫
a

g konverguje.

2. Pokud c > 0, pak
b∫
a

g diverguje ⇒
b∫
a

f diverguje.

3. Pokud c < +∞, pak
b∫
a

g konverguje ⇒
b∫
a

f konverguje.

3 Kuželosečky

3.1 Kartézský systém souřadnic v R2

Poznámka. Kartézský systém souřadnic (O, x, y). Posunut́ı (přechod) do systému (O′, x′, y′),
kde O′ = [x0, y0] transformacemi

x = x0 + x′,

y = y0 + y′.

Definice 3.1 (Vzdálenost bod̊u)
Vzdálenost dvou bod̊u A = [xA, yA] a B = [xB, yB]:

d(A,B) =
√

(xA − xB)2 + (yA − yB)2.
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Definice 3.2 (Vzdálenost bodu a př́ımky)
Vzdálenost bodu A = [xA, yA] a př́ımky p:

d(p,A) = min
B∈p

d(A,B).

Věta 3.3 (Vzdálenost př́ımky od počátku)
Vzdálenost př́ımky p : ax+ by + c = 0 od počátku O = [0, 0] je dána výrazem

d(p,O) =
|c|√

a2 + b2
.

D̊ukaz. Vzdálenost počátku O od př́ımky p se realizuje na kolmici. Sestroj́ıme proto kolmici q
k př́ımce p, která procháźı počátkem a změř́ıme vzdálenost bodu A pr̊uniku př́ımek p a q od O.

Připomeňme, že koeficienty a a b tvoř́ı normálový (kolmý) vektor k př́ımce p. Proto př́ımku
q hledáme ve tvaru q : bx − ay + d = 0 neb vektor (b,−a) je kolmý na (a, b). Nyńı stač́ı určit
koeficient d podle podmı́nky O ∈ q, odkud d = 0.

Daľśım krokem je nalezeńı pr̊useč́ıku A = [xA, yA] př́ımek p a q. Řešeńım rovnic

axA + byA + c = 0

bxA − ayA = 0.

dostaneme souřadnice pr̊useč́ıku

xA = − ac

a2 + b2
, yA = − bc

a2 + b2
.

Nakonec spoč́ıtáme vzdálenost bodu A od počátku O

d(p,O) = d(O,A) =

√
a2c2 + b2c2
√
a2 + b2

2 =
|c|√

a2 + b2
.

Důsledek 3.4 (Vzdálenost př́ımky od bodu)
Vzdálenost př́ımky p : ax+ by + c = 0 od bodu B = [xB, yB] je dána výrazem

d(p,B) =
|axB + byB + c|√

a2 + b2
.

D̊ukaz. Použijeme výsledek Věty 3.3, pro který posuneme počátek pomocné soustavy souřadné
(O′, x′, y′) do boduB, tj. počátekO′ má v p̊uvodńı souřadné soustavě souřadniceO′ = B = [xB, yB].
Transformačńı vztahy posunut́ı (O, x, y)→ (O′, x′, y′) jsou

x = xB + x′,

y = yB + y′.

Př́ımka p má tedy v čárkované soustavě rovnici p : a(xB + x′) + b(yB + y′) + c = 0, tj.

p : ax′ + by′ + axB + byB + c︸ ︷︷ ︸
ozn. c′

= 0.

Podle Věty 3.3 je vzdálenost počátku O′ od př́ımky p (vyjádřené v čárkované soustavě)

d(O′, p) =
|c′|√
a2 + b2

=
|axB + byB + c|√

a2 + b2
.
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3.2 Kružnice a elipsa

Definice 3.5 (Kružnice)
Kružnice se středem v bodě S o poloměru r > 0

K = {A : d(A, S) = r} .

Poznámka. Necht’ S = [x0, y0] a bod A = [x, y]. Pak A ∈ K když d(A, S) = r, tj.

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 = r2.

Definice 3.6 (Elipsa)
Elipsa s ohnisky F1 a F2 a délkou hlavńı poloosy a

E = {A : d(A,F1) + d(A,F2) = 2a} ,

kde střed S se nacháźı v polovině úsečky F1F2 a 2a > d(F1, F2) ≥ 0.

Poznámka. Necht’ S = [0, 0], F1 = [−e, 0], F2 = [e, 0], tj. hlavńı poloosa je ve směru osy x.
Č́ıslo e nazýváme excentricita (výstřednost). Rovnici všech bod̊u A = [x, y] ∈ E dostaneme z
definičńı rovnice

d(A,F1) + d(A,F2) = 2a

pomoćı algebraických manipulaćı ve tvaru

x2

a2
+

y2

b2
= 1,

kde mezi koeficienty a, b a e plat́ı z Pythagorovy věty

e2 + b2 = a2.

Koeficient b se nazývá vedleǰśı poloosa (b < a).Vrcholy elipsy se nacházej́ı v bodech V1,2 =
[x0 ± a, y0], V3,4 = [x0, y0 ± b].

Analogicky lze odvodit rovnici pro elipsu s hlavńı poloosou ve směru osy y.

Věta 3.7 (Rovnice elipsy)
Rovnice elipsy se středem v bodě S = [x0, y0], excentricitou e a hlavńı poloosou a ve směru osy
x

(x− x0)
2

a2
+

(y − y0)
2

b2
= 1.
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Rovnice elipsy se středem v bodě S = [x0, y0], excentricitou e a hlavńı poloosou a ve směru osy
y

(x− x0)
2

b2
+

(y − y0)
2

a2
= 1.

Pro parametry a, b a e plat́ı e2 + b2 = a2.

D̊ukaz. Plyne z definice a předchoźı poznámky. Vrcholy V1,2 = [x0± a, y0], V3,4 = [x0, y0± b]. V
prvńım př́ıpadě, F1,2 = [x0 ± e, y0]. V druhém pak F1,2 = [x0, y0 ± e].

3.3 Hyperbola

Definice 3.8 (Hyperbola)
Hyperbola s ohnisky F1 a F2 a délkou reálné poloosy a > 0

H =
{
A :
∣∣∣d(A,F1)− d(A,F2)

∣∣∣ = 2a
}
,

kde střed S se nacháźı v polovině úsečky F1F2 a 2a < d(F1, F2).

Poznámka. Necht’ S = [0, 0], F1 = [−e, 0], F2 = [e, 0] (e–excentricita), tj. reálná poloosa a je ve
směru osy x. Rovnici všech bod̊u A = [x, y] ∈ H odvod́ıme z definičńı rovnice∣∣∣d(A,F1)− d(A,F2)

∣∣∣ = 2a,

kterou je též možné zapsat ve tvaru

d(A,F1)− d(A,F2) = ±2a,
který vyjadřuje obě větve hyperboly (pro x > 0 i x < 0). Po dosazeńı za definici vzdálenosti
bod̊u jednu z odmocnin převedeme na druhou stranu rovnice√

(x+ e)2 + y2 −
√

(x− e)2 + y2 = ±2a
a umocńıme na druhou

(x+ e)2 + y2 = (x− e)2 + y2 ± 4a
√

(x− e)2 + y2 + 4a2.

Tuto rovnici uprav́ıme a umocńıme na druhou

x2(e2 − a2)− a2y2 = a2(e2 − a2).

Dle předpokladu je 0 < 2a < d(F1, F2) = 2e, proto a < e a můžeme zavést parametr b2 = e2−a2,
který nazveme imaginárńı poloosou. Celkem rovnici hyperboly zapisujeme ve tvaru

x2

a2
− y2

b2
= 1.

Vrcholy hyperboly se nacházej́ı v bodech V1,2 = [±a, 0].
Analogicky lze odvodit rovnici pro hyperbolu s reálnou poloosou ve směru osy y.

Věta 3.9 (Rovnice hyperboly)
Rovnice hyperboly se středem v bodě S = [x0, y0], excentricitou e a reálnou poloosou a ve
směru osy x

(x− x0)
2

a2
− (y − y0)

2

b2
= 1.

Rovnice hyperboly se středem v bodě S = [x0, y0], excentricitou e a reálnou poloosou a ve
směru osy y

−(x− x0)
2

b2
+

(y − y0)
2

a2
= 1.

Pro parametry a, b a e plat́ı e2 = a2 + b2.
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D̊ukaz. Plyne z definice a předchoźı poznámky. V prvńım př́ıpadě, F1,2 = [x0 ± e, y0] a V1,2 =
[x0 ± a, y0]. V druhém pak F1,2 = [x0, y0 ± e] a V1,2 = [x0, y0 ± a].

Věta 3.10 (Asymptoty hyperboly)
Hyperbola o rovnici

(x− x0)
2

a2
− (y − y0)

2

b2
= 1

má v ±∞ asymptoty

y = y0 ±
b

a
(x− x0).

D̊ukaz. Z rovnice hyperboly umı́me vyjádřit dva funkčńı předpisy

f1,2(x) = y0 ±
√

b2

a2
(x− x0)2 − b2,

které popisuj́ı horńı (y > y0) a spodńı (y < y0) část grafu hyperboly. Snadno nahlédneme, že

lim
x→∞

√
b2

a2
(x− x0)2 − b2 − b

a
(x− x0) = 0.

3.4 Parabola

Definice 3.11 (Parabola)
Parabola s ohniskem F a ř́ıd́ıćı př́ımkou p

P = {A : d(A,F ) = d(A, p)} .

Vrchol paraboly V se nacháźı v polovině vzdálenosti d(F, p) od ohniska F na normále k ř́ıd́ıćı
př́ımce procházej́ıćı ohniskem F .

Poznámka. Necht’ V = [0, 0], F = [0, e], p : y = −e a e > 0, tj. parabola je otevřena v kladném
směru osy y. Rovnici všech bod̊u A = [x, y] ∈ P dostaneme z definičńı rovnice

d(A,F ) = d(A, p),

tj. √
x2 + (y − e)2 =

√
(y + e)2,

odkud pomoćı algebraických manipulaćı dostaneme rovnici paraboly ve tvaru

x2 = 4ey.

Analogicky lze odvodit rovnici pro parabolu otevřenou v kladném směru osy x: y2 = 4ex.
Pokud e < 0, je parabola otevřena v záporném směru os.

Věta 3.12 (Rovnice paraboly)
Parabola s vrcholem v bodě V = [x0, y0] a excentricitou e položená v kladném (e > 0) nebo
záporném (e < 0) směru osy x má rovnici

(y − y0)
2 = 4e(x− x0).

Parabola s vrcholem v bodě V = [x0, y0] a excentricitou e položená v kladném (e > 0) nebo
záporném (e < 0) směru osy y má rovnici

(x− x0)
2 = 4e(y − y0).
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4 Polárńı souřadnice

4.1 Definice

Poznámka. Kartézské souřadnice bodu znač́ıme v této kapitole indexem k, např. A = [x, y]k;
nově definované polárńı souřadnice pak indexem p, např. A = [r, φ]p.

Definice 4.1 (Polárńı souřadnice)
Bod [r, φ]p v polárńıch souřadnićıch lež́ı ve vzdálenosti |r| od pólu [0, 0]k na polopř́ımce sv́ıraj́ıćı
s polárńı osou úhel φ, pokud r > 0; úhel φ+ π, pokud r < 0 nebo libovolný úhel, pokud r = 0.

Poznámka. Základńı vlastnosti polárńıch souřadnic:

1. Nejednoznačnost [r, φ]p = [r, φ+ 2kπ]p pro ∀k ∈ Z.

2. Počátek (=pól) [0, 0]k = [0, φ]p pro ∀φ ∈ R.

3. [r, φ+ π]p = [−r, φ]p.

Věta 4.2 (Vztah polárńıch a kartézských souřadnic)
Bod [r, φ]p v polárńıch souřadnićıch je bod [x, y]k v kartézských souřadnićıch, když plat́ı

x = r cosφ,

y = r sinφ.

D̊ukaz. 1. r = 0: [0, 0]k = [0, φ]p pro ∀φ ∈ R a proto obě rovnosti plat́ı.

2. r > 0: x = r cosφ, y = r sinφ udávaj́ı polohu bodu na kružnici, tj. x2 + y2 = r2.

3. r < 0: [r, φ]p = [−r, φ+π]p, přičemž −r > 0 můžeme pro tuto volbu použ́ıt předchoźı, již
dokázaný, bod:

x = −r cos(φ+ π) = −r(cosφ cos π − sinφ sin π) = r cosφ,

y = −r sin(φ+ π) = −r(sinφ cosπ + cosφ sin π) = r sinφ.

Důsledek 4.3 (Inverzńı vztah polárńıch a kartézských souřadnic)

• Pro x ̸= 0 plat́ı φ = arctg y
x
a r2 = x2 + y2.

• Pro y ̸= 0 plat́ı φ = arccotg x
y
a r2 = x2 + y2.

• Pro x = 0 a y = 0 je φ ∈ R a r = 0.

4.2 Symetrie v polárńıch souřadnićıch

Definice 4.4 (Symetrie v polárńıch souřadnićıch)
Řekneme, že křivka L je symetrická podle

• osy x, plat́ı-li [r,−φ]p ∈ L ⇔ [r, φ+ 2kπ]p ∈ L pro ∀φ a ∀k ∈ Z;

• osy y, plat́ı-li [r, π − φ]p ∈ L ⇔ [r, φ+ 2kπ]p ∈ L pro ∀φ a ∀k ∈ Z;

• pólu O (počátku), plat́ı-li [−r, φ]p ∈ L ⇔ [r, φ+ 2kπ]p ∈ L pro ∀φ a ∀k ∈ Z.
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Lemma 4.5
Je-li křivka zároveň symetrická dle osy x a osy y, pak je symetrická dle počátku.

D̊ukaz. Podle definice symetrie dle počátku chceme ukázat, že plat́ı

[r, φ]p ∈ L ⇔ [−r, φ]p ∈ L.
Vyjdeme z levé strany:

[r, φ]p ∈ L ⇔︸ ︷︷ ︸
sym. dle x

[r,−φ]p ∈ L ⇔︸ ︷︷ ︸
(⋆)

[−r, π − φ]p ∈ L ⇔︸ ︷︷ ︸
sym. dle y

[−r, φ]p ∈ L,

kde jsme symbolem (⋆) označili použit́ı vlastnosti polárńıch souřadnic

[−R, ϕ]p = [R, ϕ+ π]p

pro R := −r a ϕ := −φ.

4.3 Př́ıklady křivek v polárńıch souřadnićıch

Archimedova spirála {[r, φ]p : r = φ, φ ≥ 0} {[r, φ]p : r = 1− 2 cosφ}

Kardioida (srdcovka) r = 1 + cos(φ) Kardioida (srdcovka) r = 1 + sin(φ)
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Kardioida (srdcovka) r = 1− cos(φ) Kardioida (srdcovka) r = 1− sin(φ)

Ulita r = 1 + 2 sin(φ) Ulita r = 1 + 4 sin(φ)

Ulita r = 1 + 8 sin(φ) Ulita r = 1 + 4 cos(φ)
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{[r, φ]p : r = cos(2φ)} {[rφ]p : r2 = cos 2φ}

4.4 Výpočet plochy v polárńıch souřadnićıch

Věta 4.6 (Výpočet plochy)
Mějme spojitou funkci r = ρ(φ), která na [α, β] neměńı znameńı. Potom plocha ve výseči od α

do β je A = 1
2

β∫
α

(ρ(φ))2 dφ.

D̊ukaz. Necht’ bez újmy na obecnosti (BÚNO) je ρ ≥ 0 na [α, β]. Uvažujme rozděleńı

σ = {α = φ0 < φ1 < · · · < φn−1 < φn = β}

intervalu [α, β] a označme

mk = min{ρ(φ) : φ ∈ [φk−1, φk]}, Mk = max{ρ(φ) : φ ∈ [φk−1, φk]}.

Potom obsahy Ak plošky {[r, φ]p : φ ∈ [φk−1, φk]∧ 0 ≤ r ≤ ρ(φ)} se daj́ı ∀k odhadnout dolńı a
horńı kruhovou výseč́ı

1

2
m2

k(φk − φk−1) ≤ Ak ≤
1

2
M2

k (φk − φk−1).

Tato nerovnost ovšem plat́ı pro všechna rozděleńı σ, proto celkovou plochu A =
∑
k

Ak lze podle

Riemannovy definice určitého integrálu spoč́ıtat vzorcem A = 1
2

β∫
α

ρ2(φ)dφ.

Věta 4.7
Mějme spojité funkce ρ1(φ) ≥ ρ2(φ) pro ∀φ ∈ [α, β]. Potom plocha ve výseči od α do β mezi

těmito funkcemi je A = 1
2

β∫
α

(ρ1(φ))
2 − (ρ2(φ))

2 dφ.

4.5 Vzdálenost v polárńıch souřadnićıch

Věta 4.8 (Kosinová věta)
Vzdálenost dvou bod̊u A = [rA, φA]p a B = [rB, φB]p je:

d(A,B)2 = r2A + r2B − 2rArB cos(φB − φA).

15



D̊ukaz. Vyjdeme z definice vzdálenosti dvou bod̊u A = [xA, yA]k a B = [xB, yB]k v kartézských
souřadnićıch a přejdeme do souřadnic polárńıch pomoćı Věty 4.2
d(A,B)2 = (xA − xB)

2 + (yA − yB)
2 =

r2A cos2 φA − 2rArB cosφA cosφB + r2B cos2 φB + r2A sin2 φA − 2rArB sinφA sinφB + r2B sin2 φB =
r2A + r2B − 2rArB cosφA cosφB − 2rArB sinφA sinφB = r2A + r2B − 2rArB cos(φA − φB)

5 Křivky dané parametricky

5.1 Definice a př́ıklady křivek a jejich parametrizace

Definice 5.1 (Křivka daná parametricky)
Necht’ X = X(t) a Y = Y (t) jsou funkce diferencovatelné na (α, β) a spojité na [α, β]. Pak
množinu bod̊u

{[X(t), Y (t)] ∈ R2 : t ∈ [α, β]},
nazvýváme křivkou danou parametricky.

Descart̊uv list {[x, y]k : x3 + y3 = axy}. Pa-
rametrizace x(t) = a cos

2
3 t a y(t) = a sin

2
3 t.

Dosad́ıme: a3 = 3a(cos t sin t)
2
3 .

Asteroida {[x, y]k : x
2
3 + y

2
3 = a

2
3} Parametri-

zace x(t) = a cos3 t a y(t) = a sin3 t.
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Cykloida {[x, y]k : x(t) = a(t− sin t), y(t) = a(1− cos t), t ≥ 0}

5.2 Tečny ke křivce dané parametricky

Poznámka. Pro derivaci funkćı podle parametru (typicky t je ve fyzice čase apod.) se často
použ́ıvá značeńı derivaćı tečkou: d

dt
X(t) = Ẋ(t), d

dt
Y (t) = Ẏ (t).

Věta 5.2 (Rovnice tečny)
Mějme křivku {[X(t), Y (t)] : t ∈ [α, β]} a necht’ pro t0 ∈ (α, β) je alespoň jedna z derivaćı
Ẋ(t0) a Ẏ (t0) nenulová. Pak rovnice tečny ke křivce v bodě [X(t0), Y (t0)] je

Ẏ (t0)(x−X(t0)) = Ẋ(t0)(y − Y (t0)).

D̊ukaz. 1. Necht’ Ẋ(t0) ̸= 0:
Sestroj́ıme sečnu s procházej́ıćı bodem [X(t0), Y (t0)] a nějakým bĺızkým bodem [X(t0 +
h), Y (t0 + h)] (h > 0 malé) a pomoćı limitńıho přechodu h → 0 źıskáme rovnci tečny
t : y = kx+ q. Směrnice ks takové sečny má rovnici

ks(h) =
Y (t0 + h)− Y (t0)

X(t0 + h)−X(t0)
.

Provedeme-li limitńı přechod h→ 0, dostaneme směrnici tečny k v bodě [X(t0), Y (t0)]:

k = lim
h→0

ks(h) = lim
h→0

Y (t0 + h)− Y (t0)

X(t0 + h)−X(t0)
= lim

h→0

Y (t0 + h)− Y (t0)

X(t0 + h)−X(t0)

h

h
=

Ẏ (t0)

Ẋ(t0)

Koeficient q vypoč́ıtáme po dosazeńı bodu [x(t0), y(t0)] do rovnice tečny

q = Y (t0)− kX(t0) = Y (t0)−
Ẏ (t0)

Ẋ(t0)
X(t0).

Odtud dostáváme tvrzeńı věty.

2. Je-li Ẋ(t0) = 0, pak X(t) = X(t0) a podle předpoklad̊u je nutně Ẏ (t0) ̸= 0. Dostáváme
tedy vertikálńı tečnu o rovnici x = X(t0).
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5.3 Plocha v křivce dané parametricky

Věta 5.3 (Plocha v křivce)
Necht’ {[X(t), Y (t)] : t ∈ [α, β]} je křivka daná parametricky a necht’ X je prostá, Ẋ spojitá a
Y ≥ 0 na [α, β]. Potom plocha vymezená křivkou a osou x je dána vzorcem

A =

β∫
α

Y (t)Ẋ(t)dt.

D̊ukaz. Protože X(t) je prostá funkce, existuje k ńı inverzńı funkce X−1 a vztah x = X(t)
lze invertovat na t = X−1(x). Křivku v parametrickém popisu můžeme zároveň uvažovat jako
křivku danou grafem funkce f s předpisem

f(x) := Y (t) = Y (X−1(x)).

Plocha pod grafem funkce f je

A =

b∫
a

f(x)dx,

kde meze a a b jsou dány obrazem bod̊u α a β:

a := X(α), b := X(β).

Dále zpětně provedeme substituci x = X(t) a dostaneme tvrzeńı věty:

A =

b∫
a

f(x)dx =

β∫
α

f(X(t))Ẋ(t)dt =

β∫
α

Y (X−1(X(t)))Ẋ(t)dt =

β∫
α

Y (t)Ẋ(t)dt.

5.4 Délka křivky dané parametricky

Věta 5.4 (Délka parametrické křivky)
Necht’ Ẋ a Ẏ jsou spojité funkce na [α, β]. Délka křivky dané parametricky je dána vzorcem

L =

β∫
α

√
(Ẋ(t))2 + (Ẏ (t))2dt.

Věta 5.5 (Délka křivky v polárńıch souřadnićıch)
Necht’ r a ṙ jsou spojité funkce na [α, β]. Délka křivky v polárńıch souřadnićıch

L =

β∫
α

√
r2(φ) + ṙ2(φ)dφ.

D̊ukaz. Ve Větě 5.4 přejdeme do polárńıch souřadnic vztahy

X(φ) = r(φ) cosφ,

Y (φ) = r(φ) sinφ,

pro které plat́ı
Ẋ2 + Ẏ 2 = r2 + ṙ2.
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5.5 Objem a povrch rotuj́ıćı křivky dané parametricky

Věta 5.6 (Objem křivky rotuj́ıćı okolo osy x)
Necht’ {[X(t), Y (t)] : t ∈ [α, β]} je křivka daná parametricky a necht’ X je prostá, Ẋ spojitá
a Y ≥ 0 na [α, β]. Potom objem tělesa, které vznikne rotaćı křivky dané parametricky okolo
osy x je dán vzorcem

V = π

β∫
α

Y 2(t)Ẋ(t)dt.

Věta 5.7 (Objem křivky rotuj́ıćı okolo osy y)
Necht’ {[X(t), Y (t)] : t ∈ [α, β]} je křivka daná parametricky a necht’ Y je prostá, Ẏ spojitá
a X ≥ 0 na [α, β]. Potom objem tělesa, které vznikne rotaćı křivky dané parametricky okolo
osy y je dán vzorcem

V = π

β∫
α

X2(t)Ẏ (t)dt.

Věta 5.8 (Povrch křivky rotuj́ıćı okolo osy x)
Necht’ {[X(t), Y (t)] : t ∈ [α, β]} je křivka daná parametricky a necht’ X je prostá, Ẋ a Ẏ spojité
a Y ≥ 0 na [α, β]. Potom povrch tělesa, které vznikne rotaćı křivky dané parametricky okolo
osy x je dán vzorcem

P = 2π

β∫
α

Y (t)

√
(Ẋ(t))2 + (Ẏ (t))2 dt.

Věta 5.9 (Povrch křivky rotuj́ıćı okolo osy y)
Necht’ {[X(t), Y (t)] : t ∈ [α, β]} je křivka daná parametricky a necht’ Y je prostá, Ẋ a Ẏ spojité
a X ≥ 0 na [α, β]. Potom povrch tělesa, které vznikne rotaćı křivky dané parametricky okolo
osy y je dán vzorcem

P = 2π

β∫
α

X(t)

√
(Ẋ(t))2 + (Ẏ (t))2 dt.

6 Supremum a infimum

Definice 6.1 (Spočetná množina)
Řekneme, že množina M je spočetná právě tehdy, když existuje funkce f : N → M , která je
prostá a na, tj. f(N) = M .

Definice 6.2 (Supremum)
Nejmenš́ı horńı závora množiny M se nazývá supremum M a znač́ı supM .

Definice 6.3 (Infimum)
Největš́ı dolńı závora množiny M se nazývá infimum M a znač́ı infM .

Věta 6.4 (O existenci suprema a infima)
Každá neprázdná shora, resp. zdola omezená množinaM ⊂ Rmá své supremum, resp. infimum.

Věta 6.5 (O bĺızkosti suprema k M)
Bud’ s = supM . Pak (∀ε > 0)(∃x ∈M)(s− ε < x ≤ s).
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D̊ukaz. Nerovnost x ≤ s plyne rovnou z definice suprema neb s je horńı závora.
Nerovnost s− ε < x dokážeme sporem. Necht’ ∃ε > 0 tak, že ∀x s− ε ≥ x. To je rovnou spor s
t́ım, že s je nejmenš́ı horńı závora a přitom s− ε je ještě menš́ı než s.

Věta 6.6 (O bĺızkosti infima k M)
Bud’ i = infM . Pak (∀ε > 0)(∃x ∈M)(i ≤ x < i+ ε).

D̊ukaz. Důkaz se provede podobně jako v předchoźı větě.

Věta 6.7 (O supremu)
Bud’ M neprázdná a shora omezená množina. Potom existuje právě jedno č́ıslo s takové, že
plat́ı:

1. vlastnost suprema : (∀x ∈M)(x ≤ s).

2. vlastnost suprema : (∀s′ ∈ R)(s′ < s)(∃x ∈M)(s′ < x).

Věta 6.8 (O infimu)
Bud’ M neprázdná a zdola omezená množina. Potom existuje právě jedno č́ıslo i takové, že
plat́ı:

1. vlastnost infima : (∀x ∈M)(x ≥ i).

2. vlastnost infima : (∀i′ ∈ R)(i′ > i)(∃x ∈M)(i′ > x).

7 Posloupnosti reálných č́ısel

7.1 Definice

Definice 7.1 (Č́ıselná posloupnost)
Posloupnost reálných č́ısel je funkce a : N → R. Hodnota posloupnosti pro dané n ∈ N se
nazývá člen posloupnosti a je možné jej značit stejně jako hodnotu funkce v bodě, tj. a(n).
Obvykle však budeme použ́ıvat značeńı an.

Definice 7.2 (Monotonie posloupnosti)
Řekneme, že posloupnost {an} je

1. ostře rostoućı ⇔ an < an+1 pro ∀n ∈ N,

2. rostoućı (neklesaj́ıćı) ⇔ an ≤ an+1 pro ∀n ∈ N,

3. ostře klesaj́ıćı ⇔ an > an+1 pro ∀n ∈ N,

4. klesaj́ıćı (nerostoućı) ⇔ an ≥ an+1 pro ∀n ∈ N.

Definice 7.3 (Omezenost posloupnosti)
Řekneme, že posloupnost {an} je

1. omezená shora ⇔ (∃K ∈ R)(an ≤ K) pro ∀n ∈ N,

2. omezená zdola ⇔ (∃K ∈ R)(an ≥ K) pro ∀n ∈ N,

3. omezená ⇔ (∃K > 0)(|an| ≤ K) pro ∀n ∈ N.

Poznámka. Vlastnosti funkce f : R+ → R se daj́ı použ́ıt i na posloupnost an = f(n), n ∈ N.
Pokud např. funkce f ostře klesá, pak i posloupnost f(n) ostře klesá. Pozor, obráceně to neplat́ı.
Např. posloupnost an = sin π

n+1
je klesaj́ıćı, ale funkce f(x) = sin π

x
neńı monotonńı.
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7.2 Limita posloupnosti

Definice 7.4 (Limita posloupnosti)

lim
n→+∞

an = ℓ ⇔ (∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(|an − ℓ| < ε)

lim
n→+∞

an = +∞ ⇔ (∀α > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(an > α)

lim
n→+∞

an = −∞ ⇔ (∀α > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(an < −α)

Věta 7.5 (O jednoznačnosti limity)
lim

n→+∞
an = ℓ ∧ lim

n→+∞
an = m⇒ ℓ = m.

D̊ukaz. Důkaz provedeme sporem podobně jako v př́ıpadě d̊ukazu jednoznačnosti limity v
prvńım semestru.

Sporem: ℓ ̸= m a zvolme ε = 1
2
|ℓ−m| > 0. Pak plat́ı

0 < ε =
1

2
|ℓ−m| = 1

2
|ℓ− an + an −m| ≤ 1

2
|ℓ− an|+

1

2
|m− an|

Z definice lim
n→+∞

an = ℓ, resp. lim
n→+∞

an = m plat́ı, že ∃n1, resp. ∃n2 tak, že |ℓ − an| < ε pro

∀n > n1, resp. |m− an| < ε pro ∀n > n2. Zvolme n0 = max{n1, n2}, pak

0 < ε ≤ 1

2
|ℓ− an|+

1

2
|m− an| <

1

2
ε+

1

2
ε = ε.

A to je spor.

Definice 7.6 (Konvergence posloupnosti)
Posloupnost maj́ıćı konečnou limitu se nazývá konvergentńı, v opačném př́ıpadě divergentńı.

Věta 7.7
Každá konvergentńı posloupnost je omezená.

D̊ukaz. Necht’ an → ℓ.

1. Je-li ℓ = 0, pak pro libovolné ε > 0 existuje z definice limity takové n0, že |an| < ε pro
∀n > n0. Omezuj́ıćı konstantu K > 0 pak stač́ı zvolit jako

K = max{ε, a1, a2, . . . , an0−1, an0}.

2. V př́ıpadě, že ℓ ̸= 0, použijeme pomocnou posloupnost bn = an − ℓ, pro kterou plat́ı
bn → 0 a tud́ıž použijeme předchoźı výsledek d̊ukazu, že je omezená nějakou konstantou
K > 0. Tvrzeńı pak plyne z použit́ı trojúhelńıkové nerovnosti:

|an| = |an + ℓ− ℓ| ≤ |an + ℓ|+ |ℓ| ≤ K + |ℓ| =: C,

tj. existuje omezuj́ıćı konstanta C > 0.

Důsledek 7.8
Každá neomezená posloupnost diverguje.

Věta 7.9 (Supremum / infimum jako limita posloupnosti)
Omezená neklesaj́ıćı, resp. nerostoućı posloupnost konverguje k nejmenš́ı horńı, resp. největš́ı
dolńı závoře.
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7.3 Limes superior a limes inferior

Definice 7.10 (Vybraná posloupnost)
Řekneme, že posloupnost {bn} je vybraná z posloupnosti {an} právě tehdy, když existuje ostře
rostoućı posloupnost index̊u {kn} ⊂ N, lim

n→+∞
kn = +∞, taková, že bn = akn pro ∀n ∈ N.

Definice 7.11 (Hromadná hodnota posloupnosti)
Bod a ∈ R ∪ {+∞,−∞} nazveme hromadnou hodnotou posloupnosti {an} právě tehdy, když
existuje posloupnost {akn} vybraná z {an}, pro kterou

lim
n→+∞

akn = a.

Věta 7.12
Každá posloupnost má hromadnou hodnotu, přičemž množina všech hromadných hodnot má
sv̊uj největš́ı i nejmenš́ı prvek (připoušt́ıme i ±∞).

Definice 7.13 (Limes superior)
Největš́ı hromadnou hodnotu posloupnosti {an} nazýváme limes superior a značime lim sup

n→+∞
an.

Definice 7.14 (Limes inferior)
Nejmenš́ı hromadnou hodnotu posloupnosti {an} nazýváme limes inferior a značime lim inf

n→+∞
an.

Věta 7.15
Pro každou reálnou posloupnost {an} plat́ı

lim
n→+∞

an = ℓ ⇔ lim sup
n→+∞

an = lim inf
n→+∞

an = ℓ.

7.4 Poč́ıtáńı limit

Věta 7.16 (Poč́ıtáńı limit)
Necht’ an → ℓ, bn → m a α ∈ R. Pak plat́ı

• an + bn → ℓ+m,

• αan → αℓ,

• anbn → ℓm,

• an
bn
→ ℓ

m
,

maj́ı-li výrazy na pravých stranách smysl (nejsou IND).

Věta 7.17
an → l ⇔ (an − l)→ 0 ⇔ |an − l| → 0.

Věta 7.18 (O sevřené posloupnosti - sendvičová)
Necht’ (∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(an ≤ bn ≤ cn). Pokud lim

n→+∞
an = ℓ a lim

n→+∞
cn = ℓ, pak lim

n→+∞
bn = ℓ.

D̊ukaz. Důkaz se provede podoně jak u sendvičové věty v zimńım semestru.

Důsledek 7.19
(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(|bn| ≤ cn)(cn → 0)⇒ bn → 0.

Věta 7.20
Bud’ cn → c a (∀n ∈ N)(cn ∈ Df ), kde funkce f je spojitá v bodě c. Potom lim

n→+∞
f(cn) = f(c).
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D̊ukaz. Ze spojitosti funkce f v bodě c v́ıme, že pro nějaké ε > 0 existuje δ > 0 tak, že

|x− c| < δ ⇒ |f(x)− f(c)| < ε.

Zároveň z definice limity cn → c nalezneme pro dané δ > 0 takové n0 ∈ N, že ∀n > n0 je
|cn − c| < δ. Proto pro ∀n > n0 plat́ı |f(cn)− f(c)| < ε, což bylo dokázati.

Definice 7.21 (Hromadný bod množiny)
Necht’M je podmnožina reálných č́ısel. Bod a nazveme hromadným bodemmnožinyM (znač́ıme
a ∈M ′), pokud plat́ı (∀ε > 0)(∃x ∈M)(|a− x| < ε)

Věta 7.22 (Heine)
Bud’ f reálná funkce a a ∈ (Df )

′, tj. a je hromadným bodem Df . Pak plat́ı

lim
x→a

f(x) = ℓ ⇔ lim
n→+∞

f(xn) = ℓ pro ∀{xn} ⊂ Df : xn ̸= a ∧ xn → a

D̊ukaz. Důkaz ekvivalence provedeme ve dvou kroćıch.

1.
”
⇒“: Předpokládáme, že lim

x→a
f(x) = ℓ, tj.

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ Df \ {a})(|x− a| < δ ⇒ |f(x)− ℓ| < ε)

a chceme ukázat, že pro dané ε > 0 existuje n0 takové, že ∀n > n0 plat́ı

|f(xn)− ℓ| < ε.

Zřejmě tedy stač́ı zvolit n0 tak, aby ∀n > n0 bylo |xn − a| < δ.

2.
”
⇐“: Sporem. Předpokládejme, že lim

n→+∞
f(xn) = ℓ a ¬ lim

x→a
f(x) = ℓ, tj.

(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x ∈ Df \ {a})(|x− a| < δ ∧ |f(x)− ℓ| ≥ ε).

Označme pomocnou množinu M = {x ∈ Df : |f(x) − ℓ| ≥ ε}. Ujasněme si, že a ∈ M ′,
nebot’ (∀δ > 0)(∃x)(|x− a| < δ ∧ |f(x)− ℓ| ≥ ε) (proto M ̸= ∅).
Nyńı zvolme nějakou posloupnost {xn} takovou, že ∀n ∈ N plat́ı: xn ∈ Df \ {a}, xn → a
a xn ∈ M (to lze, neb a je hromadným bodem M) . Podle předpokladu plat́ı pro takto
zvolenou posloupnost {xn}, že lim

n→∞
f(xn) = ℓ, což je ale spor s konstrukćı množiny M .

Věta 7.23 (Cauchyho vzorec)
Bud’ {an} posloupnost kladných reálných č́ısel a necht’ existuje konečná limita lim

n→+∞
an+1

an
. Potom

existuje lim
n→+∞

n
√
an a plat́ı

lim
n→+∞

n
√
an = lim

n→+∞

an+1

an
.

Věta 7.24 (Stolz̊uv vzorec)
Bud’te {an} a {bn} posloupnosti takové, že bn+1 > bn > 0 pro všechna n ∈ N a lim

n→+∞
bn = +∞.

Necht’ existuje lim
n→+∞

an+1−an
bn+1−bn

. Potom existuje lim
n→+∞

an
bn

a plat́ı

lim
n→+∞

an
bn

= lim
n→+∞

an+1 − an
bn+1 − bn

.

23



7.5 Č́ıslo e

Věta 7.25
Pro ∀n ∈ N plat́ı (

1 +
1

n

)n

≤ e ≤
(
1 +

1

n

)n+1

,

přičemž posloupnost
(
1 + 1

n

)n
ostře roste k e a posloupnost

(
1 + 1

n

)n+1
ostře klesá k e:

lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n

= e, a lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n+1

= e.

D̊ukaz. 1. Důkaz nerovnost́ı.

Při d̊ukazu vyjdeme z definice obecné mocniny a použijeme definici přirozeného logaritmu

lnx =
x∫
1

dt
t
, kde t > 0.

Pro ∀n ∈ N a ∀t ∈ [1, 1 + 1
n
]

1

1 + 1
n

≤ 1

t
≤ 1.

Nyńı tuto nerovnost zintegrujeme přes interval [1, 1 + 1
n
]

1+ 1
n∫

1

1

1 + 1
n

dt ≤
1+ 1

n∫
1

1

t
dt ≤

1+ 1
n∫

1

1dt,

a po úpravě dostaneme (s využit́ım definice přirozeného logaritmu)

1

n+ 1
≤ ln

(
1 +

1

n

)
≤ 1

n
.

Tato nerovnost je kĺıčem k d̊ukazu věty, neb po vložeńı do argumentu exponenciálńı funkce
dostáváme

e
1

n+1 ≤
(
1 +

1

n

)
≤ e

1
n ,

odkud

e ≤
(
1 +

1

n

)n+1

a

e ≥
(
1 +

1

n

)n

.

Pomoćı sendvičové věty nakonec dokážeme, že limitou obou posloupnost́ı je e:

e←− e

1 + 1
n

≤
(
1 +

1

n

)n

≤ e,

resp.

e ≤
(
1 +

1

n

)1+n

≤
(
1 +

1

n

)
e −→ e.
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2. Důkaz monotonie: dokážeme, že posloupnost (1 + frac1n)n je ostře rostoućı.

Stejně jako v prvńım př́ıpadě vyjdeme ze znalost́ı 01MAT1 a budeme zkoumat monotonii
funkce f(x) =

(
1 + 1

x

)x
na [1,+∞), tj. (1 + frac1n)n = f(n).

Z definice obecné mocniny snadno nahlédneme, že f(x) = exp
(
x ln

(
1 + 1

x

))
. Dı́ky ostře

rostoućı funkci exp stač́ı zkoumat, zda ostře roste vnitřńı funkce g(x) = x ln
(
1 + 1

x

)
, tj.

stač́ı ukázat, že g′ > 0 na (1,+∞).

Z derivace funkce g

g′(x) = ln

(
1 +

1

x

)
+

x

1 + 1
x

(
− 1

x2

)
= ln

(
1 +

1

x

)
− 1

1 + x

však neńı rovnou patrné, zda je kladná na požadovaném intervalu, stač́ı však zkoumat
pr̊uběh funkce g′ a jej́ı limity na kraj́ıch (1,+∞). K tomu využijeme druhou derivaci

g′′(x) =
1

1 + 1
x

(
− 1

x2

)
+

1

(1 + x)2

= − 1

x(1 + x)
+

1

(1 + x)2

= − 1

x(x+ 1)2
,

což je zjevně funkce, která je na (1,+∞) záporná. Funkce g′ je tedy ostře klesaj́ıćı a stač́ı
se pod́ıvat, odkud kam klesá:

lim
x→1+

g′(x) = ln 2, lim
x→+∞

g′(x) = 0.

Proto: g′ > 0 na (1,+∞) ⇒ g ostře rostoućı ⇒ f(x) = exp(g(x)) ostře rostoućı.

Věta 7.26
Pro všechna x ∈ R plat́ı

lim
n→+∞

(
1 +

x

n

)n
= ex.

D̊ukaz. Důkaz provedeme př́ımo pomoćı funkce ln. Pro pevné x ∈ R upravme výraz

ln
(
1 +

x

n

)n
= n ln

(
1 +

x

n

)
= x

ln
(
1 + x

n

)
− ln(1)

x
n

a označme h = x
n
. Zřejmě h→ 0 pro n→ +∞ a v limitńım přechodu dostaneme

x lim
h→0

ln(1 + h)− ln(1)

h︸ ︷︷ ︸
derivace ln z

= x (ln z)′(z=1) = x
1

1
= x.

Celkem
lim

n→+∞
ln
(
1 +

x

n

)n
= x,

odkud již plyne tvrzeńı věty.
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7.6 Důležité př́ıklady

Lemma 7.27
Necht’ |x| < 1, pak xn → 0.

D̊ukaz. Vyjdeme z nerovnosti
−|x|n ≤ xn ≤ |x|n,

a ukážeme, že |x|n → 0.
Jedna z možnost́ı je použ́ıt definici obecné mocniny (pro |x| ̸= 0): |x|n = en ln |x|, odkud je

pro |x| < 1 tvrzeńı |x|n → 0 patrné.
Druhá možnost je tvrzeńı |x|n → 0 dokázat z definice limity

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(|x|n < ε).

Hledáme tedy takové n0, aby pro dané ε a ∀n > n0 platilo |x| < ε
1
n . Protože ε

1
n → 1 a

|x| < 1, takové n0 lze vždy naj́ıt. Ze sendvičové věty o limitě sevřené posloupnosti pak již plyne
d̊ukaz.

Lemma 7.28
∀x ∈ R plat́ı xn

n!
→ 0.

D̊ukaz. Pro libovolné k ∈ N takové, že k > |x| a n > k plat́ı

kn

n!
=

kk

k!

 k

k + 1︸ ︷︷ ︸
<1

k

k + 2︸ ︷︷ ︸
<1

. . .
k

n− 2︸ ︷︷ ︸
<1

k

n− 1︸ ︷︷ ︸
<1

 k

n
<

kk+1

k!︸ ︷︷ ︸
nezáviśı na n

1

n
→ 0.

Ze sendvičové věty tedy plyne tvrzeńı věty

0 <
|x|n
n!

<
kn

n!
<

kk+1

k!

1

n
→ 0.

Lemma 7.29
α > 0 plat́ı 1

nα → 0.

D̊ukaz. Tvrzeńı lze dokázat např́ıklad pomoćı definice obecné mocniny:

1

nα
= eα ln 1

n = e−α lnn,

odkud limitńım přechodem n→∞ dostáváme tvrzeńı pro α > 0.

D̊ukaz. Alternativně pro dané α plat́ı, že ∃p ∈ N takové, že 1
p
< α. Pak

0 <
1

nα
=

(
1

n

)α

≤
(
1

n

) 1
p

→ 0

nebot’ f(x) = x
1
p je spojitá v 0.
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8 Nekonečné řady

8.1 Definice

Definice 8.1 (Nekonečná řada)
Necht’ {an} je č́ıselná posloupnost. Posloupnost {sn} definovanou jako n-tý částečný součet

člen̊u posloupnosti sn =
n∑

k=1

ak nazveme nekonečnou č́ıselnou řadou vytvořenou z posloupnosti

{an} a znač́ıme
+∞∑
n=1

an. Existuje-li limita lim
n→+∞

sn = s, pak ji nazýváme součtem nekonečné

řady. Je-li s ∈ R, resp. s = ±∞, resp. limita lim
n→+∞

sn neexistuje, pak ř́ıkáme, že nekonečná

řada konverguje, resp. diverguje, resp. osciluje (nebo též diverguje).

Věta 8.2 (Geometrická řada)

|x| < 1 ⇒
+∞∑
n=0

xn =
1

1− x
(1)

|x| ≥ 1 ⇒
+∞∑
n=0

xn diverguje. (2)

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne z vlastnost́ı limity lim
n→+∞

xn po provedeńı limitńıho přechodu v součtu

konečné geometrické řady:

lim
n→+∞

n∑
k=0

xk = lim
n→+∞

1− xn+1

1− x
.

Věta 8.3

Jestliže
+∞∑
n=1

an = a,
+∞∑
n=1

bn = b a bud’ α ∈ R, pak
+∞∑
n=1

(αan + bn) = αa+ b

8.2 Nutná podmı́nka konvergence řad

Věta 8.4 (Nutná podmı́nka konvergence)

+∞∑
n=1

an konverguje ⇒ lim
n→+∞

an = 0.

D̊ukaz. Necht’ řada konverguje, tj. posloupnost částečných součt̊u má konečnou limitu sn → ℓ.
Z definice částečných součt̊u lze psát an = sn − sn−1 pro ∀n = 2, 3, . . . . Potom

lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

sn − lim
n→+∞

sn−1 = ℓ− ℓ = 0.

Důsledek 8.5

an ↛ 0 ⇒
+∞∑
n=1

an diverguje
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8.3 Konvergence řad s nezápornými členy

Věta 8.6
Řada s nezápornými členy konverguje právě tehdy, když je posloupnost částečných součt̊u
omezená.

D̊ukaz.

1.
”
⇒“: Řada konverguje, tj. posloupnost {sn} konverguje a proto je omezená (viz Věta 7.7).

2.
”
⇐“: Posloupnost {sn} neklesá, neb předpokládáme nezáporné členy an. Proto limita sn je
bud’ konečná nebo nekonečná. Nekonečná být ovšem nemůže, neb je {sn} dle předpokladu
omezená.

Věta 8.7 (Integrálńı kritérium)
Necht’ je funkce f kladná, spojitá a klesaj́ıćı funkce na intervalu [1,+∞). Pak

+∞∑
n=1

f(n) konverguje ⇔
+∞∫
1

f(x)dx konverguje

D̊ukaz. Z předpokládaných vlastnost́ı funkce f plat́ı nerovnost

k∫
k−1

f(x)dx ≥ f(k) ≥
k+1∫
k

f(x)dx,

kterou vysč́ıtáńım přes k = 2..n a limitńım přechodu n→ +∞ uprav́ıme na

+∞∫
1

f(x)dx ≥
+∞∑
k=2

f(k) ≥
+∞∫
2

f(x)dx.

Odtud již pomoćı základńıho srovnávaćıho kritéria (Věta 2.8) plyne tvrzeńı věty.

Věta 8.8 (Základńı srovnávaćı kritérium)
Necht’ pro všechna n ∈ N plat́ı 0 ≤ an ≤ bn. Pak

+∞∑
n=1

an diverguje ⇒
+∞∑
n=1

bn diverguje

+∞∑
n=1

bn konverguje ⇒
+∞∑
n=1

an konverguje

Věta 8.9 (Limitńı srovnávaćı kritérium)

Necht’
+∞∑
n=1

an a
+∞∑
n=1

bn jsou řady s nezápornými členy. Jestliže existuje limita L = lim an
bn
, potom

plat́ı:

0 < L < +∞ :
+∞∑
n=1

an konverguje ⇔
+∞∑
n=1

bn konverguje (3)

L < +∞ :
+∞∑
n=1

bn konverguje ⇒
+∞∑
n=1

an konverguje (4)

L > 0 :
+∞∑
n=1

bn diverguje ⇒
+∞∑
n=1

an diverguje (5)
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Věta 8.10 (Cauchyho odmocninové kritérium)

Bud’
+∞∑
n=1

an řada s nezápornými členy. Necht’ existuje limita L = lim
n=+∞

n
√
an. Pak plat́ı:

L < 1 ⇒
+∞∑
n=1

an konverguje (6)

L > 1 ⇒
+∞∑
n=1

an diverguje (7)

Věta 8.11 (d’Alembertovo pod́ılové kritérium)

Bud’
+∞∑
n=1

an řada s kladnými členy. Necht’ existuje limita L = lim
n→+∞

an+1

an
. Pak plat́ı:

L < 1 ⇒
+∞∑
n=1

an konverguje (8)

L > 1 ⇒
+∞∑
n=1

an diverguje (9)

8.4 Absolutńı konvergence

Definice 8.12 (Absolutńı konvergence)

Pokud konverguje řada
+∞∑
n=1

|an|, ř́ıkáme, že řada
+∞∑
n=1

an konverguje absolutně.

Poznámka. Konvergentńım řadám, které nekonverguj́ı absolutně ř́ıkáme neabsolutně konver-
gentńı.

Věta 8.13

Jestliže řada
+∞∑
n=1

|an| konverguje, pak konverguje i řada
+∞∑
n=1

an.

D̊ukaz. Vyjdeme z nerovnosti
−|an| ≤ an ≤ |an|,

kterou uprav́ıme na
0 ≤ |an|+ an ≤ 2|an|.

Ze srovnávaćıho kritéria dostávame tvrzeńı věty, nebot’

+∞∑
n=1

an =
+∞∑
n=1

an + |an|︸ ︷︷ ︸
K ze srov. krit.

− |an|︸︷︷︸
K dle předp.

.

Důsledek 8.14
Každá absolutně konvergentńı řada je konvergentńı.

Věta 8.15 (Riemann 1867)
Absolutně konvergentńı řady dávaj́ı po přerovnáńı stejný součet. Neabsolutně konvergentńı
řady lze přeuspořádat tak, aby jejich součet bylo libovolné reálné č́ıslo.
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8.5 Alternuj́ıćı řady

Definice 8.16 (Alternuj́ıćı řada)

Řadu
+∞∑
n=1

(−1)n+1bn, kde bn > 0 pro ∀n ∈ N nazýváme alternujićı řadou.

Věta 8.17 (Leibnizovo kritérium)
Necht’ {bn} je klesaj́ıćı posloupnost kladných č́ısel, tj. 0 < bn+1 ≤ bn pro ∀n ∈ N. Pak plat́ı:

+∞∑
n=1

(−1)n+1bn konverguje ⇔ lim
n→+∞

bn = 0.

D̊ukaz.

1.
”
⇒“: Př́ımo nutná podmı́nka konvergence.

2.
”
⇐“: Budeme zkoumat posloupnost částečných součt̊u a to nejprve sudé a pak liché členy.
Všechny sudé členy posloupnosti {sn} tvoř́ı rostoućı posloupnost, nebot’

s2n = s2n−1 − b2n = s2n−2 + b2n−1 − b2n︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ s2n−2.

Všechny liché členy posloupnosti {sn} tvoř́ı naopak klesaj́ıćı posloupnost, protože

s2n+1 = s2n + b2n+1 = s2n−1 + b2n+1 − b2n︸ ︷︷ ︸
≤0

≤ s2n−1.

Posloupnost {s2n+1} je nav́ıc zdola omezená 0 a proto existuje konečná limita lim
n→+∞

s2n+1,

kterou označme ℓ. Stejnou limitu má i rostoućı posloupnost sudých člen̊u

s2n = s2n−1 − b2n → ℓ− 0 = ℓ

a protože obě posloupnosti pokrývaj́ı všechny prvky posloupnosti {sn}, plat́ı sn → ℓ.

Věta 8.18 (Odhad součtu alternuj́ıćı řady)
Necht’ {bn} je klesaj́ıćı posloupnost kladných č́ısel takovou, že bn → 0 a bud’ s ∈ R součet

alternuj́ıćı řady s =
+∞∑
n=1

(−1)n+1bn. Potom plat́ı

s2n < s < s2n+1 ∀n ∈ N

a nav́ıc n-tý částečný součet sn aproximuje s s přesnost́ı bn+1, tj. |s− sn| < bn+1 pro ∀n ∈ N.

D̊ukaz. Využijeme výsledk̊u předchoźıho d̊ukazu

s2n+2 = s2n + b2n+1 − b2n+2 ≥ s2n roste k s

s2n+1 = s2n−1 − b2n + b2n+1 ≤ s2n−1 klesá k s,

odkud
s2n ≤ s ≤ s2n+1 = s2n + bn+1 ⇔ |s− s2n|| ≤ b2n+1

a
s2n+1 − b2n+2 = s2n+2 ≤ s ≤ s2n+1 ⇔ |s− s2n+1|| ≤ b2n+2.
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9 Taylor̊uv polynom a Taylorova řada

9.1 Taylor̊uv polynom

Věta 9.1
Necht’ funkce f má v bodě a konečnou derivaci řádu n, n ∈ N. Pak existuje právě jeden polynom
Tn(x) stupně nejvýše n takový, že plat́ı T

(k)
n (a) = f (k)(a) pro všechna k = 0, 1, 2, . . . , n. Tento

polynom má tvar

Tn(x) =
n∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k.

Definice 9.2 (Taylor̊uv polynom)
Polynom Tn z věty 9.1 se nazývá n-tý Taylor̊uv polynom funkce f v bodě a.

Definice 9.3 (Zbytek Taylorova polynomu)
Zbytek Taylorova polynomu je definován pro všechna x ∈ Df :

Rn(x) = f(x)− Tn(x).

Věta 9.4 (Taylorova o zbytku)
Necht’ f má spojitou derivaci řádu n + 1 na intervalu [a, x] (nebo [x, a]) pro nějaké x ∈ Df .
Potom

Rn(x) =
1

n!

x∫
a

f (n+1)(t)(x− t)n dt,

tj.

f(x) = Tn(x) +Rn(x) =
n∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

1

n!

x∫
a

f (n+1)(t)(x− t)n dt

D̊ukaz. Důkaz provedeme př́ımo. Aplikujeme metodu per partes na integrál (pro k ≥ 1)

1

k!

x∫
a

f (k+1)(t)(x− t)kdt =
∣∣∣per partes∣∣∣ = 1

k!

[
(x− t)kf (k)(t)

]x
a
+

1

(k − 1)!

x∫
a

f (k)(t)(x− t)k−1dt,

odkud vyjádř́ıme člen v Taylorově polynomu (pro k ≥ 1)

f (k)(a)

k!
(x− a)k =

1

(k − 1)!

x∫
a

f (k)(t)(x− t)k−1dt− 1

k!

x∫
a

f (k+1)(t)(x− t)kdt,
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který dosad́ıme př́ımo do definice zbytku Rn(x)

Rn(x) = f(x)− Tn(x) = f(x)−
n∑

k=0

f (k)

k!
(a)(x− a)k = f(x)− f(a)−

n∑
k=1

f (k)

k!
(a)(x− a)k =

= f(x)− f(a)−
n∑

k=1

1

(k − 1)!

x∫
a

f (k)(t)(x− t)k−1dt− 1

k!

x∫
a

f (k+1)(t)(x− t)kdt

= f(x)− f(a)−
n−1∑
k=0

1

k!

x∫
a

f (k+1)(t)(x− t)kdt+
n∑

k=1

1

k!

x∫
a

f (k+1)(t)(x− t)kdt

= f(x)− f(a)− 1

0!

x∫
a

f (1)(t)(x− t)0dt+
1

n!

x∫
a

f (n+1)(t)(x− t)ndt

=
1

n!

x∫
a

f (n+1)(t)(x− t)ndt.

Věta 9.5 (Odhad zbytku)

|Rn(x)| ≤
(
max
t∈I
|fn+1(t)|

) |x− a|n+1

(n+ 1)!
.

D̊ukaz. Pro x > a plat́ı:

|Rn(x)| =
1

n!

∣∣∣∣∣∣
x∫

a

f (n+1)(t)(x− t)ndt

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

n!

x∫
a

|f (n+1)(t)||x− t|ndt ≤
(
max

I
f (n+1)(t)

) |x− a|n+1

(n+ 1)!
.

Pro x < a se odhad provede analogicky s t́ım, že je třeba si dát pozor na∣∣∣∣∣∣
x∫

a

g(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ −
x∫

a

|g(t)|dt.

9.2 Taylorova řada

Definice 9.6 (Taylorova řada)
Necht’ f je nekonečně diferencovatelná v bodě a ∈ Df (tj. má konečné derivace všech řád̊u v
bodě a) a necht’ pro x ∈ I plat́ı, že lim

n→+∞
Rn(x) = 0. Pak lze ∀x ∈ I zkonstruovat nekonečnou

řadu

f(x) =
+∞∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k,

kterou nazýváme Taylorovou řadou funkce f v bodě a. Množinu I nazýváme oborem konver-
gence Taylorovy (mocninné) řady.

Poznámka. Důležité rozvoje funkćı do Taylorovy (mocninné) řady:

1. ex =
+∞∑
n=0

1
n!
xn ∀x ∈ R.

32



2. sin(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+1)!
x2n+1 ∀x ∈ R.

3. cos(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n ∀x ∈ R.

4. ln(1 + x) =
+∞∑
n=1

(−1)n+1

n
xn ∀x ∈ (−1, 1].

10 Mocninné řady

10.1 Konvergence

Definice 10.1 (Mocninná řada)

Bud’ {an} posloupnost reálných č́ısel a x0 ∈ R. Řada
+∞∑
n=0

an(x − x0)
n se nazývá mocninnou

řadou se středem v bodě x0.

Řekneme, že mocninná řada
+∞∑
n=0

an(x − x0)
n konverguje na množině I, jestliže pro každé

z ∈ I je č́ıselná řada
+∞∑
n=0

an(z − x0)
n konvergentńı. Maximálńı množině I (ve smyslu inkluze)

pak ř́ıkáme obor konvergence mocninné řady.

Věta 10.2

Jestliže
+∞∑
n=0

an(x − x0)
n konverguje v bodě x0 + z, z ̸= 0, pak konverguje absolutně pro každé

x ∈ (x0 − |z|, x0 + |z|), tj. |x−x0| < |z|. Naopak, jestliže řada
+∞∑
n=0

an(x−x0)
n diverguje v bodě

x0+y, pak pro každé x ∈ (−∞, x0−|y|)∪ (x0+ |y|,+∞), tj. |x−x0| > |y|, řada
+∞∑
n=0

an(x−x0)
n

diverguje.

Věta 10.3 (O poloměru konvergence)

Pro každou mocninnou řadu
+∞∑
n=0

an(x− a)n existuje právě jedno r, 0 ≤ r ≤ +∞ tak, že řada

1. Konverguje absolutně pro všechna x taková, že |x− a| < r

2. Diverguje pro všechna x taková, že |x− a| > r.

Definice 10.4 (Poloměr konvergence)
Symbol r z Věty 10.3 nazýváme poloměrem konvergence mocninné řady se středem v bodě a.

Věta 10.5 (Cauchy-Hadamard)

Poloměr konvergence mocninné řady
+∞∑
n=0

an(x− a)n se spoč́ıtá vzorcem

r =
1

lim sup
n→+∞

n
√
|an|

,

resp. r = 0 pokud lim sup
n→+∞

n
√
|an| = +∞, resp. r = +∞, pokud lim sup

n→+∞

n
√
|an| = 0

33



10.2 Derivováńı mocninných řad

Věta 10.6 (Derivace mocninné řady)

Jestliže
+∞∑
n=0

an(x− a)n konverguje na (a− r, a+ r), pak

d

dx

(
+∞∑
n=0

an(x− a)n

)
=

+∞∑
n=1

nan(x− a)n−1

také konverguje na (a− r, a+ r).

10.3 Integrace mocninných řad

Věta 10.7 (Integrace mocninných řad)

Necht’ f(x) =
+∞∑
n=0

an(x − x0)
n konverguje na (x0 − r, x0 + r). Pak g(x) =

+∞∑
n=0

an
n+1

(x − a)n+1

konverguje na (a− r, a+ r) a plat́ı, že
∫
f = g + C, tj.∫ +∞∑

n=0

an(x− a)n dx =
+∞∑
n=0

an
n+ 1

(x− a)n+1 + C.

10.4 Vlastnosti mocninných řad a sč́ıtáńı řad

Věta 10.8 (Abelova)

Necht’ f je součtová funkce mocninné řady f(x) =
+∞∑
n=0

an(x − a)n, která konverguje v bodě

a − r, resp. a + r, kde r je jej́ı poloměr konvergence. Pokud je f spojitá v a − r zprava, resp.
a+ r zleva, pak mocninná řada v tomto bodě konverguje k f(a− r), resp. f(a+ r).

Věta 10.9
V oboru konvergence je mocninná řada Taylorovou řadou své součtové funkce.
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